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1. Elméleti osszefoglalo
Sajatérték, sajatvektor definicioja
Legyen A = [a,;] egy komplex elemii n-edrendd (négyzetes) mdtrix. A komplex X\ szdmot az A matrix sajatérté-
kének nevezziik, ha létezik olyan v € C™ \ {0} vektor, amelyre Av = \v teljesiil. A v € C™ {0} vektort az A madtrix

A sajatértékhez tartozd sajatvektoranak hivjuk.

Az A = [a;;] komplex elemii n-edrendd métrix sajétértékeit igy hatdrozzuk meg, hogy kiszdmoljuk a
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karakterisztikus polinom gyokeit.

A definiciobdl is 14thatd, hogy a négyzetes matrixok sajatértékei €s sajatvektorai "parban" 1éteznek. A definiciéban
1év6 egyenletet dtrendezve kapjuk, hogy a A sajatértékhez tartozé sajatvektorok az
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homogén linedris egyenletrendszer megolddsai. Ennek az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van, ezért a
linedrisan fiiggetlen sajatvektorokat kell megkeresniink.

Megjegyzés: A p(\) karakteriszitkus polinom n-edfokd, igy az algebra alaptétel miatt (multiplicitdssal szdmolva) n
sajatértékiink van. A kiilonbozd sajdtértékekhez linedrisan fiiggetlen sajdtvektorok tartoznak. Ugyanakkor ha \ egy
2-szeres sajatérték, akkor hozza tartozhat 2 linedrisan fiiggetlen sajitvektor, de az is eléfordulhat, hogy csak kevesebb
linedrisan fiiggetlen sajatvektor tartozik hozza.

A Matematika EP1 targyban szerepelt, hogy az n-edrend, valés elem@i A métrix az R” vektortér egy linedris transz-
formaciéjat adja meg, mely a v € R™ targyvektorhoz az y = Aw képvektort rendeli. A gyakorlatban érdekesek azok
a vektorok, melyek irdnya az adott linedris transzformacié sordn nem viltozik, azaz érdekesek a sajétérték-sajatvektor
parok. A sajatértékekre-sajatvektorokra igazak a kovetkezéek:

e Ha v sajdtvektora A-nak, akkor aw is az, minden o € R\ {0} esetén. Azaz a sajdtvektoroknak csak az irdnya
van egyértelmlien meghatdrozva, a nagysdga nem.

e Ha A valés szimmetrikus métrix (A = AT, akkor minden sajitértéke valés. (Tobbnyire valds elemi szimmet-
rikus mdtrixokkal foglalkozunk.)



e Ha A egy n-edrendli val6s szimmetrikus matrix, akkor A-nak van n szdmu, paronként ortogondlis , linedri-
san fliggetlen sajatvektora. (Megjegyzés: Ezalapjdn 3-adrendii mdtrixok esetében, ha ismeriink két sajdtvektort,
akkor a harmadikat mdr megkaphatjuk ezek vektoridlis szorzataként is.)

Diagonalizalas és hatvanyozas

A val6s elemii n-edrendi A matrixot ortogonalisnak nevezziik, ha A - AT = D, ahol D, egy n-edrendd dia-
gondlmatrix, azaz olyan matrix, amelynek a f64tlon kiviili elemei mind nulldk ((D,, = diag (d1,ds, ... ,dy)). A valds
elem(i n-edrenddi A métrixot ortonormaltnak nevezziik, ha A - A7 = I,,, ahol I, az n-edrend(i egységmatrix.

Egy n-edrendli A matrix diagonalizalhat6, ha létezik egy olyan nm-edrendii invertdlhat6 C mdtrix, hogy a C"'AC
szorzatmatrix diagondlis legyen.

Egy n-edrendi A matrix akkor és csak akkor diagonalizdlhatd, ha van n linedrisan fiiggetlen v, v,, . . ., v,, sajatvek-
tora. Ekkor a v, v,, ..., v, oszlopvektorokkal rendelkez6 C madtrixra, valamint a hozzdjuk tartozé (nem feltétleniil
kiilonb6z8) A1, Ae, . . ., A, sajatértékekre igaz a kovetkez6 egyenlGség:

C1AC = diag (A, Aoy -+ ., An).

Megjegyzés: A valds elemi n-edrendl szimmetrikus A maétrix esetében létezik olyan ortnornomalt C matrix, amely-
nek oszlopvektorai az egységnyi hosszu, paronként ortogonalis sajatvektorok. Azaz ekkor az az egyenldség all fenn,
hogy CTAC = diag (A1, Az, ..., \n).

Hatvdnyozds: A diagonalizdlhaté A matrixra fennall6 fenti egyenldséget A = C - diag (A1, Az, ..., \,) - C1 for-
maban is felfrhatjuk. Indukciéval ldthatd, hogy (diag (A1, Az, ..., A\n))" = diag (A}, A5, ..., \"), azaz diagondlis

r'n
matrix hatvanyozasanal csak a féatléban szerepld értékeket kell a megfeleld hatvanyra emelniink. Ez 1ényegesen meg-
konnyiti egy tetsz6leges matrix hatvanyozasat, hiszen ekkor

A" = C-diag (AP, A5, ..., \") - C™L

2. Feladatok

1. Szamitsa ki a kovetkezd 2 x 2-es matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!
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2. Legyen V a sikvektorok szokasos vektortere. Irja fel a kovetkezs liendris transzformécick métrixat, majd hata-
rozza meg a sajatértékeit és sajatvektorait!
(a) origd koriili +90°-os forgatis;
(b) x = y egyenesre vald vetités;

(c) x tengelyre vald vetités.



3. Széamitsa ki a kovetkezd 3 x 3-as szimmetrikus matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!
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Adja meg az egységnyi hosszi sajatvektorokat is!

4. Szamitsa ki a kovetkezd 3 x 3-as NEM szimmetrikus matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!
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5. Mely matrixok diagonalizalhatok az 1-es illetve 3-as feladatban? Hatdrozza meg azt a C matrixot (ha lehet,
akkor ortonormdlt C-t adjon meg), ami diagonalizilja Sket, illetve hatdrozza meg az A'° métrixhatvanyokat is!



