Masodrendi, allandé egyiitthatés, linearis differencialegyenlet.

Altalanos alakja:
y"+a-y' +by=q(x)
Ha g(x) =0, akkor homogén linedrisnak nevezziik.
Ha q(x) #0, akkor inhomogén linearisnak nevezziik.
A jobb oldalon 1évé q(x) fuggvényt szokas kulsé tagnak nevezni.

Mivel ez egy specialis linearis egyenlet, minden igaz ra amit a linearis egyenletekrol
mondtunk.

Tehat:

Az allando egyutthatds inhomogén egyenlet altaldanos megoldasa:

yin hom,alt — yhom,élt + yin hom, part

A homogén rész:

y'+a-y'+by=0
karakterisztikus egyenlete: /12 +at+b

A homogén egyenlet altaldnos megoldasanak alapesetei:
2 , ..
1. AA+ad+b egyenletnek 21 * 12 valds gydke van. Ebben az esetben

mar van is a homogén egyenletnek két figgetlen megoldasa Y, = eﬂlx és

— phX
y, =€
ekkor a homogén egyenlet altaldnos megoldasa

_ AX AX
Yhomart = Ce™ +C,e

2. A /12 +al+b egyenletnek /11 = /lz = A valés megoldasa van.

, A
Ekkor csak egy megoldas van, € X

Belathatjuk, hogy Y, = X- e’“‘ is megoldasa a homogén egyenletnek és linearisan
fuggetlen. elx—hez (nem konstans szorosa)
Ekkor a homogén egyenlet altaldnos megoldasa.
_ AX AX
Ynomar = G187 +C,Xe
1. A karakterisztikus egyenletnek nincs valds gydke. Ebben az esetben konjugalt

komplex gydkei vannak.
Legyenek a gyokok ﬂl =+ Iﬂ, /12 = a—l,b’



X .
Ekkor eﬂl és eﬂ'zxfijggetlen megoldasok, de nem valdsak e”ix = e(““ﬁ’x

Yhomait = C.e” sin px+ C,cos Sx

A masodrendd linearis inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa
is a homogén egyenlet altalanos megoldasa és az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldasanak Gsszege:

yin hom,alt = yhom,élt + yin hom, part

Példa
y”+ yr_2y:X2

Az inhomogén differencidlegyenlethez tartozé homogén egyenlet:

y"+a-y'+by=0

Példa
y'+y'-2=0

Masodrendii allandé egyiitthatoés inhomogén linearis differencialegyenlet
partikularis megoldasanak megtalalasa specialis kiils6 tag esetén, préba
fliggvénnyel.

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat un. specialis kilsé tagok
esetében (polinom, e™, cos(bx), sin(bx)és ezek szorzatanak ésszege) tudjuk
konnyen meghatarozni.
Az Y'+a-y +by=0q(Xx) egyenletben q(X) fuggvényt szokas kiilsé tagnak
nevezni.

Jelolések: az alabbi tablazatban p,(X)jelol egy konkrét n-ed foku polinomot,
P,(x) és Q,(X) pedig egy ugyancsak n-ed foku, de ismeretlen egyutthatos
polinomot jeldl. 4 és A,jeldli a karakterisztikus egyenlet gyokeit.

A specialis kiils6 tagok lehetséges esetei

1. Haa q(x)kils6 tag p,(x)-e*™ alaku (a valds) és az e* kitev§jében szereplé anem
gyoke a karakterisztikus egyenletnek, akkor az inhomogén egyenlet partikularis
megoldéasat P,(x)e™ alakban keressiik, ahol P, (x)ismeretlen egyutthatds &ltalanos

n-ed foku polinom.

2. Ha az e™kitev8jében szerepld a egyszeres gydke a karakterisztikus egyenletnek,

azaz €™ megoldasa a homogén differencidlegyenletnek (egyszeres rezonancia),

akkor az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat x P, (x)e™ alakban, ha



kétszeres gydke (kétszeres rezonancia) akkor x° P, (x)e™ keressiik, ahol

P, (x) ismeretlen egyltthatoés altaldnos n-ed foku polinom. Ezt nevezziik
rezonancianak.
Ha a q(x) kils6 tag p,(x)-e*sinbx vagy p,(x)-e™ cosbx alaki (a, b valds) és az

e® X itevGjében szerepld a+binem gyoke a karakterisztikus egyenletnek,
akkor az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat P, (x)e™ sin bx

+Q, (x)e* cosbx alakban keressiik, ahol P (x)és Q,(x)ismeretlen egyutthatds
altalanos n-ed foku polinomok.

Ha az e®*™*kitev6jében szereplé a+bi gyoke a karakterisztikus egyenletnek,
akkor az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat x- P, (x)e™ sin bx

+X-Q, (x)e™ cosbx alakban keressiik, ahol P (x)és Q,(x)ismeretlen egyltthatos
altaldnos n-ed foku polinomok.

Kidolgozott feladatok

1.y +y -2y=x*,

a homogén egyenlet y"+y' -2y =0,

a karakterisztikus egyenlet A2+ 1—2=0, megoldasai A =1, 1,=-2,tehdt a
homogén egyenlet altalanos megoldasa Yy ma: = C.€" +C,e ™,

az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat Y, = Ax? + Bx+C alakban
keressik. (tablazat 1. sor)

yp' =2AX+B, yp" =2A, az inhomogén egyenletbe helyettesitve,

2A+2AX + B—z(Ax2 n Bx+C) = x?, rendezve
~2Ax + x(2A-2B)+2A-2C+B =X

és az egyutthatokat 6sszehasonlitva kapjuk, hogy —2A=1, 2A-2B=0,

2A-2C +B =0, innen A=—£, B=—1, C:—E
2 2 2

, 1 1 3 , e .
Tehat Yo =_§X2 _EX_E' vagyis az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

Yinnomarr = Ci8* +C,e " + —% X2 —%x —g

2. y"+y' =%

a homogén egyenlet y"+y' =0,

a karakterisztikus egyenlet 12+ 1 =0, megoldasai A4 =0, 4,=-1, tehat a
homogén egyenlet ltaldnos megoldasa Yyoma: = Cie° +C,67 =C, +Ce7*,
az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat y, = X(AX2 + BX+C), azaz
y, = A + Bx? + Cx alakban keressik. (tablazat 2. sor)

y, =3Ax*+2Bx+C, y," =6Ax+2B, az inhomogén egyenletbe helyettesitve
6AX+2B+3Ax* +2Bx+C =x" és rendezve 3AX" +(6A+2B)x+2B+C =X’



az egyutthatokat 6sszehasonlitva kapjuk, hogy 3A=1, 6A+2B=0, 2B+C =0

Azl, B=-1,C=2
3

. 1 . - .
Tehat y, :§X2 —X+2, vagyis az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

Yinnomate = C1 +Cp ™" +%x2 —X+2
3. y"+y -2y =e*,
a homogén egyenlet y"+y' =2y =0,
a karakterisztikus egyenlet A2+ 1—2=0, megoldasai A =1, 1, =-2,tehdt a
homogén egyenlet ltaldnos megoldasa Yyona: = Cie* +C,e7%,
az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat Yy, = A-e*alakban keressik.
(tdblazat 3. sor)
y, =2A-e”, y," =4A-e*, az inhomogén egyenletbe helyettesitve,
4A-e” +2A-e” —2(Ae” )= e, kiemelve €™ (4A+2A—2A)=e”
innen kovetkezik, hogy 4A=1, A=%

. 1 . e .
Tehat Yo =Zezx , vagyis az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

1
Yinnoman = C1€" +C,e™" +Zezx
4.y"+y' -2y=e?,
a homogén egyenlet y"+y' =2y =0,
a karakterisztikus egyenlet 12+ 4 -2 =0, megoldasai A =1, 4, =-2, tehat a
homogén egyenlet altaldanos megoldasa Yy, a: = C.€” +Ce 7,

“2X alakban keressiik.

az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat y, =X- A-e
(tdblazat 4. sor)

y, = A(x~(—2)~e‘2X +-e‘2x) = Ae > (-2x+1),

y, = A((—2)~e‘2x (—2x+1)+-e '(—2)) =-2Ae?(-2x+2), az inhomogén
egyenletbe helyettesitve, —2Ae™ (-2x+2)+ Ae™(-2x+1)- 2(x- A-g™ ) =e?,
kiemelve Ae ™ (4x—4-2x+1-2x)=e™, azaz Ae™(-3)=e*

innen kovetkezik, hogy —3A=1, Az—%

Tehat y, :—gx-ezx, vagyis az inhomogeéen egyenlet altalanos megoldasa:

1
X —2x —2x
yin homalt — Cle + Cze - § €

5.y"=2y'+y=¢e",
a homogén egyenlet y"=2y'+y=0,



a karakterisztikus egyenlet 12 —21+1=0, megoldasai A =4,=1, tehat a
homogén egyenlet dltaldnos megoldésa Y., ¢ =C.€* +C,xe*,
az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat Yy, = x? - A-e*alakban keressik.
(tdblazat 5. sor)
y, = A(x~(—2)~e‘2X +-e‘2x) = Ae > (-2x+1),
y, = A((—2)~e‘2x(—2x+1)+-e‘2X -(—2)):—2Ae‘zx(—2x+2), az inhomogén
egyenletbe helyettesitve, —2Ae™ (-2x+2)+ Ae™(-2x+1)- 2(x- A-e ) e,
kiemelve Ae™ (4x—4-2x+1-2x)=e™, azaz Ae™(-3)=e*

1
innen kovetkezik, hogy —3A=1, A=—§

Tehat y, :—gx-ezx, vagyis az inhomogeéen egyenlet altalanos megoldasa:

Yinnoman = C,&" +C,xe” _le—zx
6. y' =2y +y=xe”,
a homogén egyenlet y"—2y'+y=0,
a karakterisztikus egyenlet A2 —21+1=0, megoldasai A =4,=1, tehdta
homogén egyenlet dltaldnos megoldésa Y., s =C.€* +C,xe*,
az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat y, =(Ax+ B)-e*alakban
keresstk. (tablazat 6. sor)
y, =Ae®+(Ax+B)2e™ =e*(2Ax+ A+2B),
yp" = 2e* (2AX+ A+ ZB)+e2X (ZA) = 4e* (AX+ A+ B) , az inhomogén egyenletbe
helyettesitve, 4e™(Ax+A+B)—2e” (2Ax+ A+2B)+(Ax+B)e” = xe™,
kiemelve e” (4AX+4A+4B-4AX-2A—-4B+ Ax+B)=e™, azaz

e (Ax+2A+B) = xe**
innen kovetkezik, hogy A=1, 2A+B=0, B=-2
Tehat Yo = (X—2)-ezx, vagyis az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

yinhom,élt = Clex + szex + (X - 2) : er

7. y"=2y'+y=sin2x

a homogén egyenlet y"—2y'+y=0,

a karakterisztikus egyenlet A2 —21+1=0, megoldasai A =4,=1, tehdta
homogén egyenlet dltaldnos megoldésa Y., . =C.€* +C,xe*,

a karakterisztikus egyenlet A2+ 1 =0, megoldasai A4 =0, 4,=-1, tehat a
homogén egyenlet 4ltaldnos megoldésa Yyomax =Cie° +C,67* =C, +Ce7*,

az inhomogen egyenlet partikularis megoldasat y, = Asin 2x+ Bcos2x, azaz
(tdblazat 10. sor)



yp' =2Ac0s2x—2Bsin2x, yp” =—4Asin2x—-4Bcos2x , az inhomogén egyenletbe

helyettesitve
—4Asin 2x —4Bcos2x—2(—4Asin 2x—4Bcos 2x) + Asin2x+ Bcos2x =sin2x és

—4Asin 2x— 4B cos 2x + (8Asin 2x +8B cos 2x ) + Asin 2x + B cos 2x = sin 2x b

5Asin 2x+5B cos 2x =sin 2x

rendezve 5AsIn 2x =sin 2x

az egyutthatokat 6sszehasonlitva kapjuk, hogy —-4A-2B=1, 2A+4B=0,
1 1.

A:g, B=0,Tehat y, :gsm 2X, vagyis az inhomogén egyenlet altalanos

megoldasa:

Yinnomar = Cy +C,8 ™" +%sin 2X

Kidolgozott példak

Adja meg az altaldnos megoldast!
y' =3y’ +2y=a” +(x* +x)

22 =34+2=(4-2)(1-1) Viomar = Cie% +C,8" =

y, = Ae¥ +(Bx2 +Cx+ D) |2
Y, =3Ae¥ +2Bx+Cl|(-3)
y, =9Ae®™+2B|-1

(9A-9A+2A)e’ +x* (2B)+x(2C —6B)+(2D -3C + 2B) = a¥ +(x* +X)
A-Z,B-1,c-2, D=2

2 2 2
Tehat

x «,1a X 5
yinhom,élt =Cle2 +Cze +Ees +7+2X+§

Adja meg az altaldnos megoldast!
y"+8y'+25y=a "
A karakterisztikus egyenlet

A2 48A+25=0 4, = 0% ”24_100 - _856' —_4+3i

A homogén egyenlet altaldnos megoldasa

—4x

Yhomar = Cr€ " €08 3x + C,e ™ sin 3x



Yy, = Ae™* (nincs rezonancia, akkor lenne, ha a kiilsé tag e™** cos3x vagy
e**sin3x lenne)

y, =16Ae™

yp' =—4Ae™, visszahelyettesitve kapjuk, hogy

(25A—32A+16A)e’4X =e™ azaz A:%
Tehat

ax 1
Yinhom 4t = C1€ " €08 3x + C,e *sin 3x+§e 4



