6. fejezet

Komplex szamok

A komplex szam algebrai alakja

D 6.1 Komplex szamnak neveziink minden olyan a-+bi alaku kifejezést, amelyben a és
b valés szam, i pedig az Osszes valos szamtol kiilonbéz6 — képzetes egységnek nevezett
— szimbolum. Az a illetve b valos szamot a z = a + bi komplex szidm valds részének
illetve képzetes részének hivjuk. Jel6lésiik: a = Rez, b = Im z. Az a+ bi alakiu kifejezés
a komplex szam algebrai alakja.

D 6.2 Algebrai alakban adott komplex szdmok Gsszeadasat és szorzasit a tobbtagi
algebrai kifejezések Gsszeadasi, ill. szorzdsi szabdlya szerint végezziik, hozzatéve, hogy
-2

1% = —1.

D 6.3 Az z = a+ bi komplex szam konjugéaltjin az a — bi komplex szamot értjiik. Jele:

Z.
T 6.4 Tetszoleges z1, zo komplex szdmokra z1 + z9 = Z] + 22, Z122 = Z21232-

D 6.5 A z = a+ bi komplex szim abszolat értékén a |z| = |a + bi| := Va? + b?
nemnegativ valés szamot értjiik.

T 6.6 Barmely z, 21 és zo komplex szamra érvényesek a kévetkezd egyenlbségek: 2z =
|22, |2122] = |21||22], és a hdromszigegyenlGtlenség: |21 + 29| < |21| + |22].

Feladatok

1> Abréazoljuk a Gauss-féle szamsikon az
alabbi komplex szamokat és helyvek-
torukat:
z21=3—1, zo0=1+4 41,
23 =—2431, 24— —2— 3.
2> Irjuk fel a mellékelt 4bran helyvektoraikkal
feltiintetett komplex szamokat algebrai
alakban:
3.  Irjuk fel az alabbi komplex szamok kon-
jugaltjat: 21y =2+ 7Ti, 20 = -3 — 51, 23 =51, 24 = —1, 25 = —9, 26 = 0.
Legyen n > 2 természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy
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6. Komplex szamok — A komplex szdm algebrai alakja

4. Z Tzt Tt an—ZF+E o+ I,
5. 2129 ... 2p — 2129 ... 2n, 6. 2" = (5)”

Szamitsuk ki az aldbbi két-két komplex szam Osszegét és kiilonbségét:

7. 2455, 4-— 31, 8. 3—4i, —b+ 21, 9. 4-3i, —-2-—1.
Szamitsuk ki az alabbi két-két komplex szam szorzatat:
10. 3—05i, —4+4u, 11. 1-—3i, —i, 12. 24 5i, 4— 3.
Szamitsuk ki az aldbbi komplex szadmok hanyadosat:
137 3424, 1—1, 14. 5—1, 1—2i, 15° —5—2i, —3i.
Hozzuk algebrai alakra az alabbi kifejezéseket:
2 1 2+
16> —— 7. ———, 18, — ="'
(1—19)(3+1) (3 4 44) i(—3 + 4i)

. 1 .

19. V3 20. 21 :

(1—i)(vV3—1) i(3—2i0)(1 + 1) C(1—d)(1—-20)(1+24)
22, Legyen z; =1 — 57 és 29 = 3 + 4i. Szamitsuk ki a kdvetkezGket:

<1

21 Z1 z1 21 21
) ) > R )
z9 z9 Z2 ) |22

23. Legyen z; =1 +14, 29 = 1 — 2¢. Szamitsuk ki az alabbi kifejezések értékét:

<2

z1 Z1 — 1 2 izl z1
21— 7 y R T T e
Z9 z9 z9 129
Legyen 21 = 2+ 1, 29 =3 — 2i és 23 = —% + ?z Szamitsuk ki a kovetkezdket:

220 + 21 —5—1

24. |321 — 422| + 2323, 25. Zi)’ — 32% +4z1 — 8, 26. 921 — 29 3|

Szamitsuk ki az alabbi komplex szamok abszolat értékét:

o7 (34 44)(2 +14) 08 Va2 +y? + iy 2y

T+ 260)(4 + 38) " (r—y) +2iyTy ]

29 Hatarozzuk meg azokat az x és y valos szamokat, amelyekre fennall az alabbi
egyenlség: 3x + 2ty — ix + Sy = 7 + Si.

x,yERf

Adjuk meg a kovetkezd, xy-sikbeli gérbék komplex valtozos egyenletét:
300 (—2;1) kozéppontia 4 sugara kor, 31> y = mx + b egyenletii egyenes,
32. (—3;0) és (3;0) fokuszpontu ellipszis, nagytengelyének hossza 10.

Adjuk meg a Gauss-féle szamsikon az alabbi feltételeket kielégité pontok halmazat:

33. 1<z <2, 34. || =2, 35° |2 —i| = |z i,
36. |z 1| <1, 37> |22 —4i| < 1, 38> |2| < |z +1l,
39. 2_3‘2.

z+3

6-2



6. Komplex szamok — Binomialis egyiitthatok binomidlis tétel

40 Bizonyitsuk be, hogy barmely kor vagy egyenes egyenlete a Gauss-féle szdmsikon
felirhato azz + bz + bz + ¢ = 0 alakban, ahol a,c € R és b € C.

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szadmok halmazan:

41. 22 +2=0, 42° 22 -2+ 2 =0, 43. 2% —6x+ 13 =0,
6

44. 22 +8x+17=0, 45. z*—22-6=0, 46. 2° +5+ — = 0.
X

47> Oldjuk meg a |z| + z = 2 + i egyenletet!

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a komplex szamok halmazan:

48. 121 — 129 = —2 49, 21+ 29 =2
221 + z9 = 1, 21 — 29 = 21,
50. 21 +22=1+1 51. (1+i)z1 —(1—1)z9 =0
321 +izg =2 — 3, (2+1i)z1 — (1 —21)z9 =0,
52. (1+2i)z1 +20=1—2i 53. 221 —iz9g = -3+ 41
—1i21 — 129 = —2 + 31, 121 + 3290 = —7 — 41,
B4. 1z1 +229=1—2 55. (1 + 2i)21 — (2 + i)ZQ = —6—2
Az —izg = —1 + 3d, —z1+(2—i)z =4—4i

56 Tegyiik fel, hogy a z komplex szamra 22 + z + 1 — 0 teljesiil. Szamitsuk ki a
205 1 2765 kifejezés értékét!

Binomialis egyiitthatok, binomialis tétel

D 6.7 Legyen k és n két nemnegativ egész szam, melyekre k < n. Az (}) kifejezést az

|
(Z) = ﬁ egyenlbséggel definidljuk és binomialis egyiitthaténak nevezziik.
(n—k)!
. n n
T 6.8 Minden nemnegativ egész n-re és k = 0,1,...,n-re érvényes az el = k)
n J—

szimmetriatulajdonsag, és k — 0,1 (n—1)-re a ntl EN ad

z = .o.y(n—1)-re az = -

J g’ 9y ? Y k: + 1 k k: + 1

ditiv tulajdonsag.

T 6.9 (Binomialis tétel) Egységelemes kommutativ gyiirii tetszéleges (u, v) elempérjéara
és tetszbleges nemnegativ egész n szamra

(u+v)" = Z (Z) Rk,

k=0
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6. Komplex szamok — Binomialis egyiitthatok binomidlis tétel

Feladatok

Az aldbbiakban a hatvanyok binomidlis tétel szerinti kifejtésében k-adik tagon
(k = 0,1,...,n) azt a tagot értjiikk, amelynek egyiitthatoja (Z) Tovabba, ha

n paros, akkor az (el6bbi értelemben vett) n/2-edik tagot a kifejezés kozépsé
tagjanak mondjuk:

16
a
57" Hatarozzuk meg az ( — \/E) hatvany kifejtésének kozépso tagjat.
T

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

) 3 2 12
Irjuk fel a <4W + 3\/5) hatvany kifejtésének negyedik tagjat!

3 2 12
A <4 Va2 + 3\/5> hatvany kifejtésének hanyadik tagjaban lesz az a kitevgje

18
[ b
A (f/z + \3/_> hatvany kifejtésének hanyadik tagjaban lesz az a és a b
a
kitevGje egyenls egymassal?

) 1 \"
Irjuk fel a (9x — — | kifejtésének 12. tagjat, ha a masodik tag binomialis
V3x
egyiitthatoja 105.
m
Az <.:1:2 + a> kifejtésében a harmadik és a tizenkettedik tag binomidlis
x
egyiitthatoja azonos. Irjuk fel azt a tagot, amelyben x nem szerepel.

azt a tagjat, amelyben z az 6todik hatvanyon szerepel.

m
) kifejtésében az egyiitthatok dsszege 128. Irjuk fel a kifejtésnek

Hatéarozzuk meg az n kitevinek azt az értékét, amelyre az (a+b)" kifejtésében
a masodik, harmadik és negyedik tag egyiitthatdja egy szamtani sorozat
egymast kovets elemei.

5
Hatarozzuk meg x értékét dgy, hogy az (.r + :z:lgx) hatvany kifejtésében a
masodik tag értéke 10° legyen.
6
1
Hatarozzuk meg z értékét gy, hogy a [(\/5) lgatl | 1\2/5} kifejtésben a har-
madik tag 200 legyen.

Igazoljuk az alabbi 6sszefiiggéseket, amelyekben n tetszbleges pozitiv egész, k pedig
olyan egész szam, amelyre k£ < n:

o7 (5) (1) (5) (1) -
oo (1)~ (1) () (D) o
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6. Komplex szamok — Binomialis egyiitthatok binomidlis tétel

69 1-1!42-2!4..-499-99! = 100! — 1,

I RERCRCR

715 (3)+2<T>+3<g>+'-‘+(n+1><z>(n+2) et
0% (;’)+2 §>+3<Z>+...+(n_1)<z>(n_2) g1 1,
(1) (o) ) (1))
w () 0330
e o) (40 () () ()
w () () () (e
77> 1+<Z>+<Z>+. g1,
7s. (" +(§)+(g)+ et
;

80 n>2 B {0, ha n paratlan,

n (—1)m(27:';>, ha n péaros,

8n
= 16".
()

A binomialis tétel alkalmazéisaval végezziik el a kdvetkez6 hatvanyozasokat:

*

() G)
o (i) ()
o)

81.

4
82° (-3+V3i) 83. (24 2i)°,
3 3v3
84. (—1+4)7, 85. (5 + \2/_2.)6.



6. Komplex szamok — A komplex szdm trigonometriai alakja

A komplex szam trigonometriai alakja

D 6.10 Vegyiink fel a sikban egy O kezdGpontii

p félegyenest, és a sik minden egyes O-t6l kiilénb6z6

P pontjihoz rendeljiik hozza az (r, p) szampart,

aholr = |OP| (pélustavolsag) és¢ = (p,OP)/
(iranyszo6g). Az O pontrar =0, ¢ tetszdleges.

Az igy definialt koordinata rendszert sikbeli polarkoordinata
rendszernek nevezziik.

T 6.11 Derékszogii koordinata-rendszerben adott (x,y) pont (r,y) polirkoordinatait az

_ 2 2 _ x s Y
r=/x?+ COSp = —F——, Sinp=———o
y ) SD /"1’/’2 + y ) ()0 /:,UZ + y2
egyenletek felhasznalasédval, a polarkoordinata-rendszerben adott (r, @) pont (x,y) derékszogi
koordinatait az
T =Tcosp, Yy =rsiny

egyenletek felhasznéldsaval szamitjuk ki. (Azr = r(p) egyenletii geometriai alakzat egyen-
letében az irdnyszéget mindig radidnban meérjiik.)

D 6.12 Haaz = x+yi komplex szidmban x-et és y-t az el6z8 egyenletek szerint helyettesitjiik,
akkor a komplex szam z = r(cos ¢ + isin ¢) trigonometriai alakjit kapjuk.

T 6.13 Legyen z1 = r1(cos p1 + isin ) és z9 = ro(cos pg + isin pg). Ekkor
21T

2129 = 1172 (cos(p1 + @2) +isin(p1 + ¢2)), P (cos(p1 — p2) + isin(p — @2)).

T 6.14 Tetszlleges komplex szamra és tetszbleges egész n-re

(r(cos ¢ + isin )" = 7™ (cosny + isinnyp).
D 6.15 A z komplex sziam komplex n-edik gySkein az u" — z (u,z € C;n € N7)
egyenlet Osszes komplex u megoldasat értjiik.

T 6.16 Barmely, zérustél kiilonb6z6 komplex szamnak n darab kiilbnb6z6 komplex n-
edik gyoke van, ha n pozitiv egész, és a z = r(cosp + isingp) (r > 0) komplex szadm
Osszes kiilonbéz6 komplex n-edik gyokét megadja a kovetkezd képlet:

Vs W(cosw+2kw+isinm) (k=0,1,...,n—1),

n n

ahol Yr a valos r szdm valos n-edik gyokét jelenti. A 0 komplex szam egyetlen n-edik
gyoke 0.



6. Komplex szamok — A komplex szdm trigonometriai alakja

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi z komplex szamok valos részét (Re z), képzetes részét (Im z),
abszolit értékét (1), és radianban mért legkisebb nemnegativ argumentumat (pg):

86. z—3, 87. z—= —8, 88. z— —2i,
1 3
89. z—=1+1, 90. z—2—i\é_, 91° 2 =2—2V3i,

92. 2z =43 — 4.

Allapitsuk meg, hogy a Gauss-féle szamsik mely pontjai tesznek eleget az alabbi
egyenleteknek, ill. egyenldtlenségeknek (arg z a z egyik argumentumat jelenti):

93> Im(z +1) > 2, 94. Im(iz) > 1, 95. Rez=1,
96. Re(2z2) < 4, 97. % <argz < g, 98> 0 < arg[(1+i)z] < 7.
Irjuk at az alabbi komplex szamokat trigonometriai alakba:
99, 3i, 100. /3 — 34, 101° —4,
102. 5 + 54, 103. —6 + 6+/34, 104. —3 — 34,
1052 —i, 106°2v/3 — 2i.
Irjuk at algebrai alakba az alabbi komplex szamokat:
10725 (cos % + gsin g) 108. 3 ((:OSZ | gsin D
109 2( W+"7T> 110 3( 47T+"47T>
. — in— . — in—
cos 5 +ising |, €08 —- +isin —- ),
3 3 7 7
111. 2<cos;+isin;>, 112. 2V/3 (cosérJrisinér).

Irjuk at az alabbi, polarkoordinatasan megadott gorbék egyenletét derékszogt ko-
ordinatas alakba. Allapitsuk meg a gorbe tipusat és meghatarozo adatait. A
feladatokban a és b pozitiv konstansok.

113°r = a, 114°r = 2asiny, 0<p <,
R s s 5 2 s T
115%r = 2acosp, ——<p< —, 1167 r = , —— << =],
2 2 cos ¢ 2 2
117.r= —, 0<p<m, 118°r = ————,
sin ¢ 1+ cosyp
9 a’b? 1
119. 7% = ——— , 120 r = ———
a?sin” ¢ + b% cos? ¢ 1—cosp
a 1 16
121.r = ——, 122, 7= ——— 123.r = ———
cos? 2 1 —sing 5—3cosp
1 16
124. r = —————, 125°r = ———| 126°r — y/a? cos 2.
1+ Jcosep 3—5cosp \/7(’0
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6. Komplex szamok — A komplex szdm trigonometriai alakja

Szamitsuk ki az alabbi két-két komplex szam szorzatat:
1272 3(cos 75° +isin75°),  2(cos 305° + isin 305°),

128. 2v/2(cos 315° + isin 315°), 3(cos 175° + isin 175°),
1292 2(cos 30° + isin30°), 1,

1302( W+"7T> 3( W+"7r)
. COS4 ZSlIl4 s COS6 lSlIl6 .

Irjuk fel a kovetkez6 szamok trigonometriai alakjat:
131°cosp — isinp, 1327 — cos ¢ + isin ¢, 133. —cosp — isin .

Az alabbi sokszdgeknek komplex szamokkal megadjuk néhany cstcsat. Hatarozzuk
meg a sokszogek hianyzo csicsait:

134° 21 = 1+ 44, z0 = 5 + i csucsponti szabalyos haromszog,

135721 = —4 + 1 és z9 = 3 — 3i csticspontl négyzet,

136. 21 = 0, 29 = 1 — 27 és 23 = 2 4 3¢ csticsponta paralelogramma,

T . T ..
137. 0 kozéppontl és z; = cos 1 + ¢sin 1 csticspontl szabalyos hatszog,

138. 7 kozépponti és z; = 3 — 44 csticspontl szabalyos 0tszog.

. . z
Szamitsuk ki az alabbi z1, z3 komplex szamok e hanyadosat:
z22

139221 — 2v/2(cos 225° + isin 225°), 29 — 3(cos 122° + isin 122°),
140. z; = 3(cos 75° +isin75°), 29 = 4(cos 13° + isin 13°),
1412z — 3(cos45° +isin45°), 23 — 3 —i/3,
142. 21 = cos0° +isin0°, 29 = —4 + /3.
Irjuk fel algebrai alakban az alabbi hatvanyokat:
11\ 7
12 . .
143°(1 + i)', 144, | — — —i]| 145. (V3 +14)
e (V5 ) (v3+1)
~10 -9
146. (1-iv3) 147. (1 —14) 2, 1482 (—2v/3 4 2i) .

Szamitsuk ki az aldbbi kifejezéseket trigonometriai alakkal és binomialis tétellel
szadmolva:

1490 (1+ \/§i)4, 150. (1+i)* (1 - \/52')6, 151. (V3+ z')5,

Hatarozzuk meg az alabbi z komplex szadmok 6sszes komplex n-edik gyokét:

152. 2 =1, n =3, 153. 2 — -1, n =3, 154. z =1, n=14,
155°z2=1, n=2=6, 156. z — -8, n =3, 157. 2z =1, n=2,
158. z = —243i, n=25, 159.z=-1, n=71, 1602z = —2+2i, n=3,

161°2 =3+ 4i, n=—2, 162.z— —T7+24i, n—2.

163> Mutassuk meg, hogy ha c, z tetsz6leges komplex szamok, akkor Vc'z = ¢z,
ahol a gySkvonés a komplex gydkvonast jelenti. Specidlisan Vc2z = cy/z.
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6. Komplex szamok — Vegyes feladatok

164° Bizonyitsuk be, hogy az az? + bz + ¢ = 0 egyenlet gydkeit megkaphatjuk a

—b+ Vb2 — 4ac
2a
formulaval, ha a gydkvonés a komplex négyzetgyokvonast jelenti.

Hatarozzuk meg az alabbi egyenlet gyokeit a komplex szamok halmazaban. Ha a
diszkriminans nem valds, akkor hasznaljuk az el6z6 feladat eredményét:

165222 — 2iz — 5 — 0, 166. 22 — (2 +3i)z — 1+ 3i = 0,

167. 22 + (5 —2i)z + 5(1 —4) = 0, 168. 2% + (1 — 2i)z — 2i = 0.

Vegyes feladatok

Bizonyitsuk be a (cos 21+ sin x)° kifejezés kétféle kiszamitasaval kivetkezd azonossagokat:

169° cos 5x = 16 cos® x — 20 cos® x + 5 cos x,

170. 29 J6costs —12cosz £ 1, 1z k., keZ

sin

1717 Szamitsuk ki —15 — 8i négyzetgyokeinek pontos értékét!

172 Szerkessziik meg a Gauss-féle szamsikon a 21, zo és az 1 komplex szamokhoz
tartozo helyvektorok segitségével a z129 komplex szamhoz tartozd helyvek-
tort!

173*0ldjuk meg a z = 2" (n € NT) egyenletet!

174FSzamitsuk ki az 66 + e{ + .-+ el (j € Z) bsszeget, ahol e, eq,...e, az
(n + 1)-edik egységgyokok.

175X Szamitsuk ki az 1 + 2e + 3¢ + --- + (n + 1)e" dsszeget, ahol e tetszdleges
(n + 1)-edik egységgyok.

176 Bizonyitsuk be, hogy ha a z komplex szamra |z| < % teljesiil, akkor |(1 +
i)z +iz] < 3.

Mutassuk meg, hogy minden n egész szamra érvényesek az alabbi egyenlGségek:

177, (1 +i)" — 2% <cos % | isin "D 178. (V3 —i)" — 2" (cos,"G7T | sin ”6”)

Hatarozzuk meg az aldbbi 0sszegeket:

()6 w066

Mutassuk meg, hogy:

181*(:081+c083—7r+cos5j+cos7l+cosglfl
1 11 11 11 112
182*COS2£+COS4—7T+(:0S6—7T+cos£+cosloif_l
1 11 11 11 112
183*COS£+COS31JrCOSIJrCOS?IJrCOngJrCOSH—W—1
BT 13 13 13 13 13 2
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