Matematika 2 épitészmérnokoknek

7. gyakorlat (2004. aprilis 14. illetve 15.)

Tobbvaltozés fiiggvények III.
(gyak. vez.: Rudas Anna)

Kétvaltozos fiiggvények szélsGértéke:
Az f(z,y) kétvaltozos fiiggvénynek lokalis szélsGértéke van a P(xq,yo) pont-
ban, ha az alabbi harom feltétel teljesiil:

I f;:;(wO:yO) = 07
II. fgl/('ranO) = 0;
ITL.  f. (20, 90) fyy (%0, 90) — (£ (%0, %0))* > 0.

Ha ezek mindegyike teljestil, akkor az f1..(zo,yo) szam elGjelébdl lehet megalla-

pitani, hogy minimum- vagy maximumhelyr6l van-e sz6:

2 (zo,y0) > 0 esetén MINIMUM,

rr

' (zo,y0) < 0 esetén MAXIMUM van.

1. Hatarozza meg az f(z,y) = 222 + y? — 2zy + 4z — 2y + 5 fiiggvény szél-
sGértekét /szélsGértékeit!
Megoldds: ElGszor megkeressiik azt a P(zg,y0) pontot, ahol a fenti elsd

két feltétel teljesiil, ennek érdekében parcilisan derivaljuk f-et mindkét
valtozdja szerint, és megnézziik, mikor lesznek ezek nullaval egyenlgk:

falz,y) =4z -2y +4=0

fy(@,y) =2y —2x-2=0.

Ezt a két egyenletet a P(-1,0) pont koordinatai elégitik ki, tehat HA VAN
szélsGérték, az csak ebben a pontban lehet. Vizsgaljuk most a fenti har-
madik feltételt:

;Iz(_]-ao) =4,

f;’y(_]-:o) =-2,

ezekbdl fI fi — (fu,)?> = 4 > 0, tehat valoban szélsGértéke van a fiigg-

vénynek ebben a pontban. Mivel pedig fi/, = 4 > 0, ezért azt allapithatjuk
meg, hogy minimumrél van szo.

2. Hatarozza meg az f(z,y) = (z2—6z)(y?—4y) fliggvény szélscértékeét /szélsGértékeit!

Megoldds: Ismét az els? két feltétel vizsgalataval kezdjiik:
folw,y) = 2z - 6)(y* — 4y) = (22— 6)y(y —4) = 0

fy(@,y) = (2% — 62)(2y — 4) = (z — 6)(2y — 4) = 0.
Azokbgm a pontokban lehet tehat széls?érték, ahol (x=3 VAGY y=0 VAGY
y=4) ES (x=0 VAGY x=6 VAGY y=2). Osszefoglalva a kivetkez? pon-
tok jonnek szamitasba: (3,2),(0,0),(6,0),(0,4) és (6,4). A harmadik feltétel



fogja megmondani, hogy ezek koziil melyek azok, amelyekben valoban
szélsGérték van.

Fao(e,y) = 2(y* — 4y),
2y (T,y) = (22 — 6)(2y — 4),
gljly(way) = ("1"2 - 6'1')27

vl — (fa,)? formuldba az 6t lehetséges szampart,

behelyettesitve az [, f,,

kapjuk, hogy

|32 (00) (60 (04) (64)
mfe = (fr)? ] 144 576 -576 -576 -576

zxdyy ~ \Jzy

Az egyetlen olyan pont tehat, ami a harmadik feltételt is teljesiti, a (3,2
pont. Itt tehat széls?érték van, mégpedig maximum, hiszen f.(3,2) =
-8 < 0.

Kétvaltozos fiiggvények feltételes szélsGértéke:

Ha az f fiiggvényt a ¢ = 0 feltétel mellett szeretnénk maximalizalni/minimalizélni,
akkor bevezetiink egy 0j F fliggvényt a kdvetkez?képpen: F' = f + A¢, és ennek
az F-nek keressiik a lehetséges széls?érték helyeit az el?z?ekben latott modon.
Tehat az Osszes valtozdja szerint derivaljuk, és mindegyik parcidlis derivaltat
nullaval tessziik egyenl?vé. (F-nek eggyel tobb véltozdja van, mint f-nek volt,
hiszen belevittiik a A-t, mint 0j valtozot). Lassuk a példat:

1. Mennyi a sin z sin y sin z szorzat maximalis értéke, ha z,y és z egy hdrom-
sz0g szogei?

Megoldds: A maximalizalando fliggvény f(z,y,2) = sinzsinysin z, a fel-
tétel pedig az, hogy x + y + 2 = w, masképp irva x +y + z — 7 = 0. Tehat
a fentiekben szerepl§ ¢ kifejezés most = + y + z — 7. Ennek megfelel?en
bevezetjiik az

F=sinzsinysinz+ Az +y+ 2z —m)
négyvaltozos fliggvényt és ennek keressiik a szélsGértékeét.
F! =coszsinysinz + A =0

F, =sinzcosysinz + A =0
F) =sinzsinycosz+ A =0
Fy=z+y+z—-m=0.
Az els? harom egyenletb?] latjuk, hogy tan x = tany = tan z, ebb?] pedig

(mivel mindhérom valtozoé 0 és m ko6zott van) kovetkezik, hogy x = y = 2.
Ezt Osszevetve a negyedik egyenlettel, z = y = z = I a keresett szogek,

3
tehat a maximalis érték (%2)3 = %5.

Kettds integralas polarkoordinatas helyettesitéssel:
Sok esetben érdemes az x,y koordinatakrdl attérni az Gn. polarkoordina-
takra, melyek r és ¢, el?bbi jelenti az adott pont tavolsigat az origotdl, utdbbi



azt a szoget, mellyel az z irdanya egységvektort kell pozitiv iranyba elforgat-
nunk, hogy a szoban forgd pont helyvektoranak iranyshoz jussunk. (Hu, ez
bonyolultra sikeredett.) Ilyenkor tehat

T =TCOoSp,

y =rsingp,

a Jacobi-determinéns pedig r, ez utébbival nem szabad elfelejteni beszorozni az
integraland¢ fliggvényt a helyettesitéskor. Azaz

//Tf(w,y)dT://T’rf(rcosgo,rsin(p)dT"

ahol T ugyanaz a tartomény, mint 7', csak az 4j, (r, ) koordinatarendszerben
leirva. Nézziik a példakat:

LT = {(z,y) : 1 < 2? +y* < 4} tartoményon [ [.In(z? + ¢y*)dT. A
tartomany egy korgy?r?, polérkoordinatakkal leirvaT' = {(r,p) : 1 <r <
2,0 < ¢ < 27}, erre attérve [ [, In(z? 4+ y?)dT = f ff In(r? cos® p +
r? sin? p)rdrdp = (81n2 — 3)x (itt a végén parcialisan integraltunk.)

Keétvaltozas fiiggvénnyel adott feliilet felszinének szamitasa:

A= //\/1 + (f1)2 + (f1)2dT

Siklemez tomegkozéppontjanak kiszamitiasa: Ha a T tartomény felett
fekszik egy siklemez, melynek (z,y) pontbeli s?r?ségét az f(z,y) kétvaltozos
fiiggvény irja le, akkor a siklemez stlypontjanak (zs,ys) koordinatait az alabbi
képletek segitségéval szamolhatjuk ki:

ffT zf(z,y)dzdy
[ J; f(z,y)dzdy

y _ JJryf (@ y)dedy
[ [ f(z,y)dzdy

Tlletve homogén siklemez esetén:

B [ Jpzdzdy
T = J [ 1dzdy
_ J [ ydzdy
* [ [p1dzdy’

ahol a nevez? nem mas, mint a 7' tartomany teriilete.



