Gyakorlo feladatok (Ep.2 matek)

1. Komplex szamok:

A képzetes szamok — az isteni szellem e gyonyorii és csodalatos hordozoi — mar majdnem a
lét és nemlét megtestesitdi.” (Carl Friedrich Gauss)

1) Szamitsa ki a kdvetkezd komplex szamok eseténa z,+2,, 2, -2,,2,-2,, —, —&, %, =%,
z

2°-7, értékeket:
o 7,=2-1,2,=2+i,
o 7=1,2,=2-1,
o 7,=2-1,12,=2,
e 7,=3+45i, z,=1-1,
. 21:\/§—i, Z,=1+1.

2) Irjuk at algebrai alakba a kovetkez$ komplex szamokat:
T .. T
e 7, =2/CcOoS—+isin— |,
( 6 6]
2r . . 27w
o 7,=4|cos—+isin— |,
3 3

1z . . 1z
o 72,=4 cos?ﬂsm? ,

or . . 57m
o 7,=2 cos?+|sm? :

3) Irjuk at trigonometrikus alakba a kovetkezé komplex szamokat:

e 7,=i,

[ ] 25=—|’

o 7,=1+i,

o z,=1-i,

o Z,=-1+i,
o zy=-1-1,
o 7,=1+i\3,



zlzzl—i\/§,
o 7,=4J3+4i,
o 7,=v2+iV2,

oz =1+i+i?+i*+i*,
1000

oz =1l+i+i%+..+i

z
2 3 10
’ y ’ ZT y Zl : ZZ ’ ZZ )

I . . . 1 2z, z
4) Szamitsa ki a kvetkez$ komplex szamok esetén a z,-z,, —, -, =%
ZZ Z2 Zl

z,7*° értékeket (az eredményeket elég trigonometrikus alakban megadni, de fontos a

féargumentum, azaz @ € [0, 27[) ).

o 7 =2 cos£+isinZ , 2, =4 cos—+|sm
! 3 3
o 7,=2 cos%+isin% , :4(cos—+|sm—ﬂj
T .. T 21
o 7 =2|cos—+isin—|, z,=4 cos—+|sm—
! 6 6
T .. T 1171
o 7,=2 COSZHSmZ , 2, =4 cos—+|sm?

5) Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenleteket:

e 7°-1=0,
e 7°-7+410=0,
e 7°-1=0,
e 7°-i=0,
o 7°=i-1.

6) Hatarozzuk meg a kovetkezé komplex szamok komplex kobgyokeit (elég a trigonometrikus
alakot megadni, féargumentummal):

o 7 =1+i,
o 7, =—3+I,

o 7,=—/3-i.

3 8
7) Szamitsuk ki a kévetkezoket: (—/3+i)2, (~1—i)3.



2. Matrixok sajatértékei, sajatvektorai:

1) Szamitsuk ki a kdvetkez6 matrixok sajatértékeit, sajatvektorait:

i

2) Szamitsuk ki a kdvetkez6 matrixok sajatértékeit, sajatvektorait:

(4 0 -1
oé:O ,
-1 1
5 4, 1
2 2
e B=| 1 1 1|
1,05
L 2
11 0 6
og=01o],
6 0 6
011
e D=/1 01
110

3. Differencialegyenletek:

1) Oldjuk meg az alabbi szeparalhato egyenleteket:

y*=1=(2y+xy)y",
2(xy+x—y-1)= x2—2x)y',
1-y? =y'V1+Xx*,

(x+xy?)y'=3,

1+e*’
1-y? = y'(l—xz),

y-y'= y (1) =1 kezdeti feltétellel,



3) Oldjuk meg az alabbi elsérendii linearis (inhomogén) egyenleteket (el6bb oldjuk meg a
hozzarendelt homogén differencialegyenletet, majd hasznaljuk a konstans varialasanak

4)

5)

modszerét):

Y =xy+X,
. sinx 1
+ Yy =

y - I
COS X COS X

y -_% y=x%", y(1)=2 kezdeti feltétellel,

y'+ y-thx = 6e°*.

Oldjuk meg az alabbi (homogén) allandé egyiitthatos linearis masodrendii
differencidlegyenleteket:

y"*=3y'+2y=0,
y"-4y'+3y =0,
y"—7y'+6y=0,
y'-4y'+4y =0,
y'"-6y'+9y =0,
y'-7y'+12y =0,
y"-8y'=0,
y"-8y'+20y =0,
y"+9y=0.

Oldjuk meg az alabbi (inhomogén) allando egyiitthatds linearis masodrendi
differencialegyenleteket (probafiiggvény modszerrel):

y"—4y'+3y =xe™,

y"-3y'+2y =x+e>%,

y"—4y'+ 4y =e** +cos 2X,
y(7)=1

y"+9y =cos3x, {y ( ) kezdeti érték feladat,

y"—8y'+ 20y =e”sin4x,
y"+4y =4c0s2x+3sin4x.



Az elébbi differencidlegyenletek megoldasahoz mindenképpen érdemes legalabb

a kovetkezoket atnézni:

Elemi fiiggvények hatarozatlan integralja:

A [ 1 (x)dx Feltételek
y=0 c -
y=1 X+C xeR
=x r+l -
g X_ic xeR, reR-{1},
r+1
yzl In|x+c X0
X
y=a’ X
Ina+C xeR, acR, a>0,
az=l
y =sinx —COSX+C YeR
y=Cosx sinx+c YR
: T
y:coszx tgx+c X224k
1
Y= Sin?x —ctgx+c ke
1
- 1—x2 arcsinx+c |X|<1
1
Y= x> -1 ar chx+c x>1
1
- x2+1 ar shx+c xR
1
YT arctgx +c CeR
1
y_l—x2 arthx+c,ha|x|<1 | o
ar cthx+c, ha |X| >1 intervallumfiiggd
y =shx chx+c <R
y =chx shx+c <R
1
Y= e thx+c <R
1
Y~ shix —cthx+c <20




2o fotfc.  (o(x)0

(x)
I((P(X))r (P'(X)dX=%+c, ahol r e R—{l},

Jsin[ o(x)]-¢'(x)dx=—cosp(x)+c,

Jeos[ o(x) |-¢'(x)dx=sinp(x)+c,

j;z-q)'(x)dx =arctg| ¢(x)]+c.

1+[(p(x):|

Tétel (Helyettesitéses integralas moédszere 1.): Ha (p(x) differencidlhaté fiiggvény, melynek

értékkészlete az | intervallum, és ezen az intervallumon az f filiggvény folytonos, és

[ f(u)du=F(u)+c, akkor | f(@(x))-¢'(x)dx=F (¢(x))+c.

Parcialis integralas médszere: A logaritmusokat, a trigonometrikus fliggvényeket és inverzeiket
exponencialis fiiggvényeket tartalmazé fiiggvények sok esetben csak a parcidlis integralas
moddszerével vagy ennek a modszernek tobbszori egymas utani alkalmazéasaval integralhatok. Maga
formula nagyon egyszer(i, a szorzatfiiggvény derivaltjabol kdvetkezik.

(f(x)-9(x)) = f'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x), ahonnan kifejezve f(x)-g'(x)-t kapjuk, hogy
f (X) g (X) = ( f (X) g (X)) —f (X) g (X) , majd mindkét oldalt tagonként kiintegralva

[ f(x)-g'(x)dx=f(x)g(x)—[f'(x)-g(x)dx| (parcidlis integralds képlete).

A parcialis integralasnal nagyon fontos a ,,szereposztas”, azaz melyik fliggvény jatssza az f ( X) €s

melyik a g'(X) szerepét. Hibas szereposztassal az integralt nem tudjuk kiszamolni, inkabb

bonyolultabb integrdlokhoz jutunk. Ezért érdemes megjegyezni, hogy parcidlisan integralunk,
amennyiben:

e az integrandus polinom- és exponencialis vagy trigonometrikus, esetleg hiperbolikus
fliggvény szorzata (ekkor a polinomfiiggvény jatssza az f (X) szerepét);

e az integrandus polinom- és logaritmusfiiggvény szorzata, vagy polinom- és trigonometrikus
fliggvény inverzének (arkusz fiiggvénynek) a szorzata, esetleg polinom- és hiperbolikus
fliggvény inverzének (area fiiggvénynek) a szorzata (ekkor a polinomfiiggvény jatssza a
g'(x) szerepét);

e az integrandus exponencialis és trigonometrikus fliggvény szorzata (ekkor igazabol mindegy
a szereposztas, csak kovetkezetesen kell csinalni, mert az ilyen feladatokndl egymdas utan



kétszer kell parcidlisan integralni, és ha nem vagyunk kovetkezetesek, sok szdmolds utan
visszajutunk az eredeti integralunkhoz).

Példak parcialis integralasra:

[Inxdx =[(1)-Inxdx =[(x)"In xdx=x|nx—jx1dx:xln x—x+c=x(Inx-1)+c

X
3 3 3 3 2 3 3
[x2 Inxdx = | 2 Inxdx:x—lnx—jx—-ldx:x—lnx—jx—dx:x—lnx—x—+c
3 3 3 X 3 3 3 9
J arctgxdx =[ (x)" arctgxdx =xarctgx — [ x ! oax= xarctgx — 1 | _2X = xarctgx — 1 In(1+x*)+c
1+x° 271+ % 2

1dx:

mg

[arccos g dx =[(x)"arccos % dx =xarccos ~ — [x
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Racionalis tortfiiggvények integralasa: barmelyik alapesetben, amennyiben a szdmlalo fokszama
nagyobb vagy egyenld a nevezd fokszamanal, a legelején mindig maradékosan osztunk. (Id. pl. az
5.3.8. feladatsor 5) feladatat, vagy az 5.3.10. feladatsor 3) példajat a valtozocsere utan). Tehat
igazabol elég azt tekinteni, amikor a nevezd foka nagyobb a szdmlaloénal.

Egyszeri alapesetek:

1) ha a nevezd elséfoku, ekkor az | A bdX A |ax+b|+¢ a helyes megoldas,
a

2) | A=A (ax+b)l_”+c,han¢1,

(ax+b)"  a(l-n)

3) konstans szamldlo ¢és masodfoku nevezd esetén, amennyiben a nevezd diszkriminansa

b? —4ac <0 a kovetkezd a teendd: visszavezetjiik az | du = arctgu +c integralra,

1+u?

4) amennyiben a masodfokil nevezonk diszkrimindnsa b®—4ac =0, akkor a 2) esetre vezetjiik
vissza integralunkat,



5) ha b’—4ac>0, akkor vagy |

% _1du alakra hozzuk, vagy parcidlis tortekre bontjuk az

integrandust,

6) Amennyiben els6foka a szamlalo, visszavezetjiik a feladatot két integral Osszegére, amit az
eddigiekkel konnyen ki tudunk szamolni, éspedig:

2aB
[————dx=—] 5 dx,
ax- +bx+c 2a ax- +bx+c

Példak racionalis tortfiiggvény integralasara:

1) Szamitsuk ki az [—

dx hatarozatlan integralt.
X" +6x+25

Megoldas: Tekintve, hogy nincs a nevezonek valos gyoke, nem lehet szorzatta alakitani. A 3)
alapesetiink van, igy

1 1 1 1 1
= dx = 2 dx = 2 =l =
X“+6Xx+25 (x+3)"—9+25 (x+3)" +16 16 (x+3j
XT3
4
1

— 4 _dx= Larctg (XLB)+C
(x+3] 4

— | +1
4

2) Széamitsuk ki az fz;dx hatdrozatlan integralt.
X" +6Xx+5

1
7}

Megoldas: Tekintve, hogy van a nevezonek valos gyoke, parcialis tortekre bonthato:

1 1
Ixz+6x+5dx:j(x+1)(x+5)dxz

1 _ A s B :>A(x+5)+B(x+l):(A+B)x+5A+B: 1 -
(x+1)(x+5) x+1 x+5 (x+1)(x+5) (x+1)(x+5) (x+1)(x+5)

A+B=0 5A+B=1

A=l go_1
4 4
1 1.1 1. 1 1 1 1, [x+1
. dX==[——dx-=[——dx==I —Zihnfx+5+c==In"" e,
I(x+1)(x+5) X 4Ix+1 X 4Ix+5 X 4 n|x+]4 4 n|x+ |+C 4 n x+5+C




4. Kétvaltozos fiiggvények differencialszamitasa:

1)

2)

3)

4)

5)
6)

7)

8)

9)

Legyen f (X, y):w/9—x2 —y? (egy origd kozéppontl, 3 sugara félgomb). Adjuk
meg a kovetkezOket: D;, R;, szintvonalak, éallapitsuk meg, hogy az értelmezési
tartomany ( D, ) zart vagy nyilt, vagy egyik sem, tovabba szamitsuk ki az elsérendii

parcialis derivaltakat, valamint a masodrendiieket is (beleértve a vegyes masodrendii
parcialis derivaltakat is).

Legyen f(X, y)=exy Iny. Hatarozzuk meg az 0Osszes masodrendli parcialis

derivaltjat.
Igazoljuk, hogy az f (Xx,y)= arctg% fiiggvény kielégiti az f (x,y)+f, (X y)=0
Laplace egyenletet.

Szamitsuk ki az f(X,y)= % mésodrendii parcialis derivaltjait.
X +y

Szamitsuk ki az f (X, y) =X’ mdsodrend{i parcialis derivaltjait.

Hatarozzuk meg az f (X, y) =(x—y)’ fiiggvény a =% iranya iranymenti derivaltjat
a P(2,3) pontban.

Hatarozzuk meg az f (X, y) =(x—y)’ fiiggvény v =(4, 3) irany menti derivaltjat a
Q(1,2) pontban.

frjuk fel az f (X, y) =(x? —6X)(y2 —4y) feliilet Q(l, 2) pontban vett érintdsikjanak

egyenletét.
Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények szélsdértékeit és nyeregpontjait, ha
léteznek:

o f(Xy)=2X"+Yy*—2xy+4x—2y+5,
o f(x y)=(x2—6x)(y2 —4y).

10) Hatarozzuk meg az f (X, y)=(x*- 6X)(y2 —4y) fiiggvény legkisebb és legnagyobb

értékét az Xx=0, y=0 és x+ Yy =6 egyenesekkel hatarolt zart tartomanyon.

11) Hatarozzuk meg a Sin Xsin ysin z szorzat maximumat, ha X, y és z egy haromszog

szogei.



5. Kettosintegral:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Szamitsuk ki az [[e¥**YdT integralt, ahol T = {(x y):0<x<In2,0<y<In 3} :
T

Szamitsuk ki az [[2xydT integralt, ahol T az y=x? és y=+/x gorbék éltal
T

hatarolt zart sikrész.

Hatarozza meg az f (X, y) =2y figgvény integraljat a 0<X S%;tgx <y<1

tartomanyon.
Szémitsuk ki az [[(x*+2y)dT integralt, ahol T az A(L1), B(0,3) és C(3,0)
T

csucsponti haromszoglap.

Szamitsuk ki az jj(x2 —yz)dT integralt, ahol T az origd kdzéppontu, 1 sugari
T

korlap 0<p < % koz¢ esd része (korcikke).

Szamitsuk ki az [f In(x2+y2)dT integralt, ahol T az origd kozéppontu, 1 és 2
T

sugart korok altal hatarolt korgytiri.

6. Térgorbeék:

1)

2)

3)
4)

5)

frjuk fel az r(t)= —1t " 1+ —]ntLt j+t%k térgorbe érintd egyenesének egyenletét a t =1
N J
paraméter(i pontban.

Szémitsuk ki az r(t)=e™ costi+e™sint j +be"k , 0<t< % ivhosszat,

Szamitsuk ki az I_‘(t) =3t% +3] +3t°k, 0<t <1 ivhosszat.

Legyen r (t) =3t%i+ (2t + i+ 3t°k. Tekintsik a térgérbe t=—1 paraméterti
pontjat. Adjuk meg ebben a pontban a kisérd haromélt (triédert), a simuldsik, a
normalsik és a rektifikald sik egyenletét. Szamitsuk ki az adott pontbeli gorbiiletet
és torziot.

Legyen [(t) =(3t? -2t)i +t3i+(1—t)K. Tekintsiik a térgorbe t=2 paraméterti
pontjat. Adjuk meg ebben a pontban a kisérd haromélt, a simuldsik, a normalsik és a
rektifikalo sik egyenletét. Szamitsuk ki az adott pontbeli gorbiiletet és torziot.

6. Feliiletek:

1)

2)

frjuk fel annak a kipnak a paraméteres egyenletrendszerét, melynek vezérgorbéje az
r (u) =ui+u®j gorbe és csticspontja az a=3]j+ 7k helyvektor végpontja.
Szamitsuk ki az r (u,v) =ucosvi+usinvj+vk felilet tetszéleges pontjaban vett
érintdsikjanak egyenletét.

10



3)
4)

5)

6)

Szamitsuk ki az xy® + 2% =12 feliilet P(l, 2, 2) -ben vett érintésikjanak egyenletét.
Szamitsuk ki az r(u,v)=(u’-2v?)i+uv’j +(u2v—u)g feliilet u=1, v=-2
pontjaban vett érintdsikjanak egyenletét.

Szamitsuk ki az r(u,v)=4chucosvi+4uj+4chusinvk, 0<u<2 é 0<v<2rz

feliiletdarab felszinét.
Osztalyozzuk a feliileti pontokat:

o r(u,v)=(v+2cosu)i+(v+2sinu) j+vk,
o 3z+3xz—-yz+x+Yy=0.

11



