Matematika 2 épitészmérnokoknek

3. gyakorlat (2004. 02. 25. illetve 26.)

Differencialegyenletek 1.
(gyak. vez.: Rudas Anna)

A kozonséges, elsérendii differencidlegyenletek koziil a legegyszertibb két tipus az Un. szepardlhatd (vagy szét-
vdlaszthatd vdltozdji), illetve a linedris. A két tipus leirasa és megoldasuk menetének kozérthetd megfogalmazasa
talalhaté az el6add, Dr Barabas Béla honlapjan (2. el6adés cimen), ezért azt altalanossagban nem részletezem,
hanem lassuk a példakat!

1. FELADAT: 42 — 1= 2y + zy)y’'

MEGOLDAS: Rendezziik gy az egyenletet, hogy az ismeretlen fiiggvény derivaltja (y') szerepeljen csak
az egyik oldalon:

y 242’

latjuk, hogy a derivalt el6all egy csak z-t6l és egy csak y-tél fliggd tag szorzataként. Ilyenkor mondjuk,
hogy a valtozdk szétvalaszthatok: irjuk be y’ helyére, hogy %, és fogadjuk el, hogy ez az eddig csak szim-
bolikusnak tekintett jelolés valodi hanyadosnak felel meg, ennek megfelelGen "megszorozhatjuk" mindkét
oldalt dz-szel, és igy kapjuk (az y-os tagokat az egyik, az x-eseket a méasik oldalra rendezve):

Y 1
dy =
y2—1y 24z

dz,

ahonnan mar csak egy lépés, hogy mindkét oldal elé egy integraljelet irjunk, és kozben nagyot nyelve

elhiggyiik, hogy ez is jogos:
Y 1
dy = dz.
/y2 1Y /2+x o

Elvégezve az integralast mindkét oldalon azt kapjuk, hogy

1
5ln|y2—1| =In|2+z|+ ¢,

ahol ¢; € R barmilyen valos konstans lehet. (A késGbbiekben latjuk, miért indexeltem 1-essel, a végss
megoldasban fogom a ¢ jel6lést hasznélni a konstansra.) Atrendezve ezt gy, hogy v legyen a baloldalon:

ly? — 1| = ca(2 + )2, itt co = €°! egy 1j konstans: cg > 0

=t (2+2)* +1

y=+/c(2+ )% +1=+Vca? + dex + 4c+ 1,

ahol ahhoz, hogy ennek legyen értelme minden z € R-re, ki kell kétni, hogy ¢ > 0. Ez a fiiggvény az eredeti
differencidlegyenlet altalanos megoldasa.

ELLENORZES: Hogy meggy6z6djiink arrél, valéban megoldashoz jutottunk, egyszertien be kell helyette-
siteni a kapott y megoldast az eredeti egyenletbe. Azért ehhez egy kicsit szamolni kell:

y? —1 = cx? + 4cx + 4¢, ez volt a baloldal,
2cx + 4c cx + 2¢

1
T2 +vex? fdcr +4c+1  +ex® +dex +de+ 1)
ezt meg kell szorozni (2 + z)y-nal, hogy megkapjuk a jobboldalt:

!

Y

(24 z)yy' = 2cx + 4c + cx® + 2cx = cx® + 4dex + 4e,

a két oldal tehat valoban egyenld.

2. FELADAT: zy' +y = 92
MEGOLDAS: )
L2 o\ E
Yy =y y)x
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1
arth(2y — 1) = 3 In|z| +

1
2y—1= tanh(E In|z| + ¢1)

ellx| —e

9y —1=5117¢
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de et csak egy masik konstans, jel6ljiikk mondjuk c-vel:

cla| — ¢

20—1=
Y cla| + £

:lc|$|—%+l
2¢fz|+1 2

. FELADAT: 2(zy +z —y — 1) = (22 — 2z)y/
MEGOLDAS:
(22 — 2)y + 2z — 2 = (2® — 22)y’
, 20-2 20 -2
Yoo T 2o
ezzel y' +p(x)y = g(x) alakra hoztuk, amirdl tudjuk, hogy linearis, elsérendt, kozonséges differencidlegyen-
let, és a megoldas menete is ismert.

homogén dltaldnos rész:
J 2z — 2

- —2wy

2¢ — 2
/ dy_/ 2 5"

Iny =2Inz — 2arth(z — 1) + ¢;

Az area tangens hiperbolikus fiiggvény masik alakjéra attérve (arthz = 3 In 1+Z)

1ny—21nav—ln2 + ¢,
tehat a homogén rész:
yn = cx(2 — x).

inhomogén partikuldris rész: miel6tt fognank és vakon alkalmazni kezdenénk a "receptet", nézziink ra az
egyenletre, nem taldlunk-e egybdl egy megoldast? Ebben az esetben rogton latszik az, hogy az y = —1
konstans fiiggvény megoldja az egyenletet, behelyettesztve mindkét oldal ff:zi lesz. Tehat

Yin = —1.
inhomogén dltalanos:
y=czx(2—z)—1.
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