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11.

12.
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14.

15.

. Hatvanyfiiggvény: [ %ﬁdx =/ mﬁ%dw = f(% 4

. Rac. tortfiiggvény, 1. tipus: [

. Rac. tortfiiggvény, 4. tipus: f 3z

Matematika épitészmérnokoknek

Integralas gyakorlofeladatok (2003. 11. 6.,12.,13.)
(gyak. vez.: Rudas Anna)

5 3

. Hatvanyfigggvény: [2%(2® —1)dz = [(2* —2*)dz =% -2 4+ C
. Hatvéanyfiiggvény: [ dz = [2 2de=—z ' +C

3

. Hatva.nyfuggveny [ Va—zta® $+E dzr = [(z72 —27! + 2%)dz = —2z72 —

In|z| + £ ? +C

1
£ 37 s
Lyde=% +2-Inz|+L+C

. Rac. tortfiiggvény, szamlalo foka nagyobb: [ Z _4$+7d:1: Ik w—2¢d

Jz-2+25 )da:———2ar+31n|m—2|+C’

. Hatvanyfiiggvény: [(2z +3y/z + /z + 1)dz = 2* + 23 + 3+ 1) +C

2zisdx:%fﬁgdx:%1n|x+g|+0

. Rac. tortfiiggvény, szamlal6 foka megegyezik a nevezé fokaval: [ 3204z =

2z+5

2 5
St e =3 f(1+

6m+15)d$ = 3z + %%ln|m+ 16_5| +C

_3
2-i-5 f 2-i—5d - (\/_x)2+1d
g\/garctan(\/gm)+0, hiszen a helyettesités: t = 2;10, z = \/gt, dz =

\/gdt 5

Rac. tortfiiggvény, 5. tipus: 3z =2

preEt sarsde = §In(22° +5)+C

Rac. tortfiiggvény, 5. tipus + 4. tipus: [ g;;’igdx = 1n(2ac2 +5) +

2\/7 arctan [ )+ C (1d. az el6z6 két feladatot!)

Rac. tértfﬁggvény, szamlalo fokszdma nagyobb, majd 1. tipus: 2 s
(20+5) (32— 22)+1% 2

[ = 22;+5 4d$—f(gm—ﬁ+8w+20)dx—i—%—l—%’lnh’—l—

2N+c

Rac tértfiiggveny, szaml4lo foka megegyezik a nevezGével, majd 4 tipus:

3 (22® +5)*— _ _3 15 —

2w2+5 f s T 22245 f 4:c2+10 )dz = 7$ - 2+1° dz =

:%TZ — % % md(ﬂ = 7$ — f t2+ldt 3$ 3\/_ arctan( )+C

hiszen a helyettesités: ¢t = \/_Tox’ T = @t, dz = gdt

2. tipus: [ st=de =3 [2(22+5) 2dz = 3(22 +5)% + C

o e qo _ [ 3Qat5)-18 . -
3. tipus: f\/zngdm [z w2w+ 2dz =3 [2z +b5dz—13 [ ’72i+5dx—
12z +5)2 - L2z +5)2 +C
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A 3 _ 3 1 _3 /s 1 _
Helyettesités: [ —=—=dz = 2 [ T dz = 5\/;f —r=sdt =
3 arsh(\/7 ) + C, hiszen a helyettesités: ¢t = /22, == \/gt, dr =
/3t

(@) () alakis: [ —22—do =3 [40(20? +5) 3dz = 3(22% +5)2 +C

Vegyes (8sszegre bontés és két helyettesités + ch és sh azonossagai): [ %dx =

§(2m2+5)+4z
| s de = 3 [ V27 +5de + [ geda.
Az Bsszeg elss felének szamoldsa: 2 [ /222 + 5dx = 32 [ (/2% + 3dz =
32\ /5 /(2002 + 1da = 3v/25 [ VhPE + Tehtdt = 152 [ chtdt =
15;/ [ k2l gy = 152/5 %_’_152;/57:_’_0 _ 15;/§(sh2arsz(\/§z)+arsh(2\/gw))+
C, mert a helyettesités: sht = \/%a;, T = \/gsht, dz = \/gchtdt, és
t= arsh(\/gx).

Az 3sszeg mésodik felének szamolasa: [ 4z(22? + 5) 2dz = 2(222 +5)7 +
C.

2
A feladat megoldasa tehat a ketts Gsszege: [ B HATdT,5 g, 152/5( shZaTSZ(\/;z) +

V22245
%\/%z)) +2(22% +5)2 +C.

6

Hatvanyfiiggvény, exponencialis fiiggvény (alap): [(z° + 5%)dz = & +

5%
ins + c

Trigonometrikus (alap): [(4sinz — 3cosz)dz = —4cosz — 3sinz + C
f'/f alakt: [tanzdz = [ $22dz = —In|cosz| + C

cos T

Trigonometrikus atalakitss: [ tan? zdz = [ =92y = [( —1)dz =

cos2 x cos2
—cotx—xz+C

cos2w o — f (cos z+sin z)(cos z— smz)d

Trigonometrikus atalakitas: [ 22220 e

sinz —cosxz + C

Hiperbolikus atalakitas: [
coshz + C

dz = f cosh? z—sinh? zdyr = sinhz —

sinh w+cosh T sinh z+cosh z

Trigonometrikus atalakitas: [ sin®zdz = [1=9822qy = 2 _ sin2z 4 O
f'/f alakt: [ Z27de =1In(e” +11)+ C

f'/f alaka: [ 58232 dg = ZIn|sin3z + 8 + C

F'/f alakt: [ siagesde = In|Ine + 2003+ C
f'- g alakt: [avT=a2de = =4 [20vT—22de = —33(1-2?)% + C
f'- f™ alaka: =VZZF1+C

| ZEmde =3
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f'- f™ alaka: f RLdz =2vsinz +C

f'- f* alaka: [ —W;zdm = [ 1VInzdr = Z(Inz)% + C
f'- fmalaki: [ Veos” zsinadr = (cos:v) 5+ C
alapintegral: [e~?dz = —e* +C

1 52-3e
3 In5

+C

exponencialis fiiggvény: [523%dz = —

Helyettesités: [ €% coszdz = e*"? + C + C, itt a helyettesités: t =
sinz, dt = coszdz.

f'- f™ alaka: f(ﬁ 4$)7dm__7f )(6 — 4z)~Tdz = (6 — 4z)~6 + C

f'- f alakt: [22dz = fracn®22+C

Parcidlis (v = =, ¢ = sm 3z): [zsin3zdz = — fracl3zcos3z +
fcos3zdr = —3zcos3z + 35 sm3x +C

Parc1a11s (atalakltas utén maJdnem ua. mint az el6z6): [z sinz coszdz =
3 [xsin2zde = —jxcos2z + §sin2z + C

Osszeggé bontas utan kétszer parcidlis (u; = 2z, ] = —cosz és uz =
z, wvh=sinz): [(z>—1)sinzdzr = [z?sinzdz— [ sinzdz = —z% cos® o+
2 [zcoszdz + cosz = —z? cosz + 2z sinz + 3cosz + C

Parcidlis (u =Inz, ¢ =1): [Inzdz =zlnz [1dz =2zlhz—2+C
Két modszer:

(a) Parcialis (u =1Inz, o' =Inz, felhasznilva az el6z8 feladat eredmé-
nyét): [In’zdz =Inz(zlnz—z)— [(Inz—1)de = zln’z—2zInz+
20 +C

(b) Helyettesités (t =Inz, =z =ce, dx = e'dt), majd kétszer parcidlis:
ezzel is ugyanaz az eredmény.

Parcialis, ugyanaz az ismeretlen integral a jobboldalon, tehat egyenlet-

rendezésbél kijon: [z?lnzdr = 2?(zlnz — z) — [2z(zlnz — z)dz =

*Inz—2%-2 [2?Inzdr+ %303, ebbdl a kérdezett integral %:p3 Inx— %x3

Jdz = [dz=+C
Jdz = [dz=+C
Jdz = [dz=+4C
Jdz = [dz =+C
Jdz = [dz=+C
Jdz = [dz=+C
Jdz = [dz=+C
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. fdz = [dz=+C
. fdz = [de=+C
[dz=[dz=+C
. fdz = [de=+C
. fdz = [de=+C



