10.

11.

12.
13.

Fiiggvényhatarérték és folytonossag (megoldasok)

2,1,V3,2, &. 2. 4v2+1,%2H 210 5.
A teriiletet a kovetkezd fliggvény hatarozza meg:
T(z) = 1‘2 ha 0 <z < \/_
a:+4x\/_ 4, ha\/_<:1:<2\/_

T(P) =3, T(2)=8(v2-1).

1 1+
1) =|—— —) = h ~1,0; -
f(er ) ‘2+‘T7 (x) f(x)7 ax# Y ’f(:L‘) 1_377
ha o £ +1; f(z?) = 1 -
’ I
1
fl@)=fle+2-2)=—— o4 -3
1 1
f(x)f<1> ZEJFL z # 0.
1
x-et allitsuk el (a # —1) alakban; ebbdl a = x+1 (x #£1). Ezért:
ztl
1 iU‘Fl
f(w)f(;_lJrl) :1—:E7 71
t1 1 1\2
vl 24 = = (ax+ =) —2, ezért az f(x) = 2 — 2 fiiggvény megfelel
x2 x2 x

a kévetelmenynek

3
1—|zP=1- (v x2> miatt az f(z) =1— z3 fiiggvény teljesiti a feltételt.

Dom f = (—1,1). Szamitsuk ki f(a) + f(b), illetve f (16‘“’

) értékeket.
+ ab

Az f(0) = 2 feltételbdl azonnal adodik, hogy d = 2. A

O0=f(-1)=—-a+b—c+2
3=f)=a+b+tc+2
5= f(2) =8a+4b+2c+ 2

egyenletrendszert megoldva: a = %, b= —%, c= —%.

a—=10b="5,c¢—2.

2 +ar’ +20 = 22— 1) +ecx+d) (z # 3) < 2°+az?+2z =
2bx3+(ZCl—b)ac2+(2d—c):c—d, azaz ha 2b = 1,2c—b=a,2d—c=2,d =0,

sigybzz,c:—Zésa:—%.
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

14. a=0b—= —1. 15. {reR; z#£-1}. 16. (—o0,3].

17. R. 18. 0. 19. {0}.

20. {x€R; z#£+10}. 21. {z €R; z>3}  22. {z€R; |z]>2}.
23. (4,00). 24. {r €R; =z >2}.

25. {rcR; —§thkr<z<$tkmkeci}
26. {r € R; x < 2vagyz > 3}.

27. {xGR;%+kw§x<g+kw,kEZ}.

28. (%,3).
29. (2;3).
30. {x €eR; —1<uz<0Ovagyxr > 1,z # 2}.
1
31. e%w<x<e(2k+1)”, kezZ. 32. z<1——.
e
33. Dom f = DomffR
1
34. Dom f = [—2;00); Dom? = [-2;—1) U (—1; 00).
1 1 1
35. Dom f = [—5;00); Dom? = [—5;0) U (0; 00).
36. Domf—R; Doms - {zcR; o/ "2
. om = . om— = . [
’ f * 7 In5 —1n2
1
37. Domf:Dom?:R.
1
38. Domf = {z € R; x # kmk € Z};Dom? ={zx e Ry x # kmx #
%Jrkﬂ,k:GZ}.

39. —1<c053x<1<:>1>—c053x2—1<:>322—c053x21<:>%§
<1, ezért Ran f = { 2}; Dom f = R.

2—cos 3x
40. f(0) = 0. Legyen = # 0, akkor f(x) # 0. Oldjuk meg az f(z) = 22 egyen-
L+ y/1-4(f(x)”
letet z-re, azaz © = . Mivel Dom f = R, ezért az egyenlet-

2f(x)
nek minden z(# 0) esetén megoldhatonak kell lenni, tehat 1 — 4(f(x))% > 0.
Az f(0) = 0 esetet is figyelembe véve: — < f(z) < 3.

41. Az 1 — 2cosz > 0 feltétel miatt az értelmezési tartomany: g + 2k < x <

5;+2k37r keZ —1<cosz<1<=2> -2co8x > —2<—= 3>

1—2cosz>—1,del—2cosz > 0,igy 3>1—2cosx > 0, ezért f(z) <lg3.

42. Dom f = [-1;2|; f(z) = \/— (:L’— %)2 + % Mivel —1 < x < 2, ezért —% <

o<<x—%) <$0z-(e-3) 2 -H§z-(e-4) 152
%zf()



8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

43.
44.

47.
48.
49.

50.

51.
52.

53.

54.
55.
56.

57.

0<z—-5<1,azaz 5 <z <6.
0<z<i. 45. -1 <z <0. 46. —

0§3$2§1,azaz—§§x§§.

DO —
IN
8
INA
]

lmgxgnglm, kez.

Dom f = {(z,y) € R?; 22 +y? < 1}; az
z? +y? < 1 kérlap pontjainak halmaza.
Egyrészt y > 0, méasrészt © — \/y > 0.
Az utobbibol adodik, hogy x > 0 és
#? > y. Domf = {(z,y) € R* 0 <
r,0 <y < 2%} (L abra)

{(z,y) €eR* >0,y >0}U{(z,y) €R’ =<0,y <0}

Azon P(z,y) pontok halmaza, amelyek ordinatajara az x > 0 esetben 2km <
y < (2k + 1)m, az x < 0 esetben pedig (2k + 1)m < y < (2k + 2)7 teljesiil,
ahol k € Z.

In(sinx cosy) > 0 miatt sinxcosy > 1, azaz sinz = cosy = 1 vagy sinz =
cosy = —1. Igy az értelmezési tartomanyt a P (M; 2m7r> és a

Q (@; (2s + 1)7r) pontok halmaza abrazolja, ahol k,m,r, s € Z.
Dom f — {(z,y,2) €R3 >0,y >0,z >0}

Az origo kézéppontl egységsugart gombtartomany belsé pontjainak halmaza.
Dom f = {(z,y) €R% [z[ < 1,|y| > 1}.

1 < 2% + y? < 4 korgytird.
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

58.

59.

60.

61.

62.

63.

2
Az (x - %) +y? > 1 korkiilss és az (z — 1)2 + y? < 1 kérlap kozds része.

akkor van értelmezve, ha xy > 0. Ez az els¢ és harmadik stknegyedben
V&Y

igaz (a tengelyeken 1év6 pontok kivételével). A masodik tagban az |z +y| < 1
teljesiilése sziikséges, azaz —1 <z +y<1l. Ezazy=—-1—xésazy=1—=x
parhuzamos egyenesek kozotti nyilt savot jellemzi. Az értelmezési tartomany
képe a két alakzat kozos része. (1. a fenti abréan).

x=ky, y#0, k€ Z Az origbn dtmend egyenessereg (az origd nem
tartozik bele a tartomanyba). Megjegyezziik, hogy Ran f = {0}.

A feltétel: sinmxsinmTy > 0. A kifejezés pontosan akkor 0, ha sin 7z = 0 vagy
sinmy = 0, azaz © = k vagy y = | (k,l € Z); az elGjelvaltasi pontok tehat
az egész koordinataja helyeken vannak. Ha 0 < x < 1 és 0 < y < 1, akkor
mindkét tényez6 pozitiv; ezért az értelmezési tartominy képe a kovetkezs
abran lathato sakktablaszert nemkorlatos zart halmaz.

Dom f = {(z,y,2) € R3; x2 +y2 <z<4—a%— y2}; két forgasi paraboloid
k67z0s része.

Egyrészt y > x, masrészt © # 0, mégpedig
8.4



8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

64.
65.
66.

67.

68.

x és In(y — x) egyezs elGjeld. Ha tehat = >
0, akkor y > = + 1; ha = < 0, akkor x <
y < x+ 1. Az értelmezési tartomany képe a
kévetkezs dbran lathato.

A két koordinata-tengely.
sinwx = sinmy = 0 = x,y € Z. Az értelmezési tartomany Z2.

Ha ¢ < 1 akkor a szaml4lot, illetve a nevezGt 0-val egyenlévé téve a kovetkezd
koregyenletekhez jutunk:

Ei:(z+1)2+y2=1-c
ky:(x—1)2+y2=1—c,

és igy az értelmezési tartomany képe a két kor belsejének kozos részébdl, a
két kor kiilsejének kozos részébdl és a kp kor pontjaibol all. (Ha 0 < ¢ < 1,
akkor a két kor belsejének kozos része iires.) Ha ¢ = 1, akkor az értelmezési
tartomany az zy-koordinétasik, kivéve az (1,0) pontot. Ha ¢ > 1, akkor az
xy-koordinatasik.

r sugarQl z-tengely( henger, kizarva bel6le az s sugari orig6 kozépponta
gombtartomany pontjait.
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

1

69. zfz — 2810 — 10, 2> 0,2 £1. 70.

71. 72.

2z, ha x > 0;
73. f(x){O ha x < 0.
74.

8.6



8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

75.

76.

77. f(z+a)és f(x)+ b: Eltolas [—a; 0] illetve [0;b] vektorral.

1
f(kx): Ha 0 < k, akkor az y-tengelyre vonatkoztatott z aranyu nyiujtas,

ha k£ < 0, akkor az y-tengelyre vonatkoztatott m aranyu nyuajtas és az y-
tengelyre vonatkozé tiikrozés.

[f(x): Ha 0 < [, akkor az x-tengelyre vonatkoztatott [ aranyt nyutjtas, ha
[ < 0, akkor az z-tengelyre vonatkoztatott |[| aranyt nyijtés és az z-tengelyre
vonatkoz6 tiikrozés.

|f(z)|: Ha f(x) = 0, akkor |f ()] = f(x), ha f(x) <0, akkor |f(x)| = —f (),
ez pedig az x-tengelyre valo tiikrozést jelent.

f(lz|): Ha = > 0, akkor f(|z|) = f(z), ha z < 0, akkor f(|z|) = f(—x),
ez pedig az y-tengelyre valo tiikrozést jelent. Eszerint f(|z|) grafikonja f(x)
grafikonjanak azon részébdl All amelyre z > 0 és ennek y-tengelyre vonatkozo
tiikorképébdl.

78. Egy lehetséges sorrend: f(kx),lf(kx),lf(k(x + a)),lf(k(x + a)) + b.

8.7



8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

79.

2x+572(:v+1)+372 3

x+1 r+1 x4+ 1

3 1
80. 3cosx — \/gsina:: 2\/3 <\é_cos:1:— 2sinx> = 2\/§COS <x+ g)

81.

83.

84.

85.

|22 — 22 — 4] — |(z — 1)% — 4. 82.

Az z-nivévonalak a z — a? +y%(a € R) egyenletti parabolak, az y-nivovonalak
az—ax2+b (b€ R) egyenletii paraboldk, a z-nivovonalak pedig az x? +
y?> = ¢ (c > 0) egyenletii korok. A fiiggvény grafikonja z-tengelyti forgasi
paraboloid.

A z-nivovonalak ¢ = 22 + y?  (c € R) egyenlet( korck. A feliiletet messiik
el a z-tengelyre illeszkedd sikokkal. Ezen sikok egyenlete ax +by =0 (a,b €
R;a? + b? # 0) alakti. A metszésvonalak egyenletrendszerét a

22— g2 g2
0=azx+ by

8.8



8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

86.

87.

88.

egyenletrendszer megoldasa adja. Ha b = 0, akkor z = 0 és z = +y. Ha

2 b2
b # 0, akkory:—%xész:ia -
esetben az origon atmend, meréleges, z-tengelyre szimmetrikus egyenespérok.
A fiiggvény grafikonja z-tengelyt kettGs korkap (forgaskup). Megjegyezziik,
hogy az x- illetve y-nivovonalak hiperbolédk.

z. A metszésvonalak tehat minden

Az z- illetve y-nivévonalak
parabolak. A z-nivovonalak

y?—22 =c (c € R) egyen-

letii hiperbolak. (Ha a feliiletet

az 1z sikkal metsziik, a metszésvonal
a z = y? egyenletii parabola.

Az zz sikkal valo metszéskor

az = —x? egyenletd parabolat
kapjuk. A feliiletet tigy képzelhetjiik
el szemléletesen, hogy a z =

y? egyenlet(i parabolan "végigcesiszik"
a z — —x? egyenletii parabola.)

A feliilet egy tigynevezett ny-

eregfeliilet.

Az z- illetve y-nivovonalak parabolédk. A z-nivovonalak y — —z+c¢ (¢ > 0)
egyenletl parhuzamos egyenesek. A feliilet parabola alapt, azaz parabolikus
henger.

Az z-nivévonalak a z — a®> +y (a € R) egyenletii parhuzamos egyene-
sek, az y-nivovonalak a z — 22 + b (b € R) egyenletii parabolik, a z-
nivovonalak az y = ¢ — 22 (c € R) egyenlet(i parabolak. (Az yz sikban
a metszésvonal a z = y egyenlet( egyenes, az 2z sikban pedig a z = 22 egyen-
letti parabola. A feliiletet a z — 22 egyenletd parabolianak a z = y egyenesen
valo "cstsztatasaval" szarmaztathatjuk.) A feliilet parabolikus henger.
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

89. Az y = 0 egyenletii sikkal (zz sik)
metszve a metszésvonal az x? —
22 = 1 egyenletii hiperbola. Az
yz sikkal metszve a feliiletet szintén
hiperbola adédik. A z-nivovonalak
az 22 +y> = 2+ 1 (c € R)
egyenleti korok. A feliilet egy tgy-
nevezett egykopenyt forgashiperboloid,
amely példaul az 22 —22 — 1 egyen-
let hiperbola z-tengely koriili for-
gatasaval adodik.

90. Az zz sikkal metszve a metszésvonal
az 22 — 22 = 1 egyenletti hiper-
bola. Az yz sikkal metszve, metszésvonalként
szintén hiperbola adodik. A z-
nivovonalak az z2 + y? = & —
1 (le|] > 1) egyenletd korok. A
feliilet egy tigynevezett kétkopenyti
hiperboloid, amely példaul az 22—
x? = 1 egyenleti hiperbola z-tengely
korili forgatasaval adodik.
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

2

91. y=2x— 5. 92, y=uo—2.
93. y —sin2t — 2sintcost — 2zv1 — 22.
2 2
94. L + ¥ — 1. 95. Va2 + Yy = Val.

, 2tg 1—tg2t 2z + 1 — 22

96. sin2t = PR ) COS2t:72; y:72
1+ tg2t 1+ tg2t 1+
97. y= {J(xz—1)2. 98. 22 +9? = a’
99. 22 —y? =4, x>2
3r+1 . L, N ,
100.Az f(z) = S fiiggvény értelmezve van 2 valamely (pl. 1 sugari) kérnyezetében,
x

mivel Dom f = R— {—%}. Legyen |x,| tetsz6leges olyan sorozat, amely benne
van ebben a kornyezetben és lim,, .o x, = 2. Akkor

3z, +1  3limp oz, +1 32+1 1

N 5z, + 4 Blmy, oz, -4 52414 2

Tehat a Heine-féle definici6 értelmében igaz az allitas.

Legyen ¢ tetszGleges pozitiv szdm. Azt kell megmutatni, hogy 2-nek van olyan
Jr+1 1

d sugari kornyezete, amelyre, ha 0 < |r — 2| < §, akkor |—— — ’ < g,
or +4 2
—2
azaz _rTe < e. Elég csak azokkal az x-ekkel foglalkozni, amelyekre
2(5z + 4)

T > —%; ekkor az el6z6 egyenlStlenség a kovetkezSképpen irhato:

—2e(bx +4) <z —2 < 2e(5x + 4).

Ezt az egyenlGtlenségrendszert megoldva e < % esetben, kapjuk a kovetkezGket:

2—85< <2+85
X .
1+ 10e 1—-10e

8.11




8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

101.

102.

103.

104

105.

Mivel 2 2 — 8¢ 28¢ 6 2+ 8¢ 28¢ ozért a & 28¢
V —_ p— —_ p— A p—

1+ 10e 1+ 8 1—10e 1— 8¢’ 1+ 10e
valasztassal teljesiil az els6 egyenlGtlenség ¢ < % esetben. (Ha ¢ > %, akkor

egy tetszbleges 0 < g9 < 11—0 szamra az eldz6 meggondolisok teljesiilnek, s igy
e-ra is.) Kaptuk, hogy a Cauchy-féle definicié értelmében is a hatarérték %

Heine: Mivel Dom f = R—{0;4}, ezért példaul ha z,, € (3;5) ész, #4 (n =
1,2,...), tovabbs I 4, akkor fim n= 10 o, It
,2,...), tovabba lim,, .~ 7, = 4, akkor nL%m*nl_,rgo PR
2
— 16 —4
Cauchy: Legyen ¢ > 0. Ha x # 4, akkor x2 i 2‘ _ |z , és az el6z6
x? —4x

feladatnal latott moédon adddik, hogy e < 1-re § = 14—;55 megfelel. De kevesebb
szamolassal is célhoz érhetiink. Ha most azt is feltessziik, hogy = € (2;5),

—4 —4
i < |2 | Ha tehat § — 2e,

x
akkor minden z € (2;5) (z # 4) szam, amely teljesiti a 0 < |z — 4] < ¢
a? — 16
x? — 4z

kapjuk a kévetkezd egyenlStlenséget:

-2

egyenlGtlenségrendszert, teljesiti az < ¢ egyenlGtlenséget is.

Heine: Legyen [z,] tetsz6leges olyan sorozat, amelyre lim,,_, x, = occ. gy

5en+1 . S+ 5

im = lim —% — .
"3z, |9 ne3 L3

Cauchy: Bebizonyitjuk, hogy barmely k pozitiv szadmhoz van olyan 6 > 0,

1

= k. Oldjuk
1= 27 1= > k. Oldjuk meg az

1
el6bbi egyenlGtlenséget: |1 — x| < —=, azaz 6 = —.

vk Vk

hogy ha 0 < |z — 1| <, akkor ‘

.Heine: lim,,—,» x, = 00 = limy, . log, z,, = —o0.

Cauchy: Bebizonyitjuk, hogy tetszéleges k negativ valos szdmhoz van olyan

M pozitiv valés szam, hogy ha M < =z, akkor log,z < k. Ez utobbi

egyenldtlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha z > a”, azaz M = d”.

1
Heine: Valasszuk ki a kovetkez6 két nullasorozatot: [x,| = { ;2] =
n
1 2
[471 - 1}. Nyilvanvalo, hogy e €Domf (n=1,2,...). Azonban
lim sin — = lim sinnm =0 ¢és lim sin — = lim sin - = 1.
n—00 Tp n—00 n—00 x, n—00 2

Cauchy: Tegyiik fel, hogy nhngo sin’ — a > 0. Ez azt jelenti, hogy barmely
- x

LT
sin — —a
x
azaz a — e < sin’ < a+e¢. legyen 0 < e < 1. Ha most —1 <sinp < —¢ és

pozitiv e-hoz van olyan pozitiv 0, hogy ha |z| < 0, akkor < g,

. . . P
r=——— (n&NT), akkor sin — = sin ¢ miatt barmely § > 0 esetén van
2 + 2nm €T
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olyann € N, hogy |z| < §, de sin T < —e < a—e. Ellentmondas. Hasonloan,
a < 0 esetben is ellentmondasra jutunk.

106. A Heine-féle definici6 alapjan hasonléan bizonyithaté, mint a 7.89 feladat
allitasa.

107. Az el6z6 feladathoz hasonléan bizonyithato.

108.0. 109. 3. 110. co.

3 30
111.3. 112. (2> . 113.3.

3 2 _ _
114, i 2 tOT Ar-2 9
z=—o0 (22 + 1)(1 — 2x2) 4

n(n+1)

115.n" "2 (neN"). 116.%
(x —1)(xz+5) . r+5

117.1 = —
el (m )(@—1) a—lazil
4 3
5 1 1
118.1. 119.5im &2 L
z—0 4 +2 2
2 — 2 — x?
120. li
| 1—a)z?+x+1)
121.2, 122.-1. 123.10.
q
1+ %
124. lim | —25 = 1. 125.1.
(1 3)
ey f
126':;;11120 \/7
127.1.
128.x # 1 miatt (x — 1)%-nel egyszertisithetiink. Ezutidn a keresett hatarérték

o2t r+2
lim ——
z—1 x+1

i3 3 2y 4 3 3 _ 1 5 4
S A Sl At ST S s s A

= 2.

= lim

P ST e e zif1+ %
130. I r—2-4 it L

.lim = lim = =.

2—6 (x — 6)(vVz — 2+ 2 x%m 4

. (z+1)(V622+ 3 —31) . V6x2+3—3x

131. lim = lim = 1.

r—m1 3 — 322 i=-1  3(1—x)

132. lim 6—z—1)3+vVi+z)
s (9 — 4—x)(\/Tx+1)

133.1lim —

$*°W+¢7+ (1—z2 3
8.13
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134.1. 135.3.
x 1
136. lim —— = —.
=00 /2 L1+ 2
137.0. 138.0. 139.3.
b
140.1. 141,90, 142.1.
143. Iim (QS%DJJ — 1)(s%n:1: +1) R
e—T (2sinx — 1)(sinz — 1)
N el 1 1
144.lim lim —“*£—— = lim = —.
a—01—cos?x a2—0cosz(l+cosx) 2
1
145. Alkalmazzuk a cos? g = JF;:OSIE és asinx = sin 2; — 25in = cos = azonossagokat:
2c0s?% —2sinZcos 2
lim “2 2 TR 2 i etg = 1.
z—3 2s8ingcosy — 280" 5 2% 2
146. Végezzik el a z = x — il helyettesitést:  lim il =
6 ZHO\/§—2cos<z+%)

sin z 2 sin % cos %

lim = lim = 1.
2—0 /3 — /3 cos z + sin z Z—’02\/§Siﬂ2§+25m§003§

. |cosz/(1+sinz)? o/ (1 + sinx)?
147. lim = 4 | =
x_,g 3 (1 . SiIl2 .’1})2 x—>§ COS T
148. lim 1 —.cosx i — 1—cos’z i simx
a—0 sinx a—0sinx(l+cosxz) =—01+cosx
149, Tim . o )OS T, COST I
z—0 sin® z(1 — cos2z)  =—0 (1 + cosx) 4
150. lim (1 — sian \/§cozsx+ 1 ~ bim \/§cos2ac+ 1 4
z—Z cos“x /) 2coscx —1 z—% Ccos“ x
151. lim te? z(v/2 + V1 + cosz) ~ lm (V2 + 1T+ cosz)(1+ cosz) 4B
2—0 1 —cosz z—0 cos? x
in 3 in 3 in 4 1
152. lim 020 g fyy 20T g, 153.4 lim 0% 7 — 4.
z—0 x z—0 3x z—0 4x sinxcosdx

154.Ha o = 0, akkor a hatarérték 0. Ha o # 0, akkor lim S A .ﬁx o g.
z—0 ax sinfz( 16}

Ez azt jelenti, hogy minden a-ra lim, g :iﬁgi = %

1 1

sinbr _ sin7x 6—7 o
sinx sin

156.Hasznaljuk fel az 1 — cos 2z = 2sin® = azonossagot! A hatarérték: %

155. Az el6z6 feladat alapjan: lim —1.

z—0

157, lim Lo Cost)d Feosa) o, sinw_sine
z—0 z(1+ cosx) 720 z 1+ cosz
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

158. Az el6z6 feladathoz hasonlé moédon oldhaté meg. A hatarérték: 1.
159. Végezziik el az u = sinx helyettesitést! Felhasznalva az el6z6 feladatot, a
hatarérték: 1.

. tgx —sinx ) 1 sinx 1 —cosx
160. lim : = lim - 5
e—0 23(y/T+tgz ++v1+sinw) 2-0/T+tgx++1+sinz x 2z?cosx
1. 1 —cos’x 1
= — lim =-.
22—022cosz(l +cosz) 4
. l—cosz 1
161.1im —5—— = .
e—0sin“rcosr 2
cos(5 — % sin &
162.Legyen z = 1 — x. Akkor: lim (5~ 32) — lim 2222 _ T
2—0 z z—0 z 2
163.A 2z = x — 1 jelolést és a 154. feladat eredményét hasznélva:
sin(7m + 7nz) ., —sinTnz 7
—08in(27 + 2w2) >0 sin27z 2
164. lim sin x 1 - sinz 1 lim sin(z + ) N
e=7 (7 + x) (7T — x) ra=T oy —m 27 2—0 z
1 . sinz 1
— lim = —
2w 2—0 2z 27
. sinZ
165.7 lim —*% = 7.
T Z
T T
N
3 _ — 3
166. lim ((1 + (1:> > =e'. 167. /e.
1 2:v+11
. 3 TR a2
168.xh_>r£1O <<1+x—1> ) —(6) =e".
169. /e 170.¢3.

1\ % 1 2x+1 ﬁ 1
171 lim (=) ((1- _o(e ) —o.
7 xggo<2> << 2x+1> ) 0(e™!)" =0

2 x
-3 74+ 8x —3
172. lim (L —ortrrew -
T——00 22 —3x +7
z(8z—3)
a;28—.3w3+7 x2—3z+7
limg_, oo (1 + s 7) = — 8.

173. A fiiggvényhatarérték Heine-féle definicioja alapjan és D 7.42 szerint:
lim f($)g(a:) — lim eg(az) In f(z) _ elimIHTO g(z)In f(z) _ eblna _ ab‘

T—Tg T—xQ
' 9(x) _ 3 1@
174'1;15%0 f(z)9™) = xILH%O(l + (f(x) = 1)9% =
1\ 9@)(f(z)-1)
1 flz)-1 )
lim | [1+ — plima—zg g(2)(f(x)-1) _ b
T—Xy 1
fl@)-1
1
175. lim (1 +”"‘”)“ﬁ — 2 176.1.
z—1\2+x 3
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

222 +3 . .
177.Legyen f(x) = 922 5 & g(x) = 82243, limy oo f(x) = 1,  limy o0 g(2) =
ooés
limg oo g(@)(f(z) — 1) = =8, ezért limy .o f(z)9) = =8,
178.¢0 = 1. 179.¢ 1.
180. lim sinz = 1, lim [tgz| = oo, lim tgz(sinx —1) =
=5 T =5
. 9 .
-1
li SOESNTT L SMECOST s tarerteks 1.
z—Z cosx sinx + 1 z—% 1+ sinx
181.¢77. 182. /e.
183. lim vo6+8

=22 (53 1 8)(f(w — 6) — {J(z — 6) + V&F)
1

2y (22 =22 + 4)({(x — 6)2 — Yz —6)8 + ¥/2) 144
184, lim (L= Y7+ Y22 Yt ) 5
ool (1—2)(1+ Yz + Y2 3
Va? + 1+ Vel +1 . Va2 1 -va? -1

185. lim 2cos sin =
T—00 2 2
: Va2 +1+ Va2 +1 1
lim 2cos sin = 0.
. (22)% cos?3a3 — 1 1 1 .. sin?32° 32 9
186. lim —— =——lim —— = ——.
v—0sin® 2z  (22)6  cos3x3 +1 2 20 (3x3)2 26 128
2sin3 4sin 5 - 13
187. lim sin 3z + 4sin 5z (1. a 154. feladatot).
0 sm6x(\/l+2sm3x+\/1—4sm5:1:) 6
) 1 — cos? xcos 2z 1. cos?z(l —cos2z)+sin’x
188. lim = — lim 5 =
=0 tg x2(1 + cos x\/cos 2x) 2 z—0 tgx
1, sin®z(2cos?z +1)cosz? 3. sin’z 22 3
5 : = —lim ——— = —.
2 2—0 sin x2 22—0 22 sinz? 2
189.
cos® z—1
1 “asmz
1 cos3 z—1 _
‘%12% (1 + (cos x — 1)) ) =

(cos au—l)(cos2 x+cos z+1)
xsin x

lim (1 + (cos x — 1))00531$1> =

z—0

(0052 :Efl)(cos2 z+cos x+1)

1 x sin z(1+cos x)
lim (1 + (cos x — 1))0053 951) — 5.
z—0
sinx 1
190. Az 174. feladat szerint: f(x) = ,g9(x) = valasztéassal,
sina x—a

lim f(z) = 1.l lg(@)] = oo, Jim (o) (/(2) ~ 1) -

r—a
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

. 1 sinz —sina . z+a 1 sin x;“
lim - — lim cos - ——o— = ctga,
r—a gy — @ sina r—a 2 sina =

6s ezért 1 g(x) _ cctga
¢s ezért lim f(xz) 8,

191. lim ~—% = lim
T

192.1im, 1o f(z) =1, limg_1:9 f(z) = 2.
193. -2 és 2. 194.3 és 4.

195./1 — cos 2z = \/§| sin x| azonossag segitségével: —/2 6s V2.

1 2
196.Ha z,, — o és :z:;L = o1 (n e N*)7 akkor limy, o0 Ty, = limy, oo ), = 0

. . . . 7T z
¢s lim f(zy) = lim cos2mn =1, lim f(xl) = Jim cos(2n+1)7 = 0, ezért

a fiiggvénynek nincs jobb oldali hatarértéke a 0 helyen. Mivel a fliggvény
paros, ezért bal oldali hatarérték sem létezik.

197. —o0 és o0. 198.3 és 1.

C(z+3)(r—-1) zx-1
199-7(#) = =3 a 72 2i2

helyen folytonos a fliggvény. lim3 f(z) = lim
T——

x # —3;—2. Minden x € R — {-3; -2}

1

5 ~ 4, ezért az v = —3

helyen a fiiggvénynek hézagpontja van. lirr21 Of(:v) — 00 és lirr21+0f(x) =
T—— T——

—00, azaz az r = —2 helyen a fliggvénynek poélusa van.

200.Minden =z € R — {—3;3} helyen folytonos; az x = —3 és az x = 3 helyen
polusa van.

201.Mindeniitt folytonos.
202.A 0 és 3 helyeken poélusa van, masutt folytonos.

203.Az x© # —1 helyeken folytonos. limy_,_1 f(z) = 0, limz—_1.9 f(z) = o0,
ezért az x = —1 helyen 1ényeges szingularitasa van.

204.x = 0 kivételével mindeniitt folytonos. limy_,_o f(z) =1, limy_ .o f(z) =
0, a fiiggvénynek az x — 0 helyen lényeges szingularitasa van.

205.x — —2 kivételével mindeniitt folytonos. A filiggvénynek a —2 helyen lényeges
szingularitasa van, mert lim,_, o ¢ f(z) = =3 és lim,—,_2.¢ f(z) = —1.

206.Az © — 1 helyen lényeges szingularitisa van, minden mas helyen folytonos.
207. Az x = 0 helyen hézagpontja van, a tobbi helyen folytonos.

208. Az x = 0 helyen hézagpontja van, a tobbi helyen folytonos.

209.Ha = # k5 (k € Z), akkor a fiiggvény folytonos. lim, ., f(x) = —o0,

hmwﬂmﬂro f( ) o0 hmx—> 2n+1)5 -0 f( ) o0 hmx—> 2n+1)540 f( ) o0,
(n€Z),azx—=ky (kc Z) helyeken a fliggvénynek polusa van.

210.Ha z # 2kw  (k € Z), akkor f(z) = 1+cosz, s igy a fiiggvény folytonos. Az
x = 2km (k € Z) helyeken a fliggvénynek hézagpontja van.
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

211.

212

213.

214.
215.
21e6.

217.

218.

220.

221.

222

223.

224.

k
Az ¢ = 3 (k € Z) helyek kivételével folytonos. lim (x)=k—1—Fk+
z—5—0
91,
x—liﬂof(x) —k—k+2=2 azx — % (k € Z) helyeken lényeges szingu-
2
laritdsa van.

. A hatéarérték minden = helyen 1. Mivel
{ 1, ha x #0;
0, haxz=0,

ezért © — 0 helyen a fiiggvénynek megsziintethet§ szakadasa van. = # 0
helyeken a fliggvény folytonos.

A hatarérték minden x helyen 1. Mivel
{ 1, ha x # km;
0, haz=kn(kecZ),
ezért x = km helyeken a fliggvénynek megsziintethets szakadésa van. x # kmw
helyeken a fliggvény folytonos.

Mindeniitt folytonos.
cos? —1
alsiLI(l) f(x) = 31313(1) 20+ cosa) = 0 = f(0), azaz a fliggvény mindeniitt folytonos.

lim, o f(x) =4 = f(0), lim,_s f(x) =0 = f(2), tehat a fliggvény folytonos
az x = 0 és az x = 2 helyeken. Legyen 29 € R — {0;2}. Ha [z,] és [2],] olyan
sorozatok, amelyekre x, € Q, 2/, € R—Q (n € NT) &s limy_oo zy =
limy o0 7}, = T, akkor lim, o f(7,) = 4 — 23 és lim, o f(2]) = 4 — 22.
Mivel 29 € R — {0;2}, ezért 4 — 23 # 4 — 2, igy az © = o helyen a
fliggvénynek lényeges szingularitasa van.

. . V1 —cos?x2 1+ coszx . sina? 22
lim f(z) = lim 5 = V2 lim —5 g = V2, azaz
z—0 z—0 /1 + cosx? 1 —cos*x z—0 % sin“x

az x = 0 (k = 0) helyen a fiiggvénynek megsziintethet§ szakadéasa van.
Ha x # 2km, akkor a fiiggvény folytonos. Ha x = 2km (k # 0), akkor a
fiiggvénynek polusa van.

a:hmwsinl:O. 219.a = lim Lo :1.
20 T e—-1(1+z)(1—z+22) 3

lim,—_o f(x) =0, limg_ ¢ f(x) = 1, tehat az a barmilyen valasztasa esetén

az x = 0 helyen a fliggvénynek lényeges szingularitasa van.

lim,— o f(z) =1, limg_ o f(x) = —a, ezért a = —1.

1l =lim, o f(x) =limg—o f(x) =0, a—1=1lim, 1o f(z)=

lim, 140 f(x) = 1, azaz a = 2.

l—a+b=limp_1 ¢ f(z) =limy 1.0 f(z) = -1, 1=lim, ;¢ f(x)=
lim, 140 f(x) =1+a+b,ezért a=1, b=—1.

. . e —1 . . ) )
xli>n—11 |f(z)] = xlg{ll - 1‘ = 00, :ll—»ni f(z) = 0. Az a barmely valasztasa
esetén az
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

225.
226.

227.

228.

229.

230.

231.

232.

x = —1 helyen a fiiggvénynek polusa van. (Megjegyezziik, hogy ha b = 0,

akkor x = —1 helyen kiviil a fiiggvény folytonos.)
T

Szakadési helyek lehetnek: —1 és 1. lim, .1 f(z) =0 # f(-1) =1,
limgy——140 f(z) =1 = f(-1), limy_1—o f(z)=1=f(1),

limg, 140 f(x) = 0 # f(1), a fliggvény az x = —1 helyen jobbrol, az x = 1
helyen balrél folytonos.

Szakadési hely lehet: 1. Ha a # 0, akkor a fliggvény az x = 1 helyen egyik
oldalrél sem folytonos. Ha a = 0, akkor a fliggvény mindeniitt folytonos.
Szakadési hely: 0, ahol a fiiggvény bal oldalrél folytonos, de jobb oldalrél
nem.

Szakadasi helyek: ++/n,n € N7. /2k—1 és a V2k helyeken a fiiggvény
balrol, a —v/2k és 2k — 1 (k € NT) helyeken pedig jobbrol folytonos.

A fiiggvény szakadési helyei: © =e” (n € Z). limg ,en_g f(z) =
limg_en_gInz — limg_en_gEnt(lnz) =n—(n—1) =1, limg_enipg f(x) =
n—n = 0= f(e"), azaz az © = €" helyeken a fliggvény jobb oldalrol folytonos,
de bal oldalrél nem. A fliggvény grafikonjat a kovetkezd abra szemlélteti.

Szakadasi helyek lehetnek: sp0, %, tovabba minden olyan pozitiv z, ahol
4 —
2 — =n € Z. Ebbdl az egyenletbdl x = n , és a jobb oldal akkor
20 — 1 4 —2n
és csak akkor nempozitiv, han = 2,3,4. lim,, ¢ f(x) = —1 = f(0),
limg,_ o f(x) = 0, azaz az © = 0 helyen a fiiggvény bal oldalrol folytonos, de

1
jobb oldalrél nem. Az x — 3 helyen egyik oldalrél sem folytonos. Minden

4 —
n € Z—{2;3;4} egész szamra az r — 1 "

helyeken a fliggvény jobb oldalrol
—2n

folytonos, de bal oldalrél nem.

Dom f = (—1,1). Az értelmezési tartomany minden pontjaban folytonos a
figgvény. limgy—, 149 f(z) = —00, limy_1_¢ f(z) = o0, ezért az x = —1 és
az x — 1 egyenesek a fiiggvény fiigg6leges aszimptotai.
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233.

234.

235.

236.

237.

238.

239.

240.

241

242.

.Dom f = (—oo;

Dom f = (0,1]. A fliggvény folytonos az értelmezési tartomanyan.
lim, o f(x) = oo, ezért az x = 0 egyenes fiiggsleges aszimptota;

limg 19 f( ) ( ) = 0.
Dom f = (—o0, —1|U[1, 00). A fiiggvény folytonos az értelmezési tartomanyon.
hnil f(z) =0 és ligno f(x) = 0, ezért nincs fliggdleges aszimptota.
T— z—1—
1 1
lim M:— lim /22 — = = —o0 és hm@ lim /22 — = = oo,

ezért a fliggvénynek ferde aszimptotaja sincs.

Dom f = R, folytonos az értelmezési tartoményon. m = lim M =
T——00 I
lim, oo fgg) =0,c=limy_oo(f(x) —ma) = lim;_oo(f(x) —ma) =2, y=

2 vizszintes aszimptota.

Dom f = R — {0}, folytonos az értelmezési tartomanyon, polusa van az
x = 0 helyen, ezért az y tengely fiigg6leges aszimptota. m = lim @ =
r——00
. flx) L L B B
xh—{{)lo T =0, a= xEIEloo(f(w) - mx) - xl{r—noof(x) =-1, =

lim, oo(f(x) — ma) = 1, igy az y = —1 és az y = 1 egyenletii egyenesek
vizszintes aszimptotak.

Dom f = R — {1}, folytonos az értelmezési tartomanyon, x = 1 fiiggsleges
aszimptota, y = x — 1 ferde aszimptota.

Dom f = R — {0}, folytonos az értelmezési tartoméanyon, x = 0 fliggsleges

aszimptota.
b PACH RN VEEES R 1 _9
- g oo zla] My ——o0 \/4 354 - )

ma = limg o0 E,cx) =2, a= llmx%—oo(f(x) - mlx) -

ViazT+1 7 22° V42t 1 _ g —1 _
lim, ., ( 7] + 2:1:) =limz—_oo = = lim, ,_~ SOV
0.

Hasonloan ¢y = limg_oo(f(2) —maz) = 0. y = —2z és y = 2x ferde aszimp-
totak.

Dom f = (—o0;—2] U [2;00), folytonos az értelmezési tartoményon, nincs

m1 = lim,__ s

fliggGleges aszimptota, y = —5% és y = —x ferde aszimptotak.

Dom f = R, folytonos az értelmezési tartomanyon, y = 0 vizszintes aszimp-

tota.
-3 - \/13] U l—3 + V13

5 5 ,oo), folytonos az értelmezési tar-

toméAnyon, nincs fligg6leges aszimptota, y = —x — 3 ésy = o+ 3 ferde
aszimptotak.

 (z—a)*(z+a)
M) = b —a2b)

tartomanyon, y — x + 3b ferde aszimptota, r — 0 fliggéleges aszimptota. Ha

Dom f = R — {0; b;2b}, folytonos az értelmezési
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243

244.

245

246.
247.

248.

a £ +b, akkor x — b fiigg6leges aszimptota. Ha a £ +2b, akkor x — 2b
fliggGleges aszimptota.

.Dom f =R, az = 0 hely kivételével folytonos, nincs fiiggéleges aszimptota.
. sinx . . _

m = xgrinoo (1 + 2 ) =1, c¢= xll)rfoo(f(a:) —mzx) = 0, ezért y = x ferde

aszimptota.

Dom f = (—00;0) U [1; 00).

i 100 = i (g =1) =52 =1y (e (1)

limg pio f(z) =2 —1=0= f(n) (ne€Z—{0}). Ezekbdl kovetkezik, hogy

az n € Z — {0} helyeken a fiiggvény csak jobb oldalrol folytonos, és nincs
fiiggbleges aszimptota. Megmutathato, hogy y = 0 vizszintes aszimptota.

.Dom f = R. A folytonossag csak a /n (n € Z) helyeken kérdéses. Mivel

n n
lim f(z) = —F—, lim f(z) = =—=—— = f(n) (n € Z), a
fliggvény ezeken a helyeken csak jobbrol folytonos. Nincs fiigg6leges aszimp-
3 —1 < Ent 23 < 23+ 1
(2 +1) = z(x?2+1) r(z? + 1)
modon lathatd, hogy ¢ = 0. Ezért y = x ferde aszimptota.

tota. Mivel ezért m — 1. Hasonld

A T 8.16 tétel alapjan kozvetlen szamitéassal igazolhato.

Mivel a bal oldal y-ban harmadfoki, a wlingo Y hatarerték meghatarozasa
=00

céljabol osszuk el az egyenletet z3-nal (z > 0), majd képezziik mindkét oldal
1

oo-beli hatarértékét: lim — = lim (2 + y) (1 + y), igy lim (2 + y) 0

L—00 €T T—00 T

x? @00 T
vagy xh_}rgo 1 +% =0, azaz m = xh_)rgo% = —2vagy m = —1. Ha m = —2,
akkor a ¢ = lim,_.(y + 2z) hatarértéket keressiik. Osszuk el az eredeti

egyenletet z-szel: (2z + y)2 (1 + y) =1, azaz 1 = xlirgo(zx + y)Q (1 + y) —
x - x

— lim (22 + y)?, ami lehetetlen. Ha m — —1, akkor a ¢ — limy_.oo(y + )

2 1
hatarértéket keressiik. Osszuk el az egyenletet x2-tel: (2 + y) (x+y)—=—,
x x

1 Y\ 2 2
’, _ . - _ . J , . g _ .
igy 0 = mh_}rgoaj = [lim (2+ :1:) (x +y) és limy oo (2+ x) = 1 miatt
lim; oo(x + y) = 0. Ez azt jelenti, hogy a fiiggvény aszimptotaja a oo-ben
y = —x. Hasonloan lathato, hogy a fliggvény aszimptotiaja a —oo-ben szintén
y = —2x.

A lirin J meghatarozasahoz osszuk el az egyenletet z3-nal (z # 0). (Megj-
r—4oo

egyezziik, hogy az egyszertiség kedvéért irunk a szamitdsokban doo-t; ez azt
jelenti, hogy mind oco-ben, mind —oo-ben ki kell szamitani a hatarértéket.)
Atrendezés utan:

3
. y\® . oy 2N oyl
A (5) = (1= e ) -1 P
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249.

250

251.

252.

hmxﬁioo — 400 lehetetlen, mert ebbdl
3 3
limy 100 (3) = Foo adddna, de () 6s Y elGjele megegyezik. Ez azt je-
r x x
1 3
lenti, hogy korlatos, amibdl adodik, hogy lim y— =0,sigy lim <y) =
r5+00 2 r—Foo \
1, azaz m = lim Y1 lim (y —mz) = lim (y — ) kiszdmitasahoz
r—to00 r—+00 r—+00

alakitsuk az egyenletet a kovetkezd modon: 3 — 23 +y —x = x. Osszuk el az
; 1 2 1

egyenletet 22-tel. Igy: 0 = hm — = lim (y—x) <(y> Yy > =
—to00 r—+00 T T $2

3 lirin (y — x), ezért ¢ = O. Ferde aszimptota a too-ben: y = x.
T—100

2\ 2 92
Az egyenletet z*-nel osztva: (1 — (y) ) = —3, azaz lim LA vagy
x x T—00
lim £ = —1. Ham = 1, akkor a ¢ = lim,_.o(y — ) hatarértéket kell

T—00

2 2
kiszamitanunk; az egyenletbél (z — y)? (1 + y) = —, amibdl ¢ = 0. Ha
T x

2 2
m = —1, akkor az egyenlet (z 1 y)? (1 — y) = — alakjabol ¢ = 0. A oco-ben
T T

a ferde aszimptotdk: y = = és y = —z. (Mindkett§ valoban aszimptota,
mert ha y ielégiti az egyenletet, akkor —y is, igy a gorbe szimmetrikus az x
tengelyre.)

3
YN' 3 o Y v\2 _y )
A4+ (:1:) = _m= mgrinoo o= 1. Az egyenletbdl: (y+x) ((I> Y4+1)=
3, amib6l ¢ = lim, . 1oo(y +2) = 1. y = —x + 1 ferde aszimptota a co-ben
és a —oo-ben.
2 3 1
1—— = L2 1——, m = hmgzl.Acfhmx_)ioo(y—x)
T x z—+oo g
meghatarozasihoz alakltsuk az egyenletet a kévetkezd modon:
-2
x! T 2 ys -
z—1
z® — 2z

— = (y —2)(y* + yz + 2?),

1-3% (v ) <y)2+y+1

1-1 YT\ T ’

amibél ¢ = % (Megjegyezziik, hogy az z = 1 egyenletii egyenes fiiggsleges
aszimptota.)

2 4 4
<y) + (y) =—, m= lim Y 0. A limy—too(y — ma) = limy 400y
T x T r—Eoo x

—_

2
meghatarozasahoz osszuk el az eredeti egyenletet z2-tel: y? + y? (y) =4,
x

amibgl: lim,_ 1oy = +£2. A ferde aszimptotak egyenlete: y = +2. (Ny-
ilvanvald, hogy mind a két érték jo, mert az eredeti egyenletet minden y-nal
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

253.

254.

255

256.

257.

258.

259.

260.

egyiitt —y is kielégiti.)

3
Legyen f(x) = sinx — 2z + 1. Mivel f(0) = 1, f(g

Bolzano-tétel (T 8.22) szerint a fiiggvénynek van zérushelye.

f(=1) =19, f(1) = —15, a Bolzano-tétel (T 8.22) szerint a fiiggvénynek
van zérushelye az intervallum belsejében.

) 3 -
= ———, ezért a
2

Az f(x) = agr® " + a12®® + -+ agux + ag,.q fiiggvény folytonos a valos

szamok halmazéan, tovabba lim,_, o f(z) = —o0 és limy o f(z) = 0.
Ezekbdl a Bolzano-tétel (T 8.22) segitségével adodik az allitas, hiszen van
olyan a < b, hogy f(a) <0 és f(b) > 0.

A fiiggvény folytonos a [—2, 2| intervallumban. f(—2) =1, f(2) = 5. Mivel
1< % < 5, ezért T 8.21 szerint van olyan = € [—2,2|, hogy f(z) = %

Ha f(0) = 0 vagy f(1) = 1, akkor ¢ = 0 vagy ¢ = 1. Tegyiik fel, hogy
0 < f(0), f(1) < 1. Mivel f folytonos a [0,1] intervallumon, ezért a g(z) =
f(x) — x egyenlettel megadott fliggvény is folytonos a [0, 1] intervallumon.
g(0) > 0 és g(1) < 0, igy a Bolzano-tétel (T 8.22) szerint van olyan ¢ € (0,1),
hogy g(c) = 0, azaz f(c) = c.

Definialjuk az f fliggvényt a [0; 1| intervallumon a kévetkezs modon: f(x) =y
akkor és csak akkor, ha mozgataskor a szalag x pontja y-ba keriill. Az f
teljesiti az el6z6 feladat feltételeit.

Legyen g(z) a (0;0) és az (z; f(x)) pontok tavolsaga, azaz g(z) = (/22 + f2(x)
(x €]0,1]). g folytonos a [0, 1] intervallumon, g(0) =0, ¢(1) =1, ezért T
8.21 szerint minden d(€ [0, 1]) szamhoz van olyan ¢ € |0, 1], hogy g(c) = d.
Vegyiik fel a koordindtarendszer origdjat a

k kor ( a vékony korgytirt) kozéppontjaban.

Jelolje t azt a valos fiiggvényt, amely a kor

pontjaihoz a hémérsékletét rendeli, azaz t :

P — t(P) (P € k). A t nyilvanvaloan

folytonos az értelmezési tartomany minden

pontjaban. Legyen Py a k kornek az x-tengely

pozitiv felére es6 pontja. Jeldlje ¢ azt a

szoget, amellyel Py-t az origd koriil pozitiv

forgasiranyba elforgatva, a k kor P pontjat

kapjuk. Legyen tovabba P’ a P pont origora

vonatkoztatott tiikorképe (1. az abrat). Definialjuk

az [ egyvaltozos valos fliggvényt a f(p) = t(P)—t(P") (p € |0; 27|) képlettel.
[ folytonos az értelmezési tartomanyan. Ha f(0) = 0, akkor t(Py) = t(P),
azaz a Py és Py pontok hémérséklete egyenls. Ha f(0) # 0, akkor f(m) =
—f(0) miatt f(m) és f(0) ellenkezs elGjeliiek, és ezért a Bolzano-tétel (T
8.22) szerint van olyan ¢1 € (0;7), hogy f(p1) = 0. Legyen Py € k, amelyre
flp1) = t(Pr) = t(Py), akkor t(P1) = t(F]).
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