Analizis 3 BSC, gyakorlat
9. hét

1. Bizonyitsuk be, hogy ha A;, Ay ... olyan mérhet6 halmazok, melyekre
0 < u(A) =pu(As) =...,86s 1 U An> < 00, akkor limsup A,, po-
n=1

n—oo

zitiv mértékd!

2. Hatarozzuk meg a sikbeli egységnégyzet azon részhalmazanak Lebesgue-
mértékét, amely olyan pontokbol all, melyeknek Descartes- és polarko-
ordin&tai irracionalisak.

3. Hatéarozzuk meg a [0, 1] szakasz azon részhalmazanak Lebesgue-mértékét,
amely olyan szamokbol all, amelyeknek tizedestort alakjaban elébb all
a 2 szamjegy, mint a 3 szamjegy.

4. Legyen X a sik egységnégyzete, és S a
Tw={(z,y):0<a<2<b<1,0<y<1}

alaka téglalapok halmaza. Legyen p(7,) := b — a. Bizonyitsuk be,
hogy a
T={(.9) 0 =}

halmaz nem mérhetd. Mi lesz a kiils6 mértéke?
5. Az alabbiak koziil melyik lesz kiils6 mérték:

| 1, haaxy € A,
@ ) ={ 5 e

(b) pu(A) =1, minden A halmaz esetén;

(¢) p({1}) =10, u({2}) = 10, p({1,2}) = 1,

(d) egy 10x10-es racs részhalmazain p(A) azon oszlopok szama, amely-
ben van A-beli pont.

6. Legyen p kiils6 mérték. Igazoljuk, hogy ha B mérhets, B C A és
p(A) = p(B) < oo, akkor A is mérhetd.
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7. Legyen X metrikus tér, z,, € X, a, > 0, >_ a, < 00 és

pA)=>, VACX

Tn€A
Mutassuk meg, hogy p Radon mérték.

8. Legyen u mérték a P(R) o-algebran, u(R) = 1, és minden X C R
halmazra u(X) = 0 vagy u(X) = 1. Bizonyitsuk be, hogy létezik
p € R, hogy
_J 1, hape X
“<X)_{ 0, hape¢ X

9. Hatarozzuk meg a h(z) = [z] fiiggvény altal meghatarozott py, Lebesgue-
Stieltjes mértéket.
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