Analizis 3 BSC, gyakorlat
8. hét

. Adjuk meg a 3 elemt alaphalmazon az Osszes o-algebrat.

. Legfeljebb hany halmaz képezhet6 10 halmazbol uni6 és komplementer-
képzés ismételt alkalmazasaval? Azaz, legfeljebb hany elemii a 10 hal-
maz altal generélt o-algebra.

. Igazoljuk, hogy barmilyen o-algebraban a halmazok elemszama mérték.

. Az (X, A, u) mértéktérben legyen pu(X) = 1. Mutassuk meg, hogy ha
az Ay, ..., A, € Ahalmazok X minden pontjat legalabb k-szor lefedik,
akkor létezik i, melyre p(4;) > £.

. Az (X, A, ) mértéktérben A;B € A esetén legyen A ~ B, ha
u(AAB) =0, ahol AAB = (A\ B)U (B\ A). Mutassuk meg, hogy ~
ekvivalenciarelacio, és az ekvivalenciaosztalyokon a d(A, B) = u(AAB)
leképezés metrika.

. Legyen X egy nem megszamlalhato halmaz. Igazoljuk, hogy
A:={A C X : A megszamlalhato vagy X \ A megszamlalhato}
o-algebra. Mutassuk meg, hogy a

(A) = 0, ha A megszamlalhato
FEZ0 1, ha X \ A megszamlalhato

halmazfiiggvény mérték az A halmazon. Mi lesz a generalt kiilss
meérték, és mik lesznek a mérheté halmazok?

. Az A, halmazsorozat esetén

limsup A, = {x € X : z € A, végtelen sok n esetén},
liminf A, = {z € X : x € A, véges n kivételével}.

Igazoljuk, hogy liminf A, C limsup 4,,, tovabba, hogy

liminf A,, = D ﬁ Ay, limsup A,, = ﬁ G Ap.

n=1k=n n=1k=n
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Mutassuk meg, hogy minden A, halmazsorozat és pu mérték esetén
p(liminf A,) <liminf u(A,),

tovabba, hogy ha létezik olyan n, amelyre

(0x)

p(limsup A,,) > limsup p(A,).

akkor

Igazoljuk, hogy sziikséges a feltétel.
Igazoljuk, hogy Q nullmérték.

Definialjuk a Cantor-halmazt a kovetkezSképpen: Legyen

3k . .
3t—2 3r—1
Gr = 10,1\ | (W’W) ;
i=1
és -
C={)Gx
k=0

Mutassuk meg, hogy C kontinuum szdmossagia. Mennyi a mértéke?

1-ek szama n-ig 1} Bi
— . 17.0-

Legyen A = {93 =0, a10003 - € [0,1] : 0-k szama n-ig

nyitsuk be, hogy A Lebesgue-mérhetd.



