Analizis 3 BSC, gyakorlat
11. hét

1. Legyenek az f, figgvények a [0, 1] intervallumon a kovetkezGképpen
definidlva: ha n = 2% + j, 0 < j < 2*, akkor legyen

iy = L e /2 G2
"1 0, egyébként
Bizonyitsuk be, hogy ha ogy f,, mértékben tart az azonosan 0 fiiggvény-
hez, de f,(x) egyetlen = € [0, 1] esetén sem konvergens.
2. Konvergens-e az f,(v) := = mértékben, illetve majdnem mindeniitt az
alabbi mértékek szerint.

a) Lebesgue mérték a szamegyenesen

b) Lebesgue mérték a [—a, a] intervallumon
c) u(H) ::/ e d\(z)
H

3. Legyen ¢, az a pontba koncentralt Dirac mérték, A\ a Lebesgue-mérték
a szamegyenesen, és Ly az egész szamok szamlalomértéke, azaz H C R
esetén uz(H) = |H NZ|. Szamoljuk ki a kovetkezd integralokat!
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4. Legyen A és B Lebesgue-mérhet halmaz, és tegyiik fel, hogy A(A), A(B) <
oo. Legyen tovabba

f(z) = AXAN(B+x)).

Szamoljuk ki az [, f(x)dA(x) integralt.
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d.

10.

Legyen py az
r—1, hazx<0
fi=4q 2z, ha0 <z <1
22+2, hal<uz

fiiggvényhez tartozo Lebesgue-Stieltjes mérték, és legyen g(x) := 2 +
3x 4+ 1. Szamoljuk ki az

[ o, [ o), [ o

integralokat.

sin x

Mutassuk meg, hogy az fiiggvénynek létezik improprius integralja

az R halmazon, de a fiiggvény nem L!-beli.
Bizonyitsuk be, hogy ha

N /deu’,

akkor f > 0 py-mm, vagy f < 0 p-mm.

. Bizonyitsuk be, hogy a végtelen mértéki X halmazon értelmezett nem-

negativ korlatos f mérhetd fiiggvény pontosan akkor L!-beli, ha a

i%ﬂu(xe)(:f(x)>2in)<oo.

n=0

. Legyen (X, A, u) mértéktér, pu(X) < oo. Bizonyitsuk be, hogy az f :

X — RT fliggvény pontosan akkor integralhato, ha
Z2"u(m €X: f(x)>2") < oc.
n=0

Tekintsiik a (R, A, 1) mértékteret, ahol u(R) = 1, és tegyiik fel, hogy
Jg xdp(x) = 0, és valamilyen k € N szamra [, |#¥|du(z) < co. Bi-
zonyitsuk be, hogy

n—~o0

lim nk_I/ zdp(x) = 0.
lz|<n
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