Pélya—Szegs szeminarium 2.
3. feladatsor 5. feladathoz vazlat

Bizonyitsuk be, hogy pontosan egy olyan f: R — R fiiggvény létezik, amelyre
[f(@)] +3f(x) =2

teljesiil minden x € R esetén. Bizonyitsuk be tovabba, hogy f differencialhato, és adjuk
meg f'(0)-t.

A kovetkez6 megoldéast sokan probaltak leirni, a két tipushiba a 2. pont elnagyolasa
illetve az 5. pontbeli meggondolas elhagyéasa volt.

f@) = fly) _ 1 <

=y J2a) + f(e)f(y) + 2 (y) +3

e f Lipschitz-es = folytonos = rogzitett = és y — x esetén f(y) — f(z) =

lim M = lim ! L
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e az el6bbi diffegyenletnek egyértelmi megoldasa van 0 valamely nyilt kornyezetében,
legyen ez fi; fi differencialhato

e f3(z) + f(z) = x-b6l rogzitett z-re f(z) kifejezhets a Cardano-képlettel, minden
x-re 1 valés gyok van = f pontonként adott R-en, legyen ez fo, a Cardano-képlet
folytonos = f5 is az

o fi és fy ugyanaz az egyértelmiiség miatt ott, ahol mindketts értelmezve van! (A
0 valamely nyilt kornyezetében.) De: mindketts folytonos, egyértelmi = a nyilt
kornyezet végpontjaiban is megegyeznek, igy viszont f; nem tart a végtelenhez a
végpontokban, a megoldas folytathatdsaga miatt f; kiterjed egy nagyobb interval-
lumra is, ez csak gy lehet, ha ez az intervallum eleve R

o f1 = fo = f jelolés most mar jogos, f(0) =0, f(0) = m = %

Ez persze csak egy lehetGség, aki szeretne (és els6re nem volt jo), az adhat be mas

megoldast is.



