IMC 2004 1. nap 6. feladat megoldasa

Minden z & {0,1}-re legyen f(z) = Y (logz)™*, ahol az Gsszegzés a logaritmus Osszes
agan fut végig.
Ha z = e**%, ahol 0 < y < 2m, akkor
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B [+ i(y + 2km)]*

k=—00

Az 6sszeg pontonként abszoliit konvergens, hiszen Y k™* tipust minden egyes z-re.
Belatjuk, hogy differencialhato (és igy folytonos) is. Rogzitsiink valamely logaritmust
log,-nak tugy, hogy az regularis legyen z valamely kornyezetében; f(z) ekkor irhato igy is:
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f(z) = k:z:oo (logy z + 2kmi)*

Ha z ¢ {0,1}, akkor az Gsszeg tagonként differencialhato:
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Ha belatjuk, hogy ha tagonként derivalunk és ezutan Gsszegziink, és az igy kapott sor
lokalisan egyenletesen konvergens, akkor ebbgl mar adodik az, hogy f(z) reguléris. Az igy
kapott sor szintén pontonként abszoliit konvergens, ugyanis Y k~° tipusii. Ahhoz, hogy
lokalisan egyenletesen konvergens, vegyiik az alabbi kiilonbséget:
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Elég belatni, hogy ez z — 2z esetén tart a 0-hoz (29 ¢ {0,1}).

1 1
‘ (logy 20 + 2kmi)5 2 B (logy z + 2k7rz')5z‘
B ‘ 1 1 ‘+
1 (logy 2o + 2kmi)52zy  (logy 2o + 2kmi)52
1 1

- =D+ D
‘ (logy 20 + 2kmi)°z  (logy z + 2kmi)®z ‘ L P

Dq-et és Do-t kiilon becsiiljiik.
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és ez nekiink elég, hiszen a szamlalo k-tol fliggetlen, és 0-hoz tart, amint z — 2y, mig a
nevezdnek pozitiv alsé korlatja van, tehat az ilyen tipusi kifejezéseket Gsszegezve is olyan
sort kapunk, mely tart a 0-hoz, amint z — z;. Még ugyanezt be kell 1atni Ds-re is.
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A szamlalot vizsgaljuk. a® — b5 tipusi kifejezésbél a — b, jelen esetben (log, zo — log, 2)
kiemelhets; mi marad? A maradék a kiemelés utan k negyedfoku polinomja lesz (a z-t és
20-t tartalmazo tagok korlatosak), mig a nevez6 k tizedfoki polinomja, igy egy k¢ tipusi
kifejezést kaptunk. Ez Osszegezhetd, és mivel még van egy (log, zo — log, z) szorzonk, igy
D, is tart a 0-hoz, amint z — z;.



Ezzel tehat megvan, hogy f(z) regularis, ha z ¢ {0,1}.

A kovetkezo allitasunk az, hogy lim, ,o f(z) = 0, azaz f a 0-ban folytonosséa tehetd
(és ekkor regularis is). Az is kijon egyuttal, hogy lim, ,, f(z) = 0. Egészen pontosan azt
bizonyitjuk, hogy ha z = €% és |z| — oo (azaz z — 0 vagy z — o0), akkor f(z) — 0
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Kiilon becsiiljiik Si-et és So-t, szem el6tt tartva, hogy Si-ben |z| > |k|, mig Sp-ben

K> lal.
si< 3 oe

k| <|z|

hiszen ha elhagyjuk a nevez§ képzetes részét, akkor a nevezG abszolutértéke csokken, a
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ugyanis az 0sszegzésben ﬁ konstans, és a tagok szama legfeljebb 2|z|. Az utolso kifeje-
zésr6l mar vilagos, hogy 0-hoz tart, ha |z| — oo.

S, pedig >~ k4 tipust, igy abszolit konvergens sor, és ha az 6sszegzést egyre nagyobb
indextdl kezdve hajtjuk végre (|k| > |z| és |z| — o0), akkor a sorosszeg tart a 0-hoz.

Most megvizsgéaljuk f-et az 1 kornyékén. Itt a definidlé sordsszegben egyetlen tag van,
ami gondot okoz: amikor log1l = 0, a tobbi tag Gsszege ugyanigy abszolit konvergens,
mint a z # 1 pontokban. 1 kornyékén log z reguléris, és 1 kozépponttal Taylor-sorba
fejthetd:

logz = (z—l)—%(z—1)2+%(z—1)3—

z — 1 esetén az els6 tag a dominéns, igy logz ~ z — 1, amib6l mar lathato, hogy

((logz))4 az 1-ben is létezik; pl. L’Hospital szaballyal:
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f-nek tehat negyedrendi polusa van 1-ben, és a komplex sikon mindenhol méshol regu-
laris (beleértve a végtelent is). Eszerint f(z)(z—1)* mindenhol regularis, és lim, ,, f(2) =
0 miatt f(z)(z — 1)* < cz* elég nagy abszolutértéki z-re, igy Liouville tétele szerint
f(2)(z — 1)* legfeljebb negyedfoki polinom.

Legyen tehit Q(z) = (2 — 1)*, és mar csak P(z2)-t kell megadni. P(z) negyedfoku
nem lehet, mert ekkor % a végtelenben a fGegyiitthatok hanyadosahoz tartana, ami
nem nulla; igy P(z) legfeljebb harmadfoka. f(0) = 0-bol P-nek gydke a 0; tovabba
az 1 koriili korabbi vizsgalodasaink alapjan P(1) = 1, mert az f-et megad6 sordsszeg
tagjait a (z — 1)%-nel valé beszorzés egy tag kivételével kiejti, az az egy tag pedig 1 lesz.
P(z) = z(az? + bz + ¢), ahol a + b+ ¢ = 1.

Még két egyenletre van sziikségiink a, b, c meghatarozidsihoz; egy lehetGség pl. az
f(2)+ f(—2) = 16f(2?) egyenlGség felhasznalasa, ahonnan b = 4a és a = c. Az egyenldség
azon milik, hogy log(z?) = 2log z és log(z?) = 2log(—=z) helyettesithets a log megfelels
4dgaiban. A P egyiitthatoira kapott egyenletekbdl vegiil P(z) = z(52> + 2z + ).



