5. Miiveletek GF(p™) felett és Reed—Solomon
kédok GF(p™) felett

Kédolastechnika



Miveletek GF(p™) felett

q lehet primszam vagy primhatvany (p™, ahol p prim és m > 2).
Most a g = p™ esettel foglalkozunk.

GF(q) ={0,1,...,q—1}

GF(p™) minden elemének 3 reprezentacidja van:

elem p-aris polinom
0 (0...00) 0
1 (0...01) 1
o (m—1,...a1,0) a(y):am,lym_l—k---—i—aly—kag

Az Bsszeadas p-aris mod p torténik, ami ekvivalens a polinom
Osszeadassal mod p.

A szorzashoz rogzitiink egy m-edfoku irreducibilis p(y) polinomot.
A szorzas polinomszorzas modulo p(y).




“Nagy test” és “kis test”

GF(2m)

GF(2) mod 2 miiveletekkel

mod 2 miiveletek
az egyiitthatékon




Miveletek GF(4) felett

GF(4)-ben az irreducibilis polinom: p(y) = y? 4+ y + 1 (ez az
egyetlen mod 2 egyiitthatés masodfoka irreducibilis polinom).

GF(4) elemei:

elem | binaris polinom

0 (00) 0-yl'+0-y0=0

1 (01) 0-yl+1-y9=1

2 (10) L.yl +0-y'=y

3 (11) [1-yt+1-y0=y+1

Példak dsszeadasra:

y+(y+1)=2y+1=0-y+1=1,
1+(y+1)=y+2=y.



Miveletek GF(4) felett

Irreducibilis polinom: p(y) = y? +y + 1.
GF(4) elemei:

elem | binaris polinom

0 (00) 0-yl+0-yY=0

1 (01) 0-yl+1-y9=1

2 (10) 1-yb+0-y°=y

3 (11) [1-y'+1-y9=y+1

Példak szorzasra:

yry=y’=1y"+y+1)+y+1l=y+1,
yx(y+1D) =y +y=10%+y+1)+1=1.



Miveletek GF(4) felett
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GF(4) primitiv elem és hatvanytabla

GF(4) elemei: {0,1,y,y +1}.

y a primitiv elem. Hatvanytabla:

1
yil oy
y2ly+1

(Szokas tovabba 0 = y~°°-t is irni.)

Ezen kiviil teljesiil, hogy

Példak:

2102 +y+ D) +y+1=y+1,

y
y3

=y y=(+y=y+y=1-(V+y+1)+1=1



GF(8) reprezentacidi

Irreducibilis polinom: p(y) = y3 +y + 1.
GF(8) elemei:

elem | binaris | polinom
0 | (000) 0
1 | (001) 1
2 | (010) y
3 | (011) y+1
4 [ (100) %
5 | (101) y?+1
6 | (110) [ y?>+y
7 | (1) [y +y+1




GF(8) hatvanytabla

Irreducibilis polinom: p(y) = y3 +y + 1.

y a primitiv elem. Hatvanytabla:

1 1 y0
2 y v
3 y+1 y3
4 y? %
6| y’+y |y
7y?+y+1]y°
Példak:
V=10 +y+D+y+1l=y+1,
YVi=y =y +y+)+y +y=y>+y.



Szorzas a hatvanytabla segitségével
Irreducibilis polinom: p(y) = y3 +y + 1.

y a primitiv elem. Hatvanytabla:

1 1 y0
2 y y!
3 y+1 y3
4 y? y?
5 y2 4 1 y6
6] y*+y |y*
71y +y+1]y°

Példak:

256 =yxy'=y? =7(=y* +y+1),
3x3=y xy’ =) =5,
4x5=y2. 0 =yB =y =2



Szorzas GF(8) felett eltolas (shift) regiszterekkel

Példa. Meg akarjuk szorozni
a(y) = a0 + a1y + azy>-t y-nal.

y(ao + a1y + azy2) = agy + aly2 + agy3 =

agy + 31y2 + 32(y -+ 1) = ar + (ao + 32)

y+1

yi+1

Y +y

N[OOI W N

y2+y+1

SIS IS IS
Ul 8 ol M W H o

Y+ ay?.




Szorzas GF(8) felett eltolas (shift) regiszterekkel

Példa. Meg akarjuk szorozni

y+1

a(y) = a0 + a1y + azy>-t y-nal.

yi+1

Y +y

N[OOI W N

y(ao + ary + a2y?) = aoy + ary? + ary® =

y2+y+1

SIS IS IS
Ul 8 ol M W H o

2

agy + 31y2 + 32(y -+ 1) = ar + (ao + 32)y + a1y




Szorzas GF(8) felett eltolas (shift) regiszterekkel

Példa. Meg akarjuk szorozni

a(y) = ao + a1y + azy?-t y-nal.

y(ao + a1y + axy?) = agy + a1y? + ary® =

aoy +ary? +ax(y +1) = ax + (ao + a2)y + ary

Az érajel kovetkez§ iitemére:

192]

y+1

yi+1

N[OOI W N

Y +y

Gl N o N W = o

y2+y+1
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Szorzas GF(8) felett eltolas (shift) regiszterekkel

1 1 0
2 y ¥
Példa. Ki akarjuk szamitani 6 * 2-t. 3] y+1 | )3
4 y y?
5 y2+1 y8
6] Y+y [»*
Ty +y+1]y°




Szorzas GF(8) felett eltolas (shift) regiszterekkel

Példa. Ki akarjuk szamitani 6 * 2-t. y+1

yi+1

Y +y

N[OOI W N
<
N

y2+y+1

SIS IS IS
Ul 8 ol M W H o

n E
19} L] 1}7

Tehat (y2+y)*y:y2—|—y+1.




Szorzas GF(8) felett eltolas (shift) regiszterekkel

Példa. Szorzas 4-gyel (4 = y?).

y2(ao + ary + aoy?) = agy? + a1y® + aoyt =
ay’ +a(y+1)+a(y*+y) =

a1 + (a1 + a2)y + (a0 + a2)y?.

y+1

yi+1

Y +y

N[OOI W N

y2+y+1

SIS IS IS
Ul 8 ol M W H o




Szorzas GF(8) felett eltolas (shift) regiszterekkel

Példa. Szorzas 4-gyel (4 = y?).

y2(ao + ary + aoy?) = agy? + a1y® + aoyt =
ay’ +a(y+1)+a(y*+y) =

a1 + (a1 + a2)y + (a0 + a2)y?.

y+1
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Y +y
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Szorzas GF(8) felett eltolas (shift) regiszterekkel

Példa. Szorzas 4-gyel (4 = y?).

v (a0 + a1y + axy?) = aoy? + a1y + axy* =

aoy’ +ai(y +1)+a(y? +y) =
a + (31 + 32)y + (ao + az)yz.

Az é6rajel kovetkezd iitemére:

0 1

y+1

yi+1

Y +y

y2+y+1

SIS IS
Ul 8 oy N W H o

y2

y
] fmraf

S

%’30-1-32}7




Szorzas GF(8) felett eltolas (shift) regiszterekkel

Példa. Megszorozzuk y? + y-t y?-tel.

yl

y+1

yi+1

y° y?
o] 1H &1

Y +y

N[OOI W N

y2+y+1

SIS IS IS
Ul 8 ol M W H o

Az érajel kovetkez§ iitemére:

y° v

y2
1 o &—J1}
oH &1

Tehat (y?> 4+ y) * y? =y + 1.




1. feladat

(a) Szamitsuk ki 3 x 4-et GF(8)-ban.

(b) Abrazoljuk a megfelels eltolas
regiszter architektarat.
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1. feladat

(a) Szamitsuk ki 3 x 4-et GF(8)-ban.

(b) Abrazoljuk a megfelels eltolas
regiszter architektarat.

Megoldas.
(a) A hatvanytabla alapjan:
3x4 5 y3xy? =S =y2 4y 41
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1. feladat

(a) Szamitsuk ki 3 x 4-et GF(8)-ban.

(b) Abrazoljuk a megfelels eltolas
regiszter architektarat.

Megoldas.
(a) A hatvanytabla alapjan:

3x4 = yayt=y =yt +y+1
(b)

1] 1 e—fo—

y+1

yi+1

Y +y

N[OOI W N

y2+y+1
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1. feladat

(a) Szamitsuk ki 3 x 4-et GF(8)-ban.

(b) Abrazoljuk a megfelels eltolas
regiszter architektarat.

Megoldas.
(a) A hatvanytabla alapjan:

3x4 5 y3xy? =S =y2 4y 41
(b) A kovetkezs idsegységkor:
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Reed-Solomon kédok GF(p™) felett

A Reed—Solomon kédok GF(p™) felett lényegében ugyanagy
miikddnek, mint GF(q) felett, ha g prim. Ugyanigy n=q—1, és a
primitiv elem mindig az y, igy a GF(p™) feletti C(n, k)
Reed-Solomon kéd generatorpolinomja és paritas ellenérzé
polinomja

n—k n

g)=JIx=y).  h)= J[ x=v)

i=1 i=n—k+1



Reed-Solomon kédok GF(p™) felett

A Reed—Solomon kédok GF(p™) felett lényegében ugyanagy
miikddnek, mint GF(q) felett, ha g prim. Ugyanigy n=q—1, és a
primitiv elem mindig az y, igy a GF(p™) feletti C(n, k)
Reed-Solomon kéd generatorpolinomja és paritas ellenérzé

polinomja
n—k ) n )
gx)=J[x-y) )= J[ (x=y).
i=1 i=n—k+1
A kéd keépes

» n — k hibat detektalni, és
> | 25| hibat javitani.




2. feladat

Hatarozzuk meg annak a GF(8) feletti
RS kédnak a paritas ellenérzé polinomjat,
amely 2 hibat képes kijavitani.
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2. feladat

0
Hatarozzuk meg annak a GF(8) feletti ; }1, }y,l
RS kédnak a paritas ellenérzé polinomjat, 3| y41 yz
gL , o, . 4 y y
amely 2 hibat képes kijavitani. 5T 20T Ty
3 . , . 6] Y¥+y [V*
Megoldas. A kéd paraméterei: Ty 1y
n—k
n=8-1=17, tzQz{ > J 5 k=3

n

hx)= J[ =y)=Gx=y)x=y)x—y)=

i=n—k+1
(x +y5)(x +y6)(x +y7) = (x2 + yx —|—y4)(x +1)=
TPV TNV I S VWY S BNV V- SNV Y )



3. feladat
Egy GF(8) feletti kéd generator polinomja

g(x) = x>+ y°x® + yx + y°.

(a) Mik a kéd paraméterei?
(b) Mi a binaris alakban csupa 1-esbél all6 u lizenethez tartozé
k6dsz6?

(c) Ez egy RS kéd?



3. feladat
Egy GF(8) feletti kéd generator polinomja

g(x) = x>+ y°x® + yx + y°.

(a) Mik a kéd paraméterei?

(b) Mi a binaris alakban csupa 1-esbél all6 u lizenethez tartozé
k6dsz6?

(c) Ez egy RS kéd?

Megoldas. Az (a) részhez n és k értéke kell. Ha tudnank, hogy ez

egy RS kéd, akkor tudnank, hogy n = g — 1 = 7. Kezdjiik ezért

inkabb a (c) résszel!

(c) A RS kédok generatorpolinomja g(x) = [[7={(x — y') alaka;
a kérdés az, hogy a feladatban adott polinom el&all-e ilyen

alakban.



3. feladat

1 1 y0
(c) A megadott polinom harmadfokd (x kitevsjét § yil ;
kell nézni, az y-os tagok az egyiitthaték 4 % %
részei, ugymond 'szamok’ GF(8)-bdl). 2 ;’21; ij
Ty +y+1])°
g(x) = (x = y)(x = y*)(x = y*) =
= (" =y +y° ) x + ) (x —y¥) =
~——
y4
=%+ x7 (=y® =) tx (T + ) +y0 =
(y+1)+(y?+y) 1+(y+1)=y

X34y 4 x4 y8

ami megegyezik a megadott polinommal, azaz igen, ez egy RS
kéd.



3. feladat

1 1 y0
(c) A megadott polinom harmadfokd (x kitevsjét § yil ;
kell nézni, az y-os tagok az egyiitthaték 4 % %
részei, ugymond 'szamok’ GF(8)-bdl). 2 ;’21; ij
Ty +y+1])°
g(x) = (x = y)(x = y*)(x = y*) =
= (" =y +y° ) x + ) (x —y¥) =
~——
y4
=%+ x7 (=y® =) tx (T + ) +y0 =
(y+1)+(y?+y) 1+(y+1)=y

X34y 4 x4 y8
ami megegyezik a megadott polinommal, azaz igen, ez egy RS
kéd.

(a) Mivel RS kéd, igy n=q —1=7. Tovabba
deg(g(x)) =3 =n—k — ez egy C(7,4) kéd.



3. feladat

1 1 y0

Megoldas. 2 y %
3

(b) Az u iizenetvektor (111,111,111,111), %
mivel n = 4. (111) = y®, tehat 5] v+1 [ )°

u polinom alakja 6] Yty [v
7|y +ty+1lly

u(x):y5+y5x+y5x2 1 y5x3.
Innen

c(x) = g(x)u(x) =
= (0 +yx + Y2+ )0 + ¥ x4y ) =
O SR NNV IV SRSV IRV IV SISV 9

A kédszé kiolvashaté az egyiitthatokbdl: ¢ = (6352417).




