3. Hamming-kédok

Kédolastechnika



Tervezziink olyan kédot, amely képes egyetlen hibat kijavitani.

Motivacié: Ha a csatorna j6 mindségii (pl. vezetékes
Osszekottetés), akkor a tobbszords hibak generalasanak
valésziniisége kicsi. Ezért elegendd minden egyszeres hibat javitani,
mert ezek fordulnak el nagy valésziniiséggel.



Hamming-kédok

A Hamming-kédok egyetlen hiba javitasira képesek.
A Hamming-kédok perfekt kodok:

1
n
2n—k -1 § : 2n—k

A C(n, k) Hamming-kédok konstrukcidja:

@ a H paritas ellen6rz6 matrix oszlopait Ggy vélasztjuk meg,
hogy mind kiilonb6z6 legyen és a csupa nulla oszlop ne
szerepeljen koztiik;

@ meghatéarozzuk a generatormatrixot;
o megtervezziik az “illeszté kapukat” a szindréma dekédolashoz;

o implementaljuk az egész sémat.



A C(7,4) Hamming-kéd

n=7k=4,tehat n+1 =8 = 2"~* teljesiil.
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A C(7,4) Hamming-kéd

n=7k=4,tehat n+1 =8 = 2"~* teljesiil.

A paritas ellenérzé matrix konstrukcidja:
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A generatormatrix:
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Az “illeszt6 kapuk” konstrukcidja
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Az “illeszt6 kapuk” konstrukcidja

PI. a) = (011):
S1 52 S

egyezés (1) — kimenet: (1000000)
1 eltérés (0) — kimenet: (0000000)

Hasonléan a(® = (101),...,a(" = (001)-re.



A rendszer implementécidja

parhuzamos
kapuk
(vagy LUT)

D % levagas }—>




1. feladat

Egy binaris csatorna bit hiba valésziniisége P, = 0.001.

(a) Atkiildiink egy 57 bit hosszi iizenetet a csatornan kédolas
nélkil. Mennyi a blokk hiba valészintisége (vagyis annak az
esélye, hogy az lizenet hibasan érkezik meg)?

(b) Atkiildiink egy 57 bit hosszii iizenetet a csatornan C(63,57)
Hamming-kéddal kédolva. Mennyi a blokk hiba valdsziniisége
(vagyis annak az esélye, hogy hibas az lizenet dekédolasa)?



1. feladat

Egy binaris csatorna bit hiba valésziniisége P, = 0.001.

(a) Atkiildiink egy 57 bit hosszi iizenetet a csatornan kédolas
nélkil. Mennyi a blokk hiba valészintisége (vagyis annak az
esélye, hogy az lizenet hibasan érkezik meg)?

(b) Atkiildiink egy 57 bit hosszii iizenetet a csatornan C(63,57)
Hamming-kéddal kédolva. Mennyi a blokk hiba valdsziniisége
(vagyis annak az esélye, hogy hibas az lizenet dekédolasa)?

Megoldas.

(a) Annak a val6sziniisége, hogy minden bit helyesen érkezik meg,
(1 — Pp)®" ~ 0.9446,
a blokk hiba valésziniisége pedig

1—(1— Pp)® ~0.0554.



1. feladat

(a) Hamming kéd hasznélata esetén a dekddolas helyes lesz, ha 0
vagy 1 hiba van a vett kédszéban. A helyes dekédolas
valdsziniisége

(1—Pp)3+63(1—P,)%2 Py = 0.99%%462.0.999°2.0.001 ~ 0.99812,
a blokk hiba valésziniisége pedig

1—(1—Pp)* —63(1— Pp)%?P, ~ 0.00188.



1. feladat

(a) Hamming kéd hasznélata esetén a dekddolas helyes lesz, ha 0
vagy 1 hiba van a vett kédszéban. A helyes dekédolas
valdsziniisége

(1—Pp)3+63(1—P,)%2 Py = 0.99%%462.0.999°2.0.001 ~ 0.99812,
a blokk hiba valésziniisége pedig
1—(1—Pp)% —63(1 — P,)%?P, ~ 0.00188.

Vagyis a C(63,57) Hamming kéd hasznalataval csdkkentettiik a
blokk hiba valésziniiségét 0.0554-r&l 0.00188-re, ennek ara
pedig az, hogy a kéd rata 57/63, vagyis az effektiv csatorna
kapacitas az eredeti kapacitas 57/63 részére csokkent.



2. feladat

(a) Egy binéris csatorna bit hiba velészintisége P, = 0.01.
Atkiildiink egy 4 bit hosszi iizenetet a csatornan C(7,4)
Hamming kéddal kédolva. Mennyi a blokk hiba valésziniisége?

(a) Egy masik csatorna bit hiba valészintisége P}. Atkiildiink egy 4
bit hosszl iizenetet a csatornan kédolas nélkiil. Szamitsuk ki
Py értékét ugy, hogy a blokk hiba valdsziniisége ugyanannyi
legyen, mint az (a) részben.
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Megoldas.
(a) A blokk hiba valésziniiség

1—(1—Py)" —7(1 — Pb)° Py ~ 0.00203.



2. feladat

(a) Egy binéris csatorna bit hiba velészintisége P, = 0.01.
Atkiildiink egy 4 bit hosszi iizenetet a csatornan C(7,4)
Hamming kéddal kédolva. Mennyi a blokk hiba valésziniisége?

(a) Egy masik csatorna bit hiba valészintisége P}. Atkiildiink egy 4
bit hosszl iizenetet a csatornan kédolas nélkiil. Szamitsuk ki
Py értékét ugy, hogy a blokk hiba valdsziniisége ugyanannyi
legyen, mint az (a) részben.

Megoldas.
(a) A blokk hiba valésziniiség

1—(1—Py)" —7(1 — Pb)° Py ~ 0.00203.

(b) Kédolas nélkiil pedig a blokk hiba valészintiség
1—(1-Pp)*=0.00203 — Pj ~ 0.000508.



Médositott bit hiba valésziniiség

Megadjuk a médositott bit hiba valésziniiséget a kéd
paramétereinek fliggvényében P, = 0.01 esetén.

Ph:D 01

0 (31) (T4 (1511) (31,26) (63,57) (127,120§255,247)

code parameters (n,k)

Sebesség csokkenés aranyok:
1/3:4/7;11/15;57/63; 120/127; 247 /255.



Médositott bit hiba valésziniiség

Megadjuk a médositott bit hiba valészintiséget a kéd
paramétereinek fiiggvényében P, = 0.001 esetén.

P,=0.001

08

a® 06
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o L — | |
(3.1) (74) (1511) (31,26) (63,57) (127,120)255,247)
code parameters (n,k)

Sebesség csokkenés aranyok:
1/3:4/7:11/15; 57/63; 120/127; 247 /255.



Kéd tervezés

Kéd tervezés kommunikaciés mérndki szemszégbdl.

Feladat. Adott egy BSC P, bit hiba valdsziniiséggel és egy elérni
kivant QoS ~; tervezziink kédot, melyre P, < 1077,



Kéd tervezés

Kéd tervezés kommunikaciés mérndki szemszégbdl.

Feladat. Adott egy BSC P, bit hiba valdsziniiséggel és egy elérni
kivant QoS ~; tervezziink kédot, melyre P, < 1077,

Megoldas.
(1) Kiszamitjuk k értékét:
1—(1—P)f=1—(1—Pp)" — nPy(1 — Pp)" L.

Ha n — k tal nagy, vagy n > 2""% — 1, akkor nem létezik olyan
megoldas, amely csak egyetlen hibat javit (egy olyan kéd,
amely egynél tobb hibat javit, még segithet).



Kéd tervezés

(2) Megkonstrualjuk a paritas ellenrzé matrixot a kdvetkezd
szabalyok alapjan:
e minden oszlop kiilonboz6;
o egyik oszlop sem csupa 0;
o a kéd szisztematikus.

(3) Implementéljuk a kéd sémat.



3. Feladat

Egy BSC-re P, = 0.001. Tervezziink egy olyan hibajavité kédot a
csatorndhoz, melyre a médositott bit hiba valésziniisége < 0.00001.



3. Feladat

Egy BSC-re P, = 0.001. Tervezziink egy olyan hibajavité kédot a
csatorndhoz, melyre a médositott bit hiba valésziniisége < 0.00001.

Megoldas.
(1) A paraméterek kivalasztasa: n =7, k = 4 megfelels.
% 10" P, =0.001
1.2
1
08r
a°® 06F
04t
0 (31) (7.4) (1511) (31,26) (63,57)(127,120]255,247)

code parameters (n,k)



4. Feladat

Egy binaris lineéris kéd generatormatrixa

G =

O O =
o R O
= O O
= =0
=

Ez egy Hamming-kéd?



4. Feladat

Egy binaris lineéris kéd generatormatrixa

1 0001
G=|(01010
00111

Ez egy Hamming-kéd?
Megoldas. n =5, k = 3, tehat ez C(5, 3) kéd. Viszont

n+1=6#£2""%=4

tehat ez nem Hamming-kéd.



5. Feladat

Egy binaris Hamming-kédra k = 11. Mennyi n értéke?



5. Feladat

Egy binaris Hamming-kédra k = 11. Mennyi n értéke?

Megoldas. Az
n+1=2""k

egyenlet megoldasa n = 15.



6. Feladat

Egy binaris lineéris kéd paritas ellenérz6 matrixa

01101
H=]110110
11010

o~ O

0
0
1

Ez egy Hamming-kéd?



6. Feladat

Egy binaris lineéris kéd paritas ellenérz6 matrixa

01101
H=]110110
11010

o~ O

0
0
1

Ez egy Hamming-kéd?

Megoldas. n =7,k =4, tehat n+1 = on—k teljesiil, viszont az elsé
és a negyedik oszlop megegyezik, tehat ez nem egy Hamming-kéd.



Egy szisztematikus binaris linearis kéd paritas ellenérzé matrixa

110
H= [ 101 ] '
(a) Mik a kéd paraméterei?
(b) Ez egy Hamming-kéd?
(c) Szamitsuk ki a G generator matrixot.
(d) Mik a kéd hibadetektalasi és hibajavitasi képességei?
(e) Adjuk meg a (011) hibavektorhoz tartozé szindrémat és

hibacsoportot.



Megoldas.

(a) H = Hn—k)xn €gy 2 x 3-as métrix, tehdt n — k =2 és n=3,
azaz ez egy C(3,1) kéd.



Megoldas.
(a) H = Hn—k)xn €gy 2 x 3-as métrix, tehdt n — k =2 és n=3,
azaz ez egy C(3,1) kéd.

(b) H oszlopai éppen a kiilonb6z8 2 hosszl binaris vektorok, azaz
ez egy Hamming koéd.



Megoldas.

(a) H = Hn—k)xn €gy 2 x 3-as métrix, tehdt n — k =2 és n=3,
azaz ez egy C(3,1) kéd.

(b) H oszlopai éppen a kiilonb6z8 2 hosszl binaris vektorok, azaz
ez egy Hamming koéd.

(c)
T 1)1 o
H_(B aln—k)_o 1:|
BT

G=(lB)=[1[1 1].

B



(d) A kédszavak
(000), (111)

SO
dmin = min w(c) =3,
c#(00...0)
tehat a kéd dmin — 1 = 2 hibat képes detektalni és
| (dmin — 1)/2] = 1 hibat képes javitani.



(d) A kédszavak
(000), (111)

SO

dmin = min w(c) =3,
c#(00...0)

tehat a kéd dmin — 1 = 2 hibat képes detektalni és
| (dmin — 1)/2] = 1 hibat képes javitani.
(e) sT = He = [110] .

al (1)-0)

1
1
Eqr = {(011), (011) + (111)} = {(011), (100)}



8. Feladat

Adott egy C(7,4) binaris szisztematikus Hamming-kéd.

(a) Toltsiik ki a paritas ellenérzé matrix hidanyzé elemeit:

01 1 x x« 00
H=|[1 01 % = 1 0
1 1 0 « x 0 1

(b) Mi az (1111) lizenetvektorhoz tartozé kédszé?



8. Feladat

Megoldas.

(a) A kéd szisztematikus — H-ban a jobb széls6 négyzet alaka
blokk az identitds matrix. Az utolsé hianyzé oszlop pedig az
utolsé kimaradé nemnulla vektor kell legyen.

H —

= = O
R O~
O ==

1)1
1]0
110

O = O
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8. Feladat

1

O = O

0
0
1

Megoldas.
(b) A generatormatrixhoz pedig hasznaljuk, hogy
01 11
H=1]l1 0 1 1
1101
BT

jeldléssel G = (I; B) alaka:

O O O
O O = O
O = O O
= O O O

végiil

= = = O

e =

(1111) - G = (1111111).



