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. Rac. tortfiiggvény, 1. tipus:

. Rac. tortfiiggvény, 4. tipus: f o

Matematika épitészmérnokoknek

Integralas gyakorlofeladatok (2003. 11. 6.,12.,13.)
(gyak. vez.: Rudas Anna)

. Hatvéanyfiiggvény: [2?(2? — 1)dz = [(z* — 2?)dz = ’%—5 — % +C

. Hatvanyfiiggvény: [ dz = [z %dz= -2z ' +C
. Hatvanyfiiggvény: fﬁ_xiwﬁ;dx = [(z72 —z ' +a?)dr = 2272 —
In|z| + x3—3 +C

. Hatvanyfuggveny f wd = 2®+a® w3 g, — JE4+L-1_

322 T

. Rac. tortfiiggvény, szamlalo foka nagyobb: [ %dx = Wd

T

[z —2+-25)de =% -2z +3Injz —2|+C

. Hatvanyfiiggveny: [(2z +3v7Z + ¥z + 1)dz = 2 + 2272 + 2+ )i +C

3 _ 3 1 _ 3 5

- Rac. tortfiiggvény, szamlalo foka megegyezik a nevez6 fokaval: [ 22 de =

3 [ 2z+5+32 — 3 5 _ 3 35 15
Ef 2z+53d f(1+6z+15)d5”_7x+561n|x+ﬁ|+c
da:——— dz =

_ 3
2+5d1’ f 2+5 \/—x 241

3 [arctan([ )+C, hiszen a helyettesités: t = \/g T = \/;t, dz =
\[ dt

Rac. tortfiiggvény, 5. tipus: [ 5> szsde = 3 2m2+5 dz = 21n(222 +5)+C
Rac. tortfiiggvény, 5. tipus + 4. tipus: [ g;ﬂgdx = 21n(22% +5) +

2\/7 arctan f )+ C (1d. az el6z6 két feladatot!)

Rac. t&')rtfiiggvény, szamlalo fokszama nagyobb, majd 1. tipus: 296 s 32 gy =

(2x+5)(§x_ )+ 7 — 7 _ 2 I
[ EEI IR G = (o~ 4 lig)de = 2~ e+ Pnfe +
Fl+c

Rac tértﬁiggveny, szamlalo foka megegyezik a nevezdével, majd 4 tipus:

2z2+5 =/2 2;—2?)5__ =[5 4z2+10 )do =% - 2 2+ wdz =
3%_14_514_0 (Z )2+1dm_37x_%£ft2+1dt 5 3\/_arctan( 50,
hiszen a helyettesités: ¢t = \/Lfom’ T = gt, dz = gdt

2. tipus: f\/ﬁdw = %f2(2x+5)*%dx =3(2c+5): +C

. ) 3 _ 3(2z+5)7 _ 3 15 1 —
3. tipus: {\/z)fﬁdx = flzﬁ =32 [V2r+5da—3 [ s de =
12z +5)z =2 (2z+5)2 +C
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oA 3 _ 3
Helyettesités: [ Wd \/_ [ W _ T[f Wdt

3 arsh([ ) + C, hiszen a helyettesités: ¢t = [ T = \/;t, dz =
\[ dt

(@) f" (@) alaki: [ —22—de = 3 [40(2e? +5)"3dz = 3(20% +5)3 +C

Vegyes (8sszegre bontés és két helyettesités + ch és sh azonossagai): [ %dm =

22 2+5)+4 N
[ e = 5 [ V207 +5de + [ g da
Az Bsszeg elsd felének szamoldsa: 2 [ V222 + 5dz = 32 [ (/22 + 3dz =
32 2 4 1de = 3v/23 [ Vsh2t + lehtdt = 132 [ ch?tdt =

1

15[ I ch22t+1 dt = 15ﬁ%+15§/§t+0 _ 152/5(3112117“52(\/;30) +mnsh(2\/gz))+
C, mert a helyettesités: sht = \/ga:, T = \/gsht, de = \/gchtdt, és
t= arsh(\/ga:).

Az Bsszeg mésodik felének szamoldsa: [ 4x(222 4 5)~3dz = 2(22% +5)% +
C.

3m2+4m+7’5d1‘ _ 15\/§(sh2arsh(\/gm)+
V22245 -4 4

A feladat megoldésa tehat a kettd Gsszege:
2
%\/}”)) +2(22% +5)2 +C.

, . , e o .. , " b
Hatvanyfiiggvény, exponencialis fiiggvény (alap): [(z° + 5%)dz = & +

52
In5 +C

Trigonometrikus (alap): [(4sinz — 3cosz)dz = —4cosz — 3sinz + C
f'/f alakt: [tanzdz = [ $22dz = —In|cosz| + C

cos T

Trigonometrikus 4talakitas: [ tan® zdz = [ %d = [(m=z—Ddz =
—cotx—z+C

cos 2z _ f (cos z+sin z)(cos z—sin z)
cos zfsinzdm - cos z—sin z d

Trigonometrikus atalakitas: [
sine —cosz + C

Tr =

: : 4 2L A _ cosh? z—sinh? z _
Hiperbolikus atalakitas: [ —— +Coshmdm | Srrreom s dz = sinhz
coshz + C

Trigonometrikus talakits: [sin®zde = [ 19822 qy = £ — sin2r 4

f'/f alakt: [ Z27de =1In(e” +11) + C

f'/f alaka: [ si(ésu?gxdm =+In|sin3z + 8|+ C

f'-fmalaka: [Vl —2?de = -3 [22v1 —22de = —12(1 — 228 4+ C
f- ™ alaku: =Vz2+1+4+C

1

f\/—dx—
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f'- ™ alak: f cosz dx—2\/sm:r+C’
f'e f™ alaku: f@dgy :f%\/ln_xdx: %(lnx)% +C

f'- f7 alaka: [ Vcos? zsinzdr = (cos:v) T+ C

alapintegral: [e~*dz = —e™* +C

exponencialis fiiggvény: [5273%dz = —1 52n 4 C

Helyettesités: [e¥"®coszdr = €¥"% + C + C, itt a helyettesités: ¢ =
sinz, dt=coszdz.

[ " alaka: [ 2v/25 4 22de = %(25 +g;2)% +C
f'- " alaka: [ (ﬁjfz =1 [(-4)(6—4z) "dz = 5(6 —4z)"C +C

f'- f alaki: [22dz = fracln®22 +C

Parcialis (v = =, o = sm 3z): [zsin3zdzr = — fracl3zcos3z +
[ cos3zdr = —3wcos3z + & s1n3x+C’

Parmahs (atalakltas utan majdnem ua. mint az el6z6): [ @ sinz coszdz =
[ @sin2zdz = —fw cos 2z + §sin2z + C

Osszeggé bontas utan kétszer parcidlis (u; = 22, v = —cosz és uy =
z, vh=sinz): [(z°—1)sinzdzr = [2?sinzdz— [ sinzde = —z? cos® o+
2 [xcoszdr + cosz = —z? cosz + 2z sinz + 3cosz + C

Parcidlis (u =lnz, o' =1): [Inzdz =zlnz [ldz=zlnz —z+C

Két modszer:

(a) Parcialis (u =Inz, = In z, felhasznalva az el6z6 feladat eredmé-
nyét): [In®zdz = lnm(wlnm 2)— [(Inz—1)de = zIn’z—2znz+
20+ C

(b) Helyettesités (t =Inz, =z =€, dz = etdt), majd kétszer parcilis:
ezzel is ugyanaz az eredmény.

Parcialis, ugyanaz az ismeretlen integral a jobboldalon, tehat egyenlet-

rendezésbél kijon: [2?lnzdr = 2?(zlnz — z) — [2z(zlnz — z)dz =

#*Inz—2° -2 [2? Inzdz+ 22°, ebbol a kérdezett integral £a° Inz — §a°.

[dz = [dz =+C
[de = [de=+C
[de = [de=+C
[dz = [dz =+C
[de = [de=+C
[de = [de=+C
[dz = [dz =+C
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. fdz = [dz=+C
CJdz = [dx=+C
Jdz = [dx=+C
Jdz = [dx=+C
. Jdz = [dz=+C



