
Anaĺızis 2 Mértékelmélet,
7. Gyakorló feladatsor

Integrálás 2.

1. Legyen X egy nem üres halmaz, és legyen δa az a ∈ X pontra koncentrált Dirac-
mérték. Mutassuk meg, hogy bármely f : X → R függvény integrálható és∫
X
f d δa = f(a).

2. Legyen µ a számlálómérték N-en. Mutassuk meg, hogy f : N → R pontosan
akkor integrálható, ha

∑∞
n=1 |f(n)| < ∞. Mutassuk meg, hogy ekkor

∫
N f dµ =∑∞

n=1 f(n).

3. Mutassuk meg, hogy az alábbi függvények mérhetőek és számı́tsuk ki a Lebesgue-
integráljukat a (0,∞) intervallumon, ahol [x] jelöli x egész részét!

(a) f(x) = e−[x]

(b) f(x) = 1
[x+1][x+2]

(c) f(x) = 1
[x]!

4. Mutassuk meg, hogy az alábbi függvények mérhetőek és számı́tsuk ki a Lebesgue-
integráljukat a [0, 1] intervallumon, ahol [x] jelöli x egész részét!

(a)

f(x) =

{
0, ha x racionális,

[1/x], ha x irracionális,

(b)

g(x) =

{
0, ha x racionális,

[1/x]−1, ha x irracionális,

5. Számı́tsuk ki a következő függvények Lebesgue-integrálját a [0, π/2] intervallumon!
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(a) f(x) = sinx

(b)

f(x) =

{
sinx, ha x racionális

cosx, ha x irracionális

(c)

f(x) =

{
sinx, ha cos x racionális

sin2 x, ha cos x irracionális

6. Definiáljuk az f függvényt x ∈ (0, 1)-ben a következőképpen:

f(x) =

{
1
n

ha n a legkisebb egész, melyre xn = 7,

0 különben,

ahol x = 0, x1x2 . . . a tizes számrendszerben. Mutassuk meg, hogy f integrálható
és számı́tsuk ki az

∫
(0,1)

f dλ integrált.

7. Legyen

F (x) =


−1, ha x < 1

1, ha 1 ≤ x < 4

2, ha x ≥ 4.

Számoljuk ki az
∫
R x

2 dµF (x) integrált, ahol µF felöli az F által indukált Borel-
mértéket.

8. Határozzuk meg a következő határértékeketet! (Használjuk a Monoton konvergencia-
illetve a Dominált konvergencia tételeket!)

(a)

lim
n→∞

∫
[0,n]

(
1 +

x

n

)n
e−πx dλ(x)

(b)

lim
n→∞

∫ ∞
0

1

1 + x
n

lnn+2024

dλ(x)

(c)

lim
n→∞

∫ ∞
0

1

(1 + x
n
)n n
√
x

dλ(x)

(d)

lim
n→∞

∫
[0,1]

cos(xn) dλ(x)
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