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Kivonat

Egy kvantummechanikai rendszerr6l mérésekkel nyeriink informaciot. A mé-
rések eredménye sztochasztikus, masrészt egy mérés lényegesen megvaltoztat-
hatja a rendszer eredeti allapotat. Ezért sok azonos allapotban 1évo rend-
szerre van sziikség, ahhoz, hogy tobb mérést is elvégezhessiink. A mérési
eredményekbdl statisztikus médszerekkel kovetkeztetiink a rendszer allapota-
ra. Az egyik lehet6ség a legkisebb négyzetes allapotbecslés, ami elég egyszerti,
a hatékonysagat mutatd szérdsa konnyen szamolhaté. Ugyanakkor megvan az
a hatradnya, hogy nem mindig ad fizikailag lehetséges dllapotot. Ha a kapott
allapotbecslés értelmetlen, akkor médositasra szorul, helyette a legkozelebbi
fizikailag értelmes allapotot kell becslésként megadnunk.

A dolgozat célja az eredeti legkisebb négyzetes becslés szordasanak osszeha-
sonlitdsa a moédositott becslésével egy kvantum bit esetén. A kvantum bit
allapotai egy gomb pontjaival adhatok meg. Ha az eredeti becslés a gombon
kiviilre megy, akkor a moédositas a gombfelszinre valé vetitést jelenti. A
dolgozat f6 eredménye az, hogy az eredeti és a moddositott becslés kovari-
ancia matrixai kozotti kiilonbség exponencidlisan tart nulldhoz a mérések
szamanak fiiggvényében, amennyiben a rendszer valodi allapota gomb bel-
sejében van (kevert allapot). Az eredmény a nagyeltérés tétel alkalmazdsival
adodik. Emelett megvizsgaltunk néhany specidlis allapotot, és szamitogépes
szimulaciokat is végeztiink az eltérés nagysagara vonatkozdéan. Amennyiben
a valédi allapot nyomszerii, azaz a gomb koézéppontja, akkor a binomidlis
eloszlas normalissal valé kozelitése is eredményre vezet. Mivel az okoskodas
nagyban kihaszndlja a szimmetridt, mas pontokra valé atvitele nem latszik
jarhatonak.
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1. Kvantum allapotbecslés

1.1. Bevezeto

A kvantummechanikdban a mérések sztochasztikus természete miatt nehezen rekonstrualhaté
egy rendszer valédi dllapota. Ezenkivill egy mérés megvaltoztatja a rendszer eredeti
allapotat is, igy sok azonos allapotban 1évé rendszerre van sziikség, hogy egy adott
allapotra tobb mérést is elvégezhessiink.

A fizikdban az allapotbecslés kvantum tomogréfia [1] néven kozismert. Igencsak ki-
terjedt szakirodalommal rendelkezik, legismertebb mddszerei kozé tartozik a maximum
likelihood becslés, Bayes becslés, és a dolgozat témajaul szolgalé legkisebb négyzetes
becslés. A Bayes becslés tulajdonsigairdl tébbet olvashatunk [6]-ban. Tébbek kozott a
Bayes becslés és a legkisebb négyzetes becslés szamitogépszimulacids 0sszehasonlitdsaval
foglalkozik [4]. A vizsgalt médszertdl kissé eltér van leirva [5]-ben, melyet dinamikusan
alkalmazva egy érdekes szamitGgépes (numerikus) médszert kapunk az allapot becslésére.
Azonban a dolgot meg lehet kizeliteni konvex optimalizdciés problémaként is [8].

A legkisebb négyzetes becslés népszeriiségének titka egyszeriiségében rejlik, egyszeriien
szamolhaté a becslés tobb tulajdonsaga is, és emiatt konnyen altalanosithaté az eljaras
magasabb dimenzidkra. A kutatds targya a legegyszeriibb eset: egy qubit vizsgdlata.
Ebben az esetben az allapottér a Bloch-féle parametrizacio segitségével egy gomb lesz
a hdromdimenziés térben. Am a standard becslés, kiilondsen ha a mérésszdm kicsi,
illetve az eredeti allapot kozel van a gomb felszinéhez, konnyen adhat gombon kiviili
eredményt, azaz egy olyan allapotot, aminek nincs valddi fizikai jelentése. Ez konnyen
kikiiszobolhetd, ha becslést megszoritjuk a valodi allapotok terére, am ekkor a becslésiink
elveszti kedvez6 tulajdonsagait.

A dolgozat els6é részében e két mddszer ismert tulajdonsigai vannak felsorolva, va-
lamint azok a fogalmak amelyek sziikségesek a probléma targyaldasdhoz. Ezutan kovet-
keznek a sajat eredmények: a két modszer variancidjanak osszehasonlitasa, és az ezzel
szorosan Osszefiiggo, a fizikailag értelmetlen becslés valdsziniiségének becslése az eredeti
mddszerrel. A mésodik részben egy specidlis esetet (a teljesen kevert dllapotot) vizsgdlom
meg a valészinliségszamitas eszkozeivel, mig a harmadik részben a nagy eltérés tételek
témakorét [2] hivom segitségiil a probléma megolddsdhoz. Az igy kapott eredmények elég
altalanosak, felsé becslést kapunk a konvergencia sebességére, ezért a negyedik részben
szamitogépes szimuldciokkal megvizsgaljuk, hogy a kapott becslések mennyire térnek el
a valésagtol.



1.2. Definicidk, jelolések, fogalmak
1.2.1. A rendszer allapota

Jeloljiik f-val az egyparaméteres rendszer (qubit) allapotat. Egy allapotot egyértelmiien
jellemez a siiriiségi matrixa (p(#)), mely altaldban egy naxn-es matrix, amely teljesiti az
alabbi feltételeket:

e Tr(p(0)) =1

e p(f) >0

Esetiinkben a siiriiségi matrix 2x2-es lesz. Valamint az elébbibdl azt is tudjuk,
hogy a féatléban 1é6v6 szdmok Osszege rogzitett, igy az &allapotteriink 3 paraméteres
lesz. A pozitiv szemidefinitivitds atirhaté geometriailag szemléletesebb alakba a Bloch-
parametrizicié segitségével:

1
p(0) = 3 (I + 6101 + 0209 + O503) ,

ahol I az eggységmatrix, tovabbd o1, 09 és o3 a Pauli-matrixok, lasd (2). Méas formaban
1 1+6; 6, —ib,
) =3 [ 0, +if 106 (1)

Ezért a stirliségi matrix elemei helyett a megfelelo 6;-kel tudjuk jellemezni az allapotot.
Konnyi meggondolni, hogy ekkor a masodik feltétel az alabbira moédosul:

\/ 02+ 02462 <1,

azaz az allapotteriink az egységsugari (hdromdimenzids) gdbmb. Azon éllapotokat, amelyre
egyenloség teljesiil tiszta dllapotoknak nevezziik, azon &allapotokat amelyekre szigoriu
egyenlé6tlenség teljesiil kevert allapotoknak nevezziik. A tovabbiakban az allapotot vagy
a sirilisségi matrix-szal, vagy a megfelel6 6 vektorral jeloljiik attol fliggden, hogy melyik
jelolés a célszertlibb (ez nem okoz problémét, hiszen kénnyedén dtszamolhaté az egyik a
masikba).

1.2.2. Meérések

A rendszer allapotat méréssel lehet rekonstrudlni, azonban egy mérés eredménye csak
tiszta allapot lehet, igy ha az allapotunk kevert, akkor biztos, hogy 1 méréssel nem
tudjuk megmérni az allapotat. Ezért feltesziik, hogy sok azonos dllapoti egymdstol
fiiggetlen qubitiink van.



A méréseink onadjungdlt 2z2-es matrixok. Ha a spektrdlis felbontdsa a matrixnak
> AiP;, ahol Pi-k projekcidk, akkor annak a valészintisége, hogy a mérés sordn A;-t
kapunk, feltéve, ha a kezd6 dllapotunk p:

P,(Ai) = Tr(pP)

Haromfajta mérést hajtunk végre, ezek a

wm (22 o= [05] (b 8] e

Pauli-métrixoknak felelnek meg. Mivel mindhdrom matrix unitér, sajatértékeik +1. Ha
o; mérését hajtjuk végre a p(f) dllapotban, akkor a +1 kimenet valdszintisége
1+0;
5

Fizikailag 01,09 és 03 az x, y z irdnyu spin mérést jelenti.

Tegyiik fel, hogy mindhdrom irdnyban m mérést hajtunk végre. Ekkor az adatokat
tarolhatjuk, egy 3xm-es métrixban, példaul:

+1, —1, -1, ... +1, + x irdnyban
D=|-1, -1, +1, ... +1, < y iranyban
+1, +1, -1, ... -1, + z irdanyban

1. 2. 3. ... m.

Lathato lesz, hogy elég ha az egyes sorokban megjegyezzik a +1-ek relativ gyakorisagat:

Vg 1= %, ahol £ =1,2,3, és mg a (+1)-esek szama a &-edik sorban.

1.2.3. A legkisebb négyzetes modszer

Az legkisebb négyzetes médszer altaldnosan ismert médszer, a célja a hiba négyzetének
a minimalizaldsa. Ha a mérések soran kapott relativ gyakorisagok vg-k, akkor a valodi
értéktél valé eltérés az alabbi négyzetisszeggel egyezik meg (a mérések ligyes megvélasztasa
miatt nincsenek kereszttagok):

m 146\’
¢rs(D,0) = Z (Vﬁ_ 9 6)

£=1,2,3

Ezt a kifejezést akarjuk minimalizalni, ezt pedig nyilvan akkor minimalis, ha a zardjelben
1év6 kifejezések rendre 0-k. Igy vg-k ismeretében az aldbbi becslésiink adédik 6 értékére:

21/1 —1
21/3 —1

6



Az el6z6 becslésnek van egy elég jelentés hibaja, mégpedig hogy adhat eredményként
egy gombon kiviili allapotot. Ez kiillonosen akkor valdszinii, ha a mérések szama kicsi,
vagy a rendszer valdodi dllapota kozel van a Bloch-gomb felszinéhez. Ezért bevezetjiik a
megszoritott legkisebb négyzetes becslésiinket:

(D) if [|@(D)]l2 <1
(D) = (4)
TP if (| @ (D), > 1

Ez mindig értelmes eredményt fog adni, hiszen megvizsgdlja az eredeti becslésiink eredményét,
ha az gombon beliili, akkor valtozatlanul hagyja, ha gombon kiviili, akkor pedig leosztja
a hosszaval, azaz lényegében rahizza a gomb felszinére.

1.3. Eddigi irodalmi eredmények

Az eddigi kutatasok e két becslés tulajdonsagainak meghatdrozasara vonatkoznak. Az
alabb felsorolt eredmények foként Magyar Attila és Petz Dénes munkdja, részletesebb
leirasuk megtaldlhaté [9] és [10]-ben.

1.3.1. Az eredeti becslés tulajdonsagai

Az eredeti (3) becslés sokkal egyszeriibben kezelhet, igy sokkal t6bb mindent is tudunk
rola:

1. Tétel. Az eredeti becslés, (3) torzitatlan.

Bizonyitds:

Mivel az egyes paraméterekre egymdstol fiiggetleniil adunk becslést, elég beldtni az
egyik irdnyban, példaul 6;-re. Es tudjuk, hogy E(¢(X)) = > t(z)p(x), igy:

m 2 m m
: m1:0 m1:O
2 2 1+6,

EX —1=—":
(1) mm

1—|—01)

mivel X; egy (m parameteru binomialis valésziniiségi valtozo.

2. Tétel. Az eredeti becslés, (3) kovariancia mdtriza:
1= o 0
vr@)=—| 0 1-62 0
m 0 0 1—62



Bizonyitds:

1

A mérések fiiggetlenségébdl adédik, hogy V™ (6) =
kovariancia matrixat kiszamolni.

Vo) = E{(2'(D) - 0)(2"(D) - 0)"},

kiirva;:
Vi0):; = E{(®/(D) - 6,)(®j(D) - 0,)},  4,j=1,2,3.

Az egyes irdnyt mérések fliggetlenségébdl, ha i # j, akkor V'(6);; = 0.
Masrészt:

Vi(0)ii = E{(2}(D) ~ 6} = E { (2 -1- 91-)2} ,

ahol m; csak 0 vagy 1 lehet, igy

V1(@)is = (1 — 6,)2 - %(1 +0,) + (1462 %(1 ) =1—0

3. Tétel. Az eredeti becslés, (3) Fischer informdcids mdtriza:

Zz 0 0
m@)=m| 0 g O
1

0 0

Bizonyitds:
A Fischer informacids matrix definicid szerint:

0 0
1), =F { (8—01 lnfg,m(D)> . (8—@ In fg,m(D)> } , 1,7 =1,2,3,

— . V1(0), igy elég egy mérésnek a

ahol fy (D) az el6bbiekben mar emlitett binomiélis eloszlds stirtiségfiiggvénye. Végigszamolva

valéban a fenti formula adodik.

4. Tétel. Az eredeti becslés, (3) hatdsos.

Bizonyitds: Trivialis az el6z6 két tétel és a Cramer-Rao egyenlStlenség [3] ismeretében.
Ugyanis a Fisher-informécié matrix inverze alsé becslése a kovariancia matrixnak, esetiink-

ben pedig pont teljesiil is az egyenldség

Azaz arra jutottunk, hogy az eredeti legkisebb négyzetes becslés hatasos, azaz az
Osszes torzitatlan becslés koziil minimdlis kovariancia matrixi. Ez és a konnyi szamolhatosaga
roppant vonzova teszi ezt a becslést, &m ne feledjiik, hogy konnyen adhat értelmetlen

eredményt (Bloch-gémbon kiviilit).



1.3.2. A megszoritott becslés tulajdonsagai
Megjegyzés: A megszoritott becslés, (4) méar nem torzitatlan.

Konnyt ellenpéldat taldlni, hiszen egy mérés esetén:

B{#(D)) =z 5 (1400 - = 1 (1=6) = 72,

Azaz ha barmely 6; # 0, akkor a becslés nem torzitatlan.

5. Tétel. A megszoritott becslés, (4) aszimptotikusan torzitatlan, a konvergencia se-
bessége exponencidlis a mérések szamdnak fiigguényében.
Bizonyitds

A tétel bizonyitdsa megtaldlhat6 [9]-ben. Ide csak azt jegyezném meg, hogy a bi-
zonyitas a nagy eltérés tételek segitségével torténik.

1.4. A probléma Kkitiizése

Mint azt 1attuk, az eredeti legkisebb négyzetes mddszer hatdsos. Felmeriil a kérdés, hogy
a megszoritott becslésnek mi lesz a kovarianciamdtrixa.

Mint l4tni fogjuk ez egy nehéz kérdés, igy arra adunk becslést, hogy a megszoritds altal
mennyivel valtozik meg a kovarianciamatrix. Pontosabban azt fogjuk vizsgalni, hogy
mennyivel valtozik meg a teljes variancia, azaz a kovariancia matrix nyoma. Konnyt
atgondolni, hogy a megszoritott kovariancia matrixa kisebb mint az eredeti kovariancia
matrixa, igy ha a nyomuk konvergal, akkor a kovariancia matrixok elemenként is kon-
vergalni fognak.

Az eredeti becslés teljes variancidja:

1 1 1
VAR, = / / / (29, 2) — (0a, 0y, 0)2 - L7(r.0) d dy dz

-1-1-1

A megszoritott becslés teljes varianciaja:

1 11
VAR = /// (@', ¢, 2') — (0,0, 02)|* - L™(r,0) dx dy dz
“1-1

ahol
(z,9,2) if 2 +y?+22<1

(:L,I, yI’ ZI) —

AL g 22 >

9



Kiilonbség csak abban az esetben van, ha a vektor a Bloch-gombon kiviilre esik, s igy
VAR, > VAR,:

VAR,.—V AR, = (2,9, 2)— (00, 0,,0,)°—|(2, ¢/, 2') — (0s, 0y, 0,) |*)-L™(r, 0) dz dy d=
y

VAR, — VAR, = / (d(r,0)> — d(r',0)?) - L™(r,0) dr (5)

[r|>1

ahol az integralandé tartomdany a Bloch-gdbmbon kiviili rész, d(. , .) két pont tavolsagat
jeloli, valamint r = (z,y, 2) és ' = (2, ¢/, 2').

2. Egy specidlis eset, a nyomszerii allapot varianciajanak
a vizsgalata

A probléma nehézsége miatt elGszor egy egyszeriibb eset kovetkezik: vizsgaljuk meg a

maximalisan kevert allapotot (nyomszerii allapotot), azaz tegyiik fel, hogy a rendszer

allapota a Bloch-gémb kézéppontjaval reprezentdlhaté (0 = (0,0,0)).
Ekkor (5) jelentésen kiegyszeriisodik:

VAR, — VAR, = / (7 = [#'[2) - £™(r,6) dr = / (rP = 1)-L™(r,0) dr  (6)
Ir|>1 [r|>1

ahol L™ (r, ) a binomialis eloszlas likelihood fiiggvénye. Sajnos a diszkrét eloszlasndl ne-
hezen kezelhetd, hogy bent vagyunk-e a Bloch-gémbben, igy normalis eloszlassal kozelitjiik.
Ezt elvégezve mar elvégezhetdek a kivant szamitdsok.

2.1. Attérés binomislis eloszldsrél normalis eloszldsra

A binomidlis likelihood fiiggvénye az alabbi:

e IG5 (5 1)

§=x,y,z {=x,y,2

Ha ezt csak az egylk irdnyba nézziik, akkor ez egy binomidlis eloszlds, melynek pa-

1+
raméterei: m, mg, —5—.

9 140 1-6 1-67
Ennek a vérhaté erteke m - % szérasnégyzete pedig: m + e e = m —

10



Jelen esetben 0 = 0, igy a fenti kifejezések az aldbbi egyszeriibb forméra hozhatdk:

varhato érték = 7, szérdsnégyzet= 7. Legyen a kozelitd normadlis eloszldsunk, ugyan-

ekkora varhaté értéki és szérdsi. Ekkor az 6 likelihood fliggvényének egy komponense:

_ m)2
L7(D,0) = 2 exp [_QM]
Tm m

Az me = 5+1 m valtozbcserével a kovetkezdt kapjuk:

o= 11 o ()= I Ee(29)

&= Eyz §=z,y,2
m\’ m m m
= < %) - eXp [—E(xz + 9% + 2 )] = < %) - €Xp (—5 7“2)

2.2. Binomalis és normalis eloszlast 0sszekotd lemma

Ahhoz, hogy megbecsiilhessiik (6)-t sziikkségiink van az aldbbi lemmadra:

1. Lemma. 3N, ha m > N, akkor L™(r,0) < L™(r,0), ahol |r| > 1.

Bizonyitds: A binomidlis eloszlas likelihood fiiggvénye, L™ (r, 0) egy diszkrét fiiggvény,
azonban kiterjeszthetjiik folytonos fiiggvényé (hiszen a binomidlisok 1éteznek nem egész
szamokra is).

A normalis eloszlas stirtiségfiiggvénye, L™ (r, 0) konstans, ha |r| konstans, azaz elég ma-
ximalizdlni £™(r, 0)-t a gémbfeliileten.

Ha a folytonos binomidlis likelihood fiiggvénye kisebb, mint L™ (r,0), akkor a diszkrétre
is igaz, hogy L£™(r,0) < L™(r,0), hiszen az egész helyeken ugyanannyi az értékiik, ha
pedig né a tavolsag a kozépponttél, mindkettonek csokken az értéke, azaz mivel a fo-
lyonos eloszlast tudjuk értelmezni a gémbfeliilet minden pontjdban (a diszkrétet pedig
lehet, hogy csak a gdbmbon kiviil lehet értelmezni), igy a folytonos maximuma legaldbb
akkora mint a diszkrété. L£™(r,0)-nak maximuma van, ha log £™(r, 0)-nak maximuma

van , és log L™(r,0) = log [(%ﬂ"m) (;,Tfl”m) (%lnm) 8m+1} log( m) + log (nyl”m) +
log (=41, ) + c¢(m). Valamint teljesiil a 22 + y* + 22 = 1 feltétel.

A maximumot kiszdmolhatjuk Lagrange-moddszerrel. A Lagrange fiiggvény az alabbi
lesz:
L(x,y,z,/\) = IOg,Cm(’f’, 0) —A- (372 + y2 + 2'2 - 1)

Es tudjuk, hogy csak akkor lehet maximuma az eredeti feladatnak, 4 = 0, & = 0,

? dr ’ dy
ar _
dz _ 0’
amibdl:

dL. _ d m
— 1 —2\z =
dz  dz 0g< o m) Az =0

11



A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy x,y, z pozitivak.

L Jog ( wTJl” ) egy paratlan fliggvény és konkdv, ha x pozitiv, igy minden A-ra az el6z8
egyenletnek, csak egyetlen megoldasa van.

A masik két egyenlség (y-ra, és z-re) teljesen ugyanilyen, igy nekik is ugyanez az egy
pozitiv megoldédsuk lesz, azaz tudjuk hogy x = y = 2z, ha L™(r,0) extremadlis, azaz tud-
juk a megfelel6 helyettesitoé értéket, ha beirjuk a képletekbe, és a mérésszammal tartva a
végtelenbe, megkapjuk hogy a normaélis eloszlas aszimptotikusan lassabban tart nulldhoz
(valéjdban a hanyadosuk nulldhoz tart), amibél mér kovetkezik a lemma allitasa.

Megjegyzés: Szamitogépes szamitasokbol kideriil, hogy N = 18 mar jo.

2.3. Becslés a normalis eloszlas segitségével
Irjuk fel még egyszer (6)-t:
VAR — VAR, = / (7P = 1) - £™(r,0) dr
[r|>1
Tudjuk, hogy (|r|* — 1) > 0, igy az 1. Lemmabdl:
VARw—V AR, < / (I = 1)-L™(r, 0) dr = / P21 (r, 0) dr— / L™(r,0) dr — A—B.
[r[>1 [r|>1 lr|>1

Az L™(r,0) csak a Bloch-vektor hossz4tél fiigg. Igy logikusnak tiinik, hogy kiszdmitjuk
a slirlisségfiiggvényét annak, hogy a becsiilt vektor r hosszi (rajta van az r sugard
gémbdn).

3
2 m3
Pt e 0= n () o (57) = 12 e ()

Amibol:

A:/TZ-Prdr,ande/P,«dr
1 1

A teljes variancia 2, gy

1

1
3 3 [2 m?
A= —— Pr-r2dr:——/ T exp (—TTQ) dr
m m T 2
0

0

1 1
[9 m3
le—/Prdrzl—/ mn r2exp(—mr2)dr
™ 2
0 0
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2.4. Tovabbi szamitasok

Parcidlis integralassal:

1 1 1 2
/TQ-eXp(C r?)dr = 3 3 exp(c 7‘2)—/ 3 r3-2cr exp(cr?®)dr = 3 3 exp(c TQ)——C /r4 exp(cr?)dr

3
és
/1-exp(c r?)dr = r exp(c 7‘2)—/7"267‘ exp(cr?)dr = r exp(cr?)—2c /7“2 exp(cr?)dr

Amibol: .
/r2 exp(c r’)dr = % (r exp(c r’) — /exp(c r2)dr>

és

/r4 exp(c r?)dr = % (% r3exp(c r?) — /7“2 -exp(c rz)dr> =

_ 2% (% " explc 1?) — 2ic (r exp(c 1?) — / expl(c r2)dr>>

1 3 3
=5 r3exp(c r?) — 4—627’ exp(c %) + 12 /eXP(C r?)dr

Ezt felhaszndlva: esetiinkben ¢ = —%, az integrdlds tartomdnya legyen [0, 1], és az

utols6 integralban alkalmazva a t := r y/m hellyettesitést, az aldbbi képleteket kapjuk
(ahol ¢(t) a standard normadlis eloszlds siirlisségfiiggvénye):

3 2 3 7
A= ——|-3y/— exp (_@)_”_m exp (——)-l—— / o(t) dt
m mm 2 m 2 m
—vm
és
5 vm
B=1+4/2" exp (—T>— / o(t) dt
T 2
—vm
fgy a keresett mennyiség:
2 3 T T
A—B=3{/—— exp (—@)—I—— 1— / et)ydt| — 11— / o(t) dt
m T 2 m
—vm —v/m

Hasznéljuk fel az aldbbi egyenl6tlenséget, ahol X standard normalis eloszldst (konnyii
beldtni, elég megvizsgdlni mindegyik kifejezés derivéltjat):

1 1 1 2 1
— - —= ) e 2 < PX>1) < —
Vor <ac x3) ( ) Vor
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és szimmetridbol:

2 /1 1\ 2 r [
VA G e 2 < P|X|>2)=1— [ pt)dt <— —e =

A — B-ben a masodik tag elhanyagolhaté a tobbihez képest, igy azt kapjuk, hogy

2v/2 1

A—Bwﬁﬁ exp(—%)

2.5. A konvergencia sebessége szimmetrikus esetben

Mindezek tiikrében kimondhatjuk a kovetkezo tételt:

6. Tétel. .
m
— <c- — —
VAR,.— VAR . <c NG exp ( 5 )

Azt kaptuk amit vartunk: teljesiil az aszimptotikus torzitatlansig, és a konvergencia
sebessége nagyon gyors, tobb mint exponencidlis.

3. A variancia megvaltozasa altalanos esetben

A nagy eltérés tételek arra mondanak becslést, hogy az allapotok egy halmazaba mekkora
valészintiséggel lesz a becslésiink.

VAR, — VAR, = / (Ir =0 = |r'"—=0]*) - L™(r,0) dr
[r|>1
Ebben a kifejezésben |r — 6|2 — |r' — 6|2 korlatos: |r — 02 — |' — 0> = (|r — 0| + |r' —
0))(|r — 0] — |r' —6]).
lr—0|+|r'—0<2+(1++v3)=3++v3 ,and |r—0|—|r' -0 <v3-1

fgy [r =02 —|r'—0]> < 3+v3)(V3—1) = 2v3 =: K, és eléri, ha § = (—-. ,—%,—%)
ésr=(1,1,1).

S
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Amibél

VAR, — VAR, < K - / L0, 0) dr = K - P™(lr| > 1) (1)

[r|>1

Tehat ha van egy jo becslésiink arra, hogy mekkora valdsziniiséggel esik a becslés a
gombon kiviilre, akkor kapunk egy becslést a konvergencia sebességére. A nagy eltérés
tételek pont ebben segitenek.

3.1. Nagy eltérés tétel alkalmazasa 1 dimenziéban

7. Tétel (Cramer,[2]). Legyen (X;) figgetlen azonos eloszldsi valds értéki valdszintiségi
vdltozo, melyre
o(t) =E ™ < 0

Legyen S, = > X;. Ekkor minden a > EX;,
i=1

1

1
lim —logP(S, > an) = —I(a),

n—00 N

ahol

I(z) = stlelﬂg[zt — log p(1)].

Esetiinkben az X; valtozék a kisérletek kimenetele lesz a megfelel6 £ irdnyokban, ami
binomidlis eloszlast eredményez.

Specidlisan: P(X; =1) =p, és P(X; = —1) = ¢, ahol ¢q=1—p, és p = Sy

2
Akkor ¢(t) az aldbbival lesz egyenlé:

et) =E X1 =P(X; =1) - e + P(X; = 1) - D = pel 4 ge™.
Ebbél mér kiszdmolhatjuk a rita fliiggvényt(/(z)-t):

I(x) = sup|zt — log p(t)] = sup[zt — log (pet + qe_t)].
teR teR

Ha lederivaljuk a belsé kifejezést megkapjuk a staciondrius pontokat:

pe’ —qe

¢ -t — —
Ebbdl kifejezziik ¢-t (itt lesz maximélis):
1 1
2 7 p(l -z



Behelyettesitve a rata fiiggvénybe:

L e (A R =)

Atalakitasok utén:

x+1 x+1 1—=x 1—=z r+1
I(e) = ng(%)+ Qk%(%)—s(Q w) ®)

z+1
2

Azaz megegyezik és p relativ entropidjaval. A minimumot az r = p—q = 2p— 1-ben
veszi fel, igy ha Taylor-sorba fejtjiik e pont koriil, akkor ezt kapjuk:

(z—(p—q))?
8pq

I(x) ~ (9)

Legyen a = EX; + A = m + A, ekkor a 7. Tételbol:

_ _ 2
i LiogB(S, > (A = Jim Liogp (52— > 1) o LA 0)

n—o00 1N n—00 1 8pq
és
m=EX, =P(X, = 1)-1+B(X; = -1)- (-1) =p ¢
gy 1 ) N .
lim —logP( —= —m > ) ~ee = T
n—00 1 n 8pq 2(1 - 96)
amibdl

Sn A2
n_m > <c- -y
]P(n m_/\)_c exp[nQ(l_gg)]

Ahol 5;1—" a legkisebb négyzetes becslés n mérés utdn, és m a valdédi dllapota a rend-
szernek. Azaz ez azt mondja, hogy annak a valdszintisége, hogy a valddi allapot és a
becslés kiillonbsége nagy (nagyobb A-nil) exponencidlisan csdkken, ha a mérések szama
novekszik.

3.2. Nagy eltérés tétel alkalmazasa altalanosan

8. Tétel (Cramer, altaldnosan). X; nem feltétlenil valds értékd fiiggetlen azonos el-
oszldsu valosziniségi viltozo, és F' eqy zdrt halmaz, akkor

lim ~ log P (ﬁ c F) = —inf{I"(u): u € F}. (10)
n

n—oo N
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A mi esetiinkben F' a Bloch-gombon kiviili tartomdany lesz, amibe beletartozik a felszin
is, hiszen F' zart.
A hdrom dimenziés eloszldsunk fiiggetlen egy-dimenziés {—1,1} bindris eloszldsokbdl
all, melyek rata fiiggvényét az elobbi fejezetben kiszamoltuk. A legkisebb négyzetes
becslésiink ezen vektorértékii valosziniliségi valtozd empirikus varhaté értéke, azaz Sn—” A

fliggetlenség miatt a rata fiiggvény az egy-dimenziés rata fiiggvények osszege lesz:
I*(z,y,2) = I(z) + I(y) + 1(2)

ami egy nemnegativ fiiggvény, és I*(z,y, z) = 0 pontosan akkor, ha (z,y, z) = (04,6y,0.).
Igy ha ||f]|2 # 1 akkor az &sszes (z,y, z)-re, ami a Bloch-gémbén kiviil van I*(z,y, z) >
6> 0.

3.3. A konvergencia sebessége altalanos esetben

Az el6bbi és (7) fényében kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

9. Tétel. Ha a valddi dllapotunk nem tiszta, akkor:
VAR,. — VAR. < C exp (—K(0) -m),

ahol K eqy 0-tdl fiiggd konstans.

Azaz minden kevert dllapotra belattuk a konvergenciat, sot azt is, hogy exponencialis
a sebessége.

3.4. Specialis eset: 6; = 0y =03

Konkrétan a Bloch gdmbon kiviil keresett infimum, azaz (10) meghatédrozasa nem végezhet
el analitikusan az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil, azonban (9) alapjén adhatunk egy
heurisztikus becslést, hiszen a Taylor-sordnak els6 két tagja szerint, a rata fliggvény egy
irdnyban a valédi dllapot és a vizsgdlt dllapot kiilonbségének négyzete osztva egy kons-
tanssal. Ezeket Osszeadva azt kapjuk, hogy az ekvipotens feliilet egy ellipszoid, azaz
abban a pontban veszi fel az infimumot, ahova a beirt ellipszoid érinti a gomb felszint.

Ha 6, = 6, = 03 > 0, akkor mindeniitt ugyanaz a konstans, igy az ellipszoid gombbe
megy at, és ez nyilvanvaléan az %(1, 1,1)"-ben érinti a Bloch-gémbot. Mint 14tni fogjuk
ez utobbi becslés meg is felel a valésagnak:

10. Tétel. Ha 6, = 0y = 05 > 0, akkor a rdta figguény az %(1, 1,1)T-ben veszi fel az
infimumadt a Bloch-gombon kiviil.

17



Bizonyitds

Elészor is belatjuk, hogy ha (z,y,z)’-ben veszi fel I* az infimumdt, akkor z,y, z
nemnegativok. Ugyanis tegyiik fel, hogy legaldbb az egyik negativ, példaul z, akkor
I(xz) > I(—x), hiszen a rita fiiggvény szimmetrikus a val6di allapot értékére, ami jelen
esetben pozitiv, és igy

I'(z,y,2) =1(z) + I(y) + 1(2) > I(—z) + I(y) + I(2) = " (—=z, v, 2),

azaz (z,y,2)"-ben nem lehet I*-nak infimuma.

(8) alapjan tudjuk, hogy

r+1 z+1 11—z 1—z 1+ 6;
(z) 5 0g< 2p)+ 5 Og( % >,30p 5 4 p

Mivel 6; = 6, = 05, igy y és z esetén is ugyanaz lesz p és q értéke.

Minél kézelebb megyiink a gémb felszinéhez annal kisebb lesz I*(u), hiszen elérheté,
hogy csak az egyik koordinatat valtoztatjuk tigy, hogy kozelebb keriiljon a valédi allapothoz.
fgy az infimum mindenképp a gémb feliiletén fog felvétetni, és Lagrange-mddszerrel
kiszamithatjuk az infimumot.

A Lagrange fiiggvény az alabbi lesz:

Es tudjuk, hogy csak akkor lehet maximuma az eredeti feladatnak, ha % =0, % =,

) dy
ar _
dz _ 0’
amibol:

I'(z) = 2\x
Vizsgéljuk meg f(x) = I'(x)-et!

1 r+1 1 1—2x
f(x):§log< 2p )—§log< 2 )

10 = 3108 (5-) — 3108 (5, ) = 3lo8 20) - tog 2] <0
f’(x)=%<$il+1ix>>o
f”(ﬂC)Z%((l_lgc)2 — (x—il)Q) >0, ha >0

Azaz ha = > 0, akkor f(z) szigorian monoton né és konvex, valamint a O-ban felvett
értéke negativ, igy barmely nulldn dtmend egyenes legfeljebb egy pontban metszheti,
azaz legfeljebb egy pozitiv megoldasa van.
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Mivel tudjuk, hogy folytonos fiiggvény kompakt halmazon felveszi infimumadt, igy
létezik olyan (z,y, z)” pontja a felszinnek, ahol I* minimélis, és mivel ugyanaz az egyen-
let irhato fel y és z-re, mint azt az el6bb tettiik x esetén, igy mindegyiknek pontosan egy
megoldasa lesz, méghozza ugyanaz, azaz x = y = z, és mivel a gombfelszinen vagyunk,
ez egyenld lesz %-mal.

A 10. Tételt felhasznalva mar kénnyen kiszdmithatjuk (10)-t:

1 1 1 1
—=+1 —=+1 1— > 1— =
V3 NG V3 V3
1 1 11
2 Og(1+0>+ 2 Og(l—&)]’ (11)

K(Q):3-I<%) _3.

ah010:01:92:93>0.

Ez igy nem igazan mond sokat, de az 1. abran jol latszik, hogy O-ban az értéke
tobb mint a 0.5, valamint az, hogy szigorian monoton csokken, ahogy tartunk a gomb-
felszinhez, ahol is 0 lesz a fiiggvény értéke, azaz a felszinen, mar nem latjuk, az expo-
nencialis konvergenciat.

0.7

Az exponens értéke theta fliggvényében
T

0.6 . -

exponens értéke

1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

theta értéke

1. dbra. Az infimum értéke 6 fliggvényében
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4. Szimulaciok

Ahogy az mar a bevezetésben meg van fogalmazva, kaptunk az eltérésre felsé becsléseket,
és a most kovetkezo részben szeretnénk megvizsgalni, hogy mennyire tér el a becslésiink
a valésigtdl. Ennek vizsgdlatdhoz MATLAB [7] scriptek lettek irva, melyek kiszamoljak
a pontos szérasokat, valamint kirajzoljak a kivant fiiggvényeket.

4.1. Az varianciarol altalaban

A kovariancia matrix normaja egy kevert allapotra

T T
=@= Megszoritott becslés
@ Eredeti becslés

0.0! -

0.1 T T T T

kovariancia matrix normaja

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

mérések szama

2. 4bra. A kovariancia métrix norméja a [0.3, —0.3,0.3]” kevert &llapotra

Azt szeretnénk megtudni, hogy teljesiil-e a konvergencia, valamint hogy mitol és ho-
gyvan fiigg a sebessége. Az elég nyilvanvalonak tinik, hogy az eltérés fiigg a mérések
szamatol. Az elozo fejezetben a felsé becslésiink fliggott a rata fiiggvénytol, méghozza
oly médon, hogy minél inkabb a gomb szélén vagyunk annal lassabb lesz a konvergencia.
fgy az a varakozasunk, hogy a valddi allapot kevertsége is osszefiiggésben van-e a kon-
vergencia sebességével. Mivel a kovariancia matrixot nehéz abrazolni, igy a legnagyobb
sajatértékét abrazoltuk a mérésszam fliggvényében (mivel olyan dllapotokat vizsgalunk
ahol a koordinatak azonos nagysaguak, igy a kovariancia matrix féatléjaban minden elem
megegyezik a legnagyobb sajatértékkel). Az dbran szaggatottal az eredeti, folytonossal
a megszoritott becslést jeloltiik.

Az 2. abran egy kevert allapot lathaté. Jol megfigyelhetd, hogy a variancia forditottan
aranyos a mérésszammal, valamint az is, hogy a két becslés kozotti killonbség mar kis
mérésszam esetén is (20-30 mérés) gyakorlatilag megegyezik. Ellenben a 3. dbran egy
tiszta allapot lathatd, és még akar 100 mérésnél is észrevehetd a kiilonbség. Az is latszik,
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A kovariancia métrix norméja egy tiszta allapotra

0.1 T T T T
=@= Megszoritott becslés
'@ Eredeti becslés

0.09 - q

0.08 - q

kovariancia métrix norméja

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
mérések szama

3. dbra. A kovariancia métrix norméja a [0.5774, —0.5774, 0.5774]7 tiszta éllapotra

hogy az eredeti szérdsa a nagyobb, hiszen a megszoritasnal lecsokkennek a tdvolsagok,
igy a szoras is.

4.2. A konvergencia sebessége

Val6jaban nem a két varianciara vagyunk kivancsiak, hanem a kiilonbségiikre, uigyhogy
célszertibb azt megvizsgalni. Am azt tudjuk, hogy a konvergencia kevert allapotokra
legaldbb exponencidlis, igy ha a kiilonbséget adbrazolnank pillanatok alatt 0 kozelébe
érnénk, és nem tudndnk 6sszehasonlitani az egyes értékeket. Ezért dbrazoljuk a kiilonbség
logaritmusat. Ezzel elérjiik, hogy nagy intervallumon 0Osszehasonlithaté adatokat kap-
junk, valamint mivel gy gondoljuk, hogy a konvergencia exponencidlis, igy a fiiggvényiink
meredeksége meghatarozza a valédi exponens értékét.

Azonban a 4. abran rogton megfigyelhetiink egy furcsasagot, a fliggvény kezdetben
szabdlyosan viselkedik, majd 50-60 mérés kozott megvaltozik, majd teljesen véletlenszerti
értékeket vesz fel. Ez abbdl adédik, hogy a konvergencia olyan gyors, hogy mar 60
mérésnél kisebb az eltérés, mint a szamitégép pontossaga, igy onnantol kezdve valéban
véletlenszertiek az adatok. Azonban az elsé részén jol lathaté a linearitds, azaz tényleg
exponencialis a konvergencia sebessége.

Ha tévolodunk a Bloch-gémb kézéppontjatél, mar nem futunk bele ilyen szdmitdsi
pontatlansagba. Egy tipikus helyzetet mutat az 5. dbra: a meredekség az elején valtozik,
de egy id6 utan bedll egy hatarozott irdnyba.

A kérdés, hogy mi torténik tiszta allapot esetén. Mind az a 6. &bran lathaté, a

21



A becslések eltérésének logaritmusa a mérésszam fliggvényében
-5 T T T T T T

-20

eltérés logaritmusa

-35
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

mérések szama

4. dbra. Az eltérés logaritmusa a [0,0,0]” 4llapotra

A becslések eltérésének logaritmusa a mérésszam flggvényében
-4 T T T T T T

eltérés logaritmusa
I
N
5
T
L

—24 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

mérések szama

5. abra. Az eltérés logaritmusa a [0.3, —0.3,0.3]7 kevert allapotra

meredekség egyre csokken, de nem tudjuk megmondani, hogy a nulldhoz tart, vagy 6 is
megallapodik egy irdnyban, mint az az el6z6 dbranal lathatoé volt. Taldn megdllapithaté
lenne, ha nagyobb mérésszamig vizsgalndnk, azonban a szimuldciék nagy futdsideje ezt
nem teszi lehetévé, azaz még egy kicsivel lehetne béviteni az intervallumunkat, azonban
nagysagrendileg nem, igy nem vagyunk kisegitve.
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A becslések eltérésének logaritmusa a mérésszam fliggvényében
-4 T T T T T T

eltérés logaritmusa

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

mérések szama

6. dbra. Az eltérés logaritmusa a [0.5774, —0.5774,0.5774]" tiszta 4llapotra

4.3. A becslések pontossaga

Hasonlitsuk Ossze az el6z0 két fejezet eredményei révén kapott becsléseket a valosaggal
nyomszerli allapot esetén. Ezt hasonloképp végezziik mint az el6bb, az eltérés logarit-
musat rajzoltatjuk ki. Ha a 6. Tételben 1évé becslést hasznaljuk, akkor ¢ helyére irjuk
be az asszimptotikus értéket: % (nagy valdszintiséggel ez is j6 lesz, hiszen a binomidlist
joval feliilbecsiiltiik a normalissal). A 9. Tételben 1évé becslésben szintén nem tudjuk
C értékét, jelen esetben 1-nek vesziik, és csak a meredekséget figyeljiik, ami (11) szerint
koriilbeliil —0.53232133. Tudjuk, hogy szimmetrikus allapotndl 60 mérésnél méar hibés

eredményt kapunk, igy csak 50 mérésig rajzoljuk ki az értékeket.

Tudjuk, hogy a 2. fejezet becslése esetén az exponens —0.5-hoz tart. A nagy eltéréses
becslés esetén, mint azt mar emlitettiik koriilbelil —0.5323, mig a valdsigban a szi-
muldciébdl az addédott, hogy nagyobb mint —0.56, azaz kimondhaté, hogy mindkét
becslés elég jol kozeliti a sebesség nagysagrendjét, azaz az dbran a meredekséget.

5. ésszegzés

A dolgozat célja az eredeti legkisebb négyzetes becslés szérasanak osszehasonlitdsa a meg-
szoritott becslésével egy qubit esetén. A motivaciot az adja, hogy a gyakorlati életben
az eredeti becslést haszndljak, mivel 1ényegesen egyszeriibben kezelhetd, torzitatlan és
hatasos. Azonban értelmetlen megoldast is eredményezhet, igy ha matematikailag kor-
rektek akarunk lenni a megszoritott becslést kellene alkalmazni. Azt tudjuk, hogy a
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Az eltérés logaritmusa a mérésszam fliggvényében

T
=@ Nagy eltérés
Valodi

- @ Becslés

—20F
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7. dbra. Konvergencia sebességének osszehasonlitdsa a [0, 0,0]7 allapotra

becslés aszimptotikusan torzitatlan, azaz a varhato értéke nagy mérésszam esetén tart a
valédi értékhez, sot kevert allapotra a konvergencia sebessége exponencidlis. Azt varjuk,
hogy valami hasonlé igaz a kovariancia métrixra is.

A maésodik fejezetben egy specidlis dllapotra, § = 0-ra belattuk, hogy a konvergencia
exponencialis. Mivel a probléma nehéz, els6 megkozelitésnél feltettiink bizonyos szim-
metridkat, hogy a probléma konnyebben kezelhetd legyen, és igy mar a valdsziniiségszamitas
elemi eszkozei is elegendének bizonyulnak.

A harmadik fejezetben altalanos kevert allapotra belattuk az exponencidlis konver-
genciat. Ehhez a nagy eltérés tételek témakorét hivtuk segitségiil. Ezenkiviil a felso
becslés exponensének explicit értékét is kiszamoltuk egy egyenes mentén. Ez dltalanosabb
eredmény az el0zonél két értelemben is, hiszen nem csak egy konkrét dllapotra lattuk
be, azonban a fels becslésiink nem lesz annyira egzakt.

A negyedik fejezetben szimuldcidk segitségével vizsgaltuk a kovariancia matrixok
eltérést. Azt kaptuk, amit vartunk, hogy mig kevert allapotndal a konvergencia gyors, és
ahogy haladunk ki a Bloch-gomb pereme felé a konvergencia egyre lassabb, hasonléan
(11) eredményéhez (1. &bra). Mésrészt Osszehasonlitva a valddi eltérést a leirt felsé
becsléseinkkel azt kaptuk, hogy a becslésiink nem pontos, azonban nagysagrendileg kozel
allnak a valésidghoz.

Tovabbi kutatds targya lehet a tiszta dllapot vizsgalata, ugyanis a fenti bizonyitas
kis médositasaval be lehet 1atni, hogy a konvergencia fent 4ll, azonban az hogy ez ex-
ponencidlis-e avagy sem nem tisztazott (1asd 6. dbra). Ezenkiviil a 3.2 rész bizonyitdsa
teljesen hasonléképp végigvihetd tobbdimenzids esetben is, bar ott mar egyaltalan nem
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trivialis a nem negativitasi feltételbdl fakad6 hatdrolo alakzat.
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