Félévi idébeosztas [hazi feladat beadasi hataritkkel]
Figyelem! Ez a file az év soran valtozhat, pld a HF beadasi hatél 6ket a gyakvezérek esetleg modosithatjak!
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusoRe26sz

El6adas Matgyak Fizgyak MatFizgyak

-vel kez- H 12-14, K250 K 12-14, K350 K 12-14, K250 Sz 8-10, H601
dédd hét Balint Péter Réth Balazs Kasz Agnes Réth Balazs
Szept. 7 El Gyl Gyl Gyl
Szept. 14 E2 Gy2[1. HF] Gy2[1. HF] Gy2[1. HF]
Szept. 21 E3 Gy312 HF] Gy312 HF) Egye"te[;"ﬁ]port”ap
Szept. 28 E4 Gy4 (3. HF] Gy4 3. HF] Gy3

Okt. 5 E5 Gy5 [4. HF] Gy5 [4. HF] Gy4 3. HF]
Okt. 12 E6 Gy6 [5. HF] Gy6 [5. HF] Gy5[4. HF]
Okt. 19 E7 Gy7 Gy7 Gy6 [5. HF]
Okt. 26 E8 Gy8 6. HF] Gy8 6. HF] Gy7 6. HF]
Nov. 2 E9 Gy9(7. HF] Gy9(7. HF] Gy817. HF]
Nov. 9 E10 Gy10is. HF Gy10is. HF Gy91s. HF]
Nov. 16 E11l Gyl1l[9. HF] Gyl1l[9. HF] Gy10i9. HF]
Nov. 23 E12 Gy12[10. HF] Gy12[10. HF] Gyl1l[i0. HF
Nov. 30 E13 Gyl3 Gyl13 Gyl2

Dec. 7 E14 Gyl411. HF Gyl411. HF] Gy13[11. HF]

El6adas naplo

09.07 Bevezét példak. Eseménytér, mértékelmélet, egyszerii allitAgéges eseménytér, egyénlaldsziniiségii elemi
események. Szita formula

09.14 Feltételes valdszinliség, szorzasi szabaly, Bayelsfliggetlenség.
09.21 Fuggetlen kisérletek. Feltételes fliggetlenségkids valdszinliségi valtozok. Binomidlis és geometriaseas.
Varhato érték.

09.28 Val. véaltozé fuggvényének varhato értéke. SzorieredgVarhatd érték és szoras viselkedése lineéaris atsistin
Indikator valtozé és binomidlis eloszlas szérasa. Belnblalgy Szamok Torvénye. Poisson eloszlas. Binomialis
approximacioja Poisson-nal. Példak Poisson eloszlasiaséh eloszlas varhato értéke.

10.05 Poisson eloszlas szorasa. Poisson folyamat defaip&ldak. Geometriai eloszlas szorasa, orokifjisaggatie
binomialis és hipergeometrikus eloszI&.X + Y) = EX + EY. Fuggetlen valtozOkrE(XY) = EX - EY és
D?(X +Y) = DX + D?Y. Alkalmazasok.

10.12 Eloszlasfliggvény és tulajdonsagai, példak. Abstalftonos valészinliségi valtozok, stirliségfliggvémyytonos
varhato érték, széras. Egyenletes eloszlas.

10.19 Bertrand-féle paradoxon. Példa folytonos, de nemcddlsfolytonos eloszlasra. Standard normalis eloszlas és
tulajdonsagai. Standardizalasvarhato érték(i és sz6rasi normalis eloszlas. De Moivre-Laplace tétel.

10.26 De Moivre-Laplace tétel lokdlis és globalis alakjarliBg formula. Alkalmazisok. Exponencidlis eloszladsp-m
mentumok, orokifjusag, kapcsolat a Poisson folyamattdngetriai eloszlassal. Felezésbjanedian.

11.02 Eloszlastranszformaciok. Standard Cauchy elasEdittes diszkrét és folytonos eloszlasok. Marginabs#a-
sok. Flggetlen valvaltozok. Példak.

Ajanlott irodalom

Az elsbdleges forras, amit az@asok beosztasa is viszonylag pontosan kdvet, a Balazsihair 6th Balint jegyzet.
Mas konyvjavaslatokkal egyutt a kurzus honlapjan mediaték:
http://ww. mat h. bne. hu/ ~pet/val szam Vsz2020. ht m .


http://www.math.bme.hu/~pet/valszam/Vsz2020.html

HF feladatsor témak

Ez csak korulbeliliiranymutatd. Az@hdas menetétfiiggben a témak esetleg vandorolhatnak, régebbi témak mindig
visszatérhetnek, dfcsapasiranytol eltérérdekességek folbukkanhatnak.

1. Alapvet kombinatorika, szita-formula, eseménytér, eg§enall6szinliségli események

2. Feltételes val., Bayes tétel, (feltételes) fliggetlgnsé

3. Diszkrét valvaltozék 1. Binomidlis, geometriai, negdtinom, hipergeom.

4. Diszkrét valvaltozék 2. Varhat6 érték és széras, Poistusrlas

5. Poisson folyamat, eloszlasfliggvény, striiségfliggesetieg egyenletes eloszlas

(ZH1 itt)

Egyenletes eo, normdlis eloszlas, binomialis és Poskmzlas normalis approximaciéja, deMoivre-Laplace
Exponencidlis eloszlas, Poisson folyamat megint, CaésHognormalis eloszlas, eloszlastranszformacidk

Diszkrét és folytonos egyiittes eloszlasok, tobbdimeneioszlastranszformaciok

© © N ©

Tobbdimenziés eloszlastranszformaciok, fliggetlegsdgnvollcio, feltételes eloszlasok, feltételes varbetgk
10. Osszegek varhato értéke, szorasa, kovarianciak J&oidk, indikatorok 6sszege

(ZH2 valészindileg itt)
11. Toébbdimenziés normalis és korrelacioi (ez talan atdsdlisaz utolsé gyakra)

12. Utolso gyakorlaton meglatjuk, lehet csak gyakorlagywvdtekintés méas témakra, izlés szerint.

Hazi feladatok
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusoRe26sz

A feladatok kézil minden héten a beadandd hazi feladatokvaegak jelélve, ezek 2°7) vagy 3 pontot {*°) érnek,
0sszesen 10 pont értékben. Természetesen gyakorlaskappsuijuk a tobbi feladat beadas nélkili megoldasat iyeEg
heteken szerepelnek bonuszfeladatok, ezek darabonként@& grnek. Fiiggetlenil a tobbi feladattdl, ezek az adérn
minden esetben beadhatok, és mindig kijavifiskt. A hazi feladatok beadasi hatarideje ad elslalon szerepel.

Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklagsaddiok el. Azigazi csoportmunka hasznos, de ebben az
esetben mindenki sajat maga irja le a megoldast a sajatieiaik@pleteivel). A passziv masolas viszont haszontakn
pasztalatunk szerint az igy szerzett hazi feladat pontskéitbszérosen elvesznek ZH-kon és a vizsgan, amikorider
hogy a masolt hazi feladat nem hozta meg a kivanbdeist.

1. HF:

1.1 Hanyféle (esetleg értelmetlen, de kuléniogzot lehet kirakni a MISSISSIPPI betBib(mindegyik bet(it
pontosan egyszer felhasznélva)? Hat az ABRAKADABRA szdiibét? Mi annak a val6szinlisége, hogy
ha felirjuk a bet(iket egy-egy kartyara, akkor jol megkeeeaa paklit, a két sz6 egymast kdvetve értelmesen
kiolvashato lesz (abrakadabramississippi vagy forditva)

1.2 a) Hanyféleképpen ilhet le egy sorban négy lany és harom fiu?

b) Hanyféleképpen llhet le egy sorban négy lany és harom filJdrayak egymas mellett tilnek, és a fidk
is egymas mellett Glnek?

c) Es ha csak a fitik kell, hogy egyméas mellett iiljienek?
d) Hanyféleképpen llhetnek le, ha azonos nemUiek nem ulhetnekas mellé?

1.3 Egy tanciskoldba 12 hdlgy és 13 Uriember jar. Ha 6 holggeb Griembert kell kivalasztanunk és parba
rendezniink, hanyféle elrendezés lehetséges?



1.4 Egy tarsasag 8tmdl és 7 férfibol all. Beblik kell egy 4 dbdl és 3 férfibdl allo bizottsagot alakitanunk.
Hanyféle kiilénboé bizottsag lehetséges, ha
a) van két férfi, akik nem hajland6ak egy bizottsagban dolgozni
b) van két i, akik nem hajlandék egy bizottsagban dolgozni,
c) van egy 1t és egy férfi, akik nem hajlandéak egy bizottsagban dolgozni
1.5 Egy arverésen 4 migydjvaséarolt 6sszesen 5 Dalit, 6 van Goghot, és 7 Picassot. Héudgsitd csak

annyit jegyez fel, hogy melyik gy(ithany Dalit, van Goghot, és Picassot vasarolt, akkor héakfddnbod
feljegyzés sziilethet?

1.6 a) Tekintsiik a kdvetkezkombinatorikus azonossagot:

zn:k:(Z) —n.2n L

k=1

Adjunk egyrészletekombinatorikai érvelést a fenti egyésiég igaz voltara olymédon, hogyemberidl
kivalasztunk egy tetgiteges létszamu bizottsagot és annak elnokét, illetverakeét és hozza a bizott-
sagot.

b) Ellenbrizziik a

n

Sk <Z> =n(n+1)-2"2

k=1
azonossagat = 1, 2, 3, 4 esetén. Ismét adjuniészletekombinatorikai érvelést az azonosséagra:

emberldl valasszunk egy tetéieges méretii bizottsagot, annak elnokét és titkarat (ett@ lehet egy
személy is), illetve

— valasszunk egy elntkot, aki egyben a titkér is lesz, majdattisag tobbi tagjat,
— vélasszunk egy elnokét, egdle kilonbod titkart, majd a bizottsag tdbbi tagjat.
c) A fentiekhez hasonléan mutassuk meg, hogy

DK (Z) = n?(n+3)-2"7,
k=1

1.7 Egy 100000 lakosu varosban harom Gjsag jelenik meg:@sllil. A varoslakok kdvetkdézaranya olvassa az
egyes Ujsagokat:

|:26% | ésl:6% | és |l és ;2%
11: 18% | és 11l: 9%
1:22% Il és 1ll: 5%

(Azaz példaul 6000 ember olvassa az | és Il Gjsagokat (k&Z2000 a Ill Gjsagot is).)

a) Hatarozzuk meg, hdnyan nem olvassak a fenti Gjsagok eggeket
b) Hanyan olvasnak pontosan egy Ujsagot?
c) Hanyan olvasnak legalabb k@tfijsagot?
d) Hal és Il reggeli Gjsagok és Il egy esti Ujsag, akkor hanyleasnak legalabb egy reggeli Gjsagot plusz
egy esti Ujsagot?
e) Hanyan olvasnak pontosan egy reggeli Gjsagot plusz egyjsétjot?
1.8 a) LegyenA ésB két esemény. Bizonyitsuk be, hogy

haP{A} > 0.8 ésP{B} > 0.6, akkorP{A N B} > 0.4.
b) Bizonyitsuk be, hogy tetétegesA,, A,, ..., A, eseményekre fennall a kdvetkezgyenbtlenség:

1.9 a) n goly6t helyeziink véletlen moddnurnaba. Mi a valdszinlisége, hogygntosaregy urna marad tres?



b) n befektetési egységet osztunk skétszvény kozott. Befektetési stratégiaknak nevezzik ekbetEsi
egységek lehetséges kiosztasait, vagyis amikor mindendagre megadjuk, hogy abba hany egységet
fektetiink be. Ha minden befektetési stratégia azonos zalidségii, mi az esélye annak, hogy pontosan
egy olyan részvény lesz, amelybe egyetlen egységet seatifaktbe?

1.10 Egy régi vagasi szinhazban a fogasra akasztjak azérkalz a kalapjaikat. Kifelé menet minden ur vélet-
lenszer(ien levesz egy kalapot a fogasrol, és tavozik. Makma valészinlisége, hogy senki nem megy haza a
sajat kalapjaban? Hogyan viselkedig ez a valdszin{iségpszikusan amint, — oc?

1.11 ** Egy sakktabla 64 mégére véletlenszer(ien, egyenletes valdszinliséggelyeltiink nyolc bastyat; egy
medre csak egy bastya keriilhet. Mennyi a valdszinlisége, &gyl bastya sem (iti a masikat (azaz semelyik
sor és semelyik oszlop nem tartalmaz egynél tobb bastyat)?

1.12 a) Hatszor feldobunk egy szabéalyos dobokockat. Mi a valas#gé, hogy az, 2, ..., 6 eredmények mind-

egyike ebfordul?

b) Tizszer feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Mi a valas#gé, hogy at, 2, ..., 6 eredmények mind-
egyike (legalabb egyszer)aordul?

1.13 ** Andras, Béla és Csaba ultiznak: ebben a jatékban a 32 lappgamicartyabol 10 lapot osztanak mindharom
jatékosnak, a fennmaradd két lap a talonba kertl. Mindesetést egyformén valdsziniinek feltételezve, mi
az esélye, hogy Andrashoz a nyolc figura egyi{étem keril mind a négy szin? (Azaz: Andrasnak nincs se
négy hetese, se négy nyolcasa... se négy asza)?

1.14 Egy kdzosségben 20 csalad van: 5 csaladban egy gyerek esaladban keit 4 csaladban harom, 3 csalad-
ban négy, 1 csaladban 6t.

a) Ha egy csaladot véletlenszerlien kivalasztunk, mi a valdsége, hogy abban a csaladbgyerek van,
i=1,2,3,4,57?

b) Ha egy gyereket véletlenszeriien kivalasztunk, mi a valdisége, hog$ egy: gyerekes csaladbdl jott,
i=1,2, 3, 4,5?

1.15 Egy er@ben 183z lakik, kozllik 5 meg van jeldlve. Ha véletlenszeriiert hefognak, mi a valészinlisége,
hogy a befogottak kdzll pontosan 2 megijeldlt lesz?

1.16 Szamoljuk ki a poker kilonbdzrtékelhed konfiguracioinak valészinliségeit. Azaz 52 lapos frakéidya-
bol (b, O, 0,8 :2,3,4,5,6,7,8,9,10, J, D, K, A) véletlenszer(ien kivalasztunk 6tét. Mi annak a valaszin”
sége, hogy egy parunk, két parunk, drilliink, sorunk, flusk;€ullunk, pékeriink, szinsorunk, royal flush-tink
van?

117 A bridzsben az 52 lapos fracia kartydbdl minden jatéi®sl3 lapot kap. Mi a valészinlisége annak, hogy
Eszaknak és Délnedgyutteserk db dsza van = 0, 1,2, 3, 4)?

1.18 Egy kisvarosban pontosan négy TV-szdalgozik. Egy napon négyen hivnak széteMi a valészin(isége,
hogy pontosan szereb kap hivasi = 1, 2, 3, 4?

1.19 Egy kisvarosban TV-szereb dolgozik. Egy napork helyre hivnak szerét. Mi a valészinlisége, hogy
pontosan szereb kap hivast =1, 2, ..., n?

Bénusz: Jeldljef,, azt a szdmot, ahany hosszu fej-irds sorozat van Ugy, hogy nincs bennik egynéds két fej.
Jeldlje P,, ennek az eseménynek a valoszinliségét szabalyos érmedebérs.

a) Mutassuk meg, hogy > 2-re f,, = fn_1 + fn_2, @holfy =1, f1 = 2. (Hany ilyen sorozat indul fejjel,
és héany irassal?)

b) Hatarozzuk med’,-t f,, segitségével, és ezek alapjan szamoljuRyi értékét.

1.20 Egy urnadban van 6 piros, 6 fehér, és 7 kék goly6. Otoratesés nélkiil hlizva mi a valészinisége, hogy
mindharom szin(i goly6t hiztunk?

1.21 Anna, Bori és Cili egyforma erej( pingpongjatékosAkkdvetke® modon jatszanak: Anna és Bori mérik
elészor 6ssze az erejiket. Ezutan a vesztes kidll, és a véré&liball be a helyére, hogy 6sszemérje tudasat
az ebzb nyertessel... Minden egyes meccs utan a vesztes atadjgéd Aevarakozonak. Ezt mindaddig
folytatjak, amig nem nyer valamelyikiik kétszer egymas utaresz a kdrméréizés gypztese. irjuk le a
kormérkbzés eseményterét. Azparos csata utan végebéorozatok valészinlisége legyzrit. (Miért?) Mi
a valészinlisége annak, hogy Anna, ill. Bori, ill. Cili nyakoérmérlozést?

1.22 ** Anna, Bori és Cili most érmét dobalnak, felvaltva egymas uénna kezd, majd Bori dob, aztan Cili, majd
megint Anna, és igy tovabb. Ezt mindaddig folytatjak, mitakafejet nem dob.



2. HF:

a) irjuk le az eseményteret!
b) Irjuk le az alabbi eseményeket az eseménytéres: { Anna nyer}, B = { Borinyer}, (A|J B)¢!

1.23 A l6versenyerT 16 indul. JeldljeC azt az eseményt, hogy Csillag azélsarom hely valamelyikén ér be,
R pedig azt, hogy Réar6 2 helyen végez. Menny@' | J R val6szinlisége? Hany elemi eseményt tartalmaz
CUR?

1.24 Kiosztunk egy pakli jol megkevert francia kartyat. Miadszinlisége, hogy

a) a pikk asz a 14. kiosztott lap?

b) az el$ kiosztott asz a 14.-ként kiosztott lap?
c) az el négy lap kilénbdz szin(G?

d) az el$) négy lap kilonbdz figuraja?

1.25 Van két kockank, amelyeket azonos médon szineztiiiéklapot pirosra, ket zoldre, egyet pedig sargara,
a maradék fehér. Ha feldobjuket egyszerre, mi a valdszinlisége, hogy ugyanolyamszieshek? Mia

valészinlisége annak, hogy azéeket feldobasra kiillénbdzszinliek lesznek, majd harmadszorra ugyanolya-
nok?

1.26 ** A rulettkerékerB7 med van, ezek koziil8 fekete,18 piros ésl z6ld. Tekintsiinkl 3 rulettpdrgetést, mi a
val6szin(isége, hogy ennek soran mind a harom szin (pélstd, z6ld) legalabb egyszebdfdrdul?

1.27 ** Van 10 mentolos é40 citromos cukorkank, ezt a 20 cukrot véletlenszeriien gldsAnna és Bea kozott.
Ha mindkét lany 10 cukrot kap, mi a valészinlisége, hogy
a) mind al0 mentolos cukrot Anna kapja?
b) mindkét lany pontosah mentolos és pontosdincitromos cukrot kap?
1.28 Egy szekrénybempar cipd van. Véletlenszer(ien kivalasztuk cipét (2r < n). Mi a valoszinlisége annak,
hogy a kivalasztott cipk kdzott
a) nincsen teljes par,
b) pontosan egy teljes par van,
c) pontosan két teljes par van?

2.1 Feldobunk négy szabalyos dobdkockat .

a) Mennyi a valészinlisége annak, hogy legalabb az egyik kobktos van?
b) Feltéve, hogy a dobott szamok kdzo6tt nincs két egyformanyienvaldszinlisége annak, hogy legalabb
az egyiken hatos van?

2.2 ** Egy piros, egy kék, és egy sarga szabalyos kockaval dobwgydn az altaluk mutatott harom szam rendre
P, K,S.

a) Mia val6szinlisége, hogy mindharom dobas kiilodiaoz
b) Feltéve, hogy mindharom dobas kilénbBomi a valdszinlisége, hody < K < S?
c) MennyiP{P < K < S}?
2.3 A baratommal snapszerozom. Ebben a jatékban 20 kstyata minden szirifl 5. Kiosztunk5 — 5 lapot.
a) Még nem néztem meg a lapjaimat. Mi a valészinlisége, hogyédmanak van zdldje?
b) Megnéztem a lapjaimat: két pirosat €s harom zdldet kaptama. \loszinlisége, hogy a bardtomnak van
zoldje?

2.4 Vigyazat! Ebben a feladatban attol figgm, milyen kisérlettel modellezziik a ,véletlenszeri{i én'a ,vélet-
lenszer( kiraly” kivalasztasat, kilonb®eredményeket kaphatunk. A megoldas része pontosandeiris,
hogy milyen kisérletben gondolkodunk és milyen feltev&sé&link.

a) En kétgyerekes csaladbél szarmazom. Mi a valoszin(iségg,atestvérem lany?
b) A kiraly kétgyerekes csaladbol szarmazik. Mi a valdszégés hogy a testvére lany?

2.5 Két golyé mindegyike egyméastdl fuggetlenul 1/2-1/20¢ainliséggel feketére vagy aranyszinre lett festve,
majd egy urnaba helyeztéket.



a) Tegyuk fel, hogy tudomasunkra jut, hogy az aranyszinigketthasznaltak, azaz legaladbb az egyik goly6
aranyszin( lett. Ekkor mi a feltételes valészin(iséggyhmindkét golyé aranyszin(i?
b) Most tegytiik fel, hogy az urna megbillent, az egyik golyé kigubelble, és azt latjuk, hogy ez a goly6
aranyszin(. Ekkor mi a valoszinlisége, hogy mindkét gahpdyszin(?
Magyardzzuk meg a valaszunkat.

2.6 Egy internetes k6z0sségi szajt felhasznaldi kdrébenfaagos alapon lehet bejutni. Eredetileg két tagja van
a kozosségnek, Adam és Eva. Néha a kdzosség valamelyiknletgsen valasztott) tagja meghiv egy Uj
embert. Adam kéréhez tartozik valaki, banaga Adam, vagy egy Adam kéréhez tartozé tag hivta meg. Mi a
valészintisége, hogy Adam kare2 illetve 3 f661 all akkor, amikord fés a kozosség?

2.7 ** Egy népszerii egyetemi szakra harom forduloban felvétetiek. Az el forduld egy alkalmassagi vizsga,
erdl hazakuldik a jelentkdik 70%-at, a tobbiek tovabbjutnak a kovetieforduléba, ami egy irasbeli teszt.
Az irasbeli teszten résztvék 75%-at szorjak ki, aki ezt az akadalyt is sikerrel veszi, egybsticelbeszélge-
tésen vehet részt, ahol a részt¥kwtodét valogatjak béket veszik fel a szakra.

a) A jelentkedk hanyad részét veszik fel a szakra?

b) Valakirél csak annyit tudunk, hogy tuljutott az alkalmassagi viasgMi a valdszinlisége, hogy fel fogjak
venni?

c) Tekintsiik mindazokat a jelentkéket, akiket véglil nem vesznek fel a szakra. Hanyad részzketak
ki rendre az alkalmasséagi vizsgan, az irasbeli teszten A&k elbeszélgetésen?

2.8 Harom szakécsi, B ésC, egy specidlis siteményt sitnek, melyek azonban sajndser€02, 0.03, 0.05
valészinliséggel nem kelnek meg rendesen a harom szakzcallét. Az étteremben ahol dolgoznaksiiti
a sitemények 50%-aB a 30%-at( pedig a 20%-at. A rossz sitemények hany szazalékat sit@tte

2.9 ** A csavarokatl2 darabos csomagokban arusitjak. Az (izletben kaphaté csgag-aban nincs hibas
csavar,15%-aban pontosan egy hibas csavar Vifid;aban pontosan két hibas csavar van. A hibas csavarok
helye a csomagban véletlenszer(i. Veszek egy csomag taavaietben és bosszankodva tapasztalom, hogy
az el$ csavar, amit kiveszek a csomaghbol, hibas. Mi a val6seéfggishogy a csomagban ott lapul még egy
hibas csavar?

2.10 ** Egy doboz édesség krémmel toltott csokolddés bonbonakaltaz, ezek lehetnek ét- vagy tejcsokisak,
a toltelékuk pedig kavé- vagy mogyordkrém. A dobozban 6 kéardmel tdltott étcsoki, 9 mogyorokrémmel
toltott étcsoki és 14 kavekrémmel toltétt tejcsoki van. iHéarogyorokrémmel toltdtt tejcsoki van a dobozban,
ha tudjuk, hogy a csokoladé fajtaja (ét- vagy tejcsoki) @dtalek egymastol fiiggetlenek?

2.11 Egy genetikai rendellenesség a magzatok fél szazadékéi. Egy ,megbizhaténak szamit6” diagnosztikai
eljaras a meglévrendellenességet biztosan detektalja, mig rendellégdsanyaban 95% valdszinliséggel a
helyes negativ valaszt adja, 5% valészin(iséggel pedlggs Ipozitiv valaszt. Ha az eljaras erdeménye pozitiv,
mi a valészinlisége, hogy magzatunknak tényleg megvardelienessége?

2.12 Tegyikfel, hogy szabalyos fej-iras dobast szeretgénkralni, de csak egy cinkelt érme all rendelkezéstinkre,
amely &ltalunk ismeretlenval6szinliséggel mutat fejet. Tekintsiik a kovetkelfarast.

(a) Feldobjuk az érmét.
(b) Megint feldobjuk az érmét.

(c) Hamindkétdobas eredménye fej, vagy mindkét dobas e¥ageiras, akkor Gjrakezdjik az élepéssel.
(d) Haviszont a két dobas eredménye kiilérih@kkor az utolso eredmény lesz az algoritmus kimenete.
a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyforma valészinlidégotgaltat fejet vagy irast.

b) Lehetne-e Ugy egyszerisiteni az eljarast, hogy addigutcdy érmét, amig két egymast kodetobas
kilonbod lesz, és az utolso dobast tekintjik?

2.13 Egyn elemi{ halmazbdl azl és B véletlen részhalmazokat egymastol fiiggetlenil egyenleleszlassal
vélasztjuk ki @™ lehetséges részhalmaz kozl.

a) Mutassuk meg, hogP{A C B} = (%)n (Tipp: tekintsik az eredeti halmaz minden egyes elgmét.
b) Mutassuk meg, hogP{AN B = (} = (%)n



2.14 ** Van egy nem (feltétlendil) szabalyos érménk, melg (0,1)) valészinliséggel esik a Fej, = 1 — p
valoszinliséggel esik az iras oldalara. Kétszer egymadeitfobjuk az érmét. Legyen az az esemény, hogy
az el dobas eredménye fdp az az esemény, hogy a masodik dobas eredménye &jagsiz esemény, hogy
a két dobas eredménye egyezik. Vizsgéljuk meg, hogylyen értéke mellett lesznek ezek az események (a)
paronként fliiggetlenek; (b) teljesen fiiggetlenek.

2.15 Adott egyn f6s tarsasag. Jeldljg; ;;1 < i < j < n azt az eseményt, hogy a tarsasatik és;-dik tagjanak
ugyanaz a szuletésnapja.
a) Paronként fliggetlen-e ez §7) esemény?
b) Teliesen fuggetlen-e ez 42) esemény?
2.16 Az idjaras-ebrejelzés egyszerli modellieként tegyik fel, hogy dzvdgy eds, vagy napos, §sannak a

valészinlisége, hogy holnap ugyanolyan lesz mint ma, ebkorépoktdl fliggetleniil. Ha azéhapos januar
elsején, legyer®, annak valészinlisége, hogynap mulva szintén napos. Mutassuk meg, hBgxkielégiti a

P,=02p—1)P,-1+ (1 —p), n>1; Py=1

rekurziét. Bizonyitsuk be, hog#, = % + 1(2p — 1)” mindenn > 0 esetén.

2.17 Moricka élete etsval6szinliségszamitas vizsgéj‘géleséllyel megy at. Ha ezen megbukik, a kovetkezamar
kevesebbet tanul, ezen csala siker valésziniisége. Minél tébbszor bukik meg, annék&elbet tanul, igy
k — 1 sikertelen vizsga utan mar cs%;lkq az esélye, hogy k-dik vizsgan atmegy. Am Moricka kitarto, és a
szabdlyzat szerint akarhanyszor vizsgazhat. Mennyi azaldsége, hogy @bb-utébb atmegy?

Bénusz Egy vadasz0) méter tavolsagban felfedez egy rokat édrdtia a roka ezt tuléli, akkar0 m/s sebességgel
probal menekiilni. A vadaszmasodpercenként Ujratdlt € & rokara, mindaddig, amig meg nem 6li, vagy
(szerencsés esetben) a roka el nem tlinik a latbhataron dé@szdalélati valdszinlisége a tavolsag kobével
forditottan aranyos, a kovetk@képlet szerint:

P{a vadasz eltalalja az méter tavolsagban léwokat = 10000 - 23 (x > 40).

Ha talalat is éri a rokat, nem biztos, hogy fatalis: az eggiggdtokat (figgetlenll azok szaméatol) a rdka
valdszinliséggel tuléli. Mi a valdszinlisége annak, hoghka tuléli ezt a kellemetlen kalandot?
MegjegyzésA feladatot nyilvan matematikusok taléltédk ki matematikligkoknak. Miért rossmodelje ez
a rokavadaszatnak?

2.18 Iszakos Ivan a ndly 3 részét kocsmaban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és hedin valogatés, azonos
eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulunégi megkeressik. Négy kocsmat mar végigjartunk,
de nem talaltuk. Mi a valészinlisége annak, hogy az 6todiklidesz?

2.19 Méricka és Pistike pingpongoznak. Minden jatszmathit6! fliggetlentil Mdrickap, Pistike pedig; valo-
szinliséggel nyer meg, ahwl> 0, ¢ > 0 ésp + g = 1. A jaték akkor ér véget, ha valaki két egymas utani
jatszmat megnyer.

a) Miavaloszinlisége, hogy Mdricka nyeri az utolso jatszmat?
b) Mi avaldszinlisége, hogy ugyanaz nyeri adgdtszmat, mint az utolso6t?
¢) Hatudjuk, hogy az utolso6 jatszmat Maéricka nyerte, mennyalészin(isége, hogy az étss?

2.20 Egy televizios vetélkéthen a jatékosnak harom ajté kozul kell valasztania, és attéglrejtett nyereményt
kapja jutalmul. Az egyik ajté mogott egy luxusauté talathaa masik keti mogott pedig egy-egy kecske.
Mikor a jatékos kivalasztott egyet a harombdl, a jatékv@zemasik két ajtd kozil kinyit egyet, ami mogott
kecske van, és felajanlja, hogy a jatékos még megvaltajath dontését. Erdemes-e attérni a masik ki nem
nyitott ajtora? Mekkora valdszin(iséggel nyerjik meg igpatot?

2.21 n dobozban elhelyeziink goly6t tigy, hogy mind az’v elhelyezés egyetien valdszinii. Feltéve, hogy egy
adott dobozba esik golyé, mennyi a valoszinlisége annajy, Kagoly6 esik bele?

2.22 Aladar, Béla, Cili és Domotor hazudosak: atlagosarsatek 2/3-4ban hazudnak mind a négyen, egymastol
fuggetlendl, véletlenszerien.
Aladar azt llitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondtagy Dométor hazudott.
Mi a valészinlisége annak, hogy D6mo6tor igazat mondottRéfeeezziik, hogy Aladar tudja, hogy mit mon-
dott Béla, Béla tudja, hogy mit mondott Cili, Cili tudja, hpmit mondott DEmM&tér. Tovabba, hogy Cili azt is
el tudja donteni, hogy Do6motoér hazudott-e vagy sem.)



3. HF:

2.23 Adott egy (végtelen térfogattl) urnank és végtelenaok,” = {1, 2, 3, ...} elemeivel szdmozott, golyonk.

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Az urna eredetileg tires. Ejfélt egy perccel fogjuk at, 2, ..., 10 szamu golyokat, behelyezziket az
urnaba, az urnat j0l 6sszerazzuk, majd véletlenszerigrziink az urnabdl egy golyot, amit elhajitunk. Ejfél
elétt fél perccel fogjuk a1, 12, ..., 20 szamu goly6kat, behelyezzidket is az urnaba, az urnat j6l 6ssze-
razzuk, majd véletlenszer(ien kihGizunk az urnabél egydpohmit elhajitunk. Ejfél étt 2~ perccel fogjuk
azlon+1, 10n+2, ..., 10(n+ 1) szdmu golyokat, behelyezzdket is az urnaba, az urnat jol dsszerazzuk,
majd véletlenszeriien kihtizunk az urnabol egy golyét, athijitunk. Es ezt igy folytatjuk éjfélig. Bizonyi-
tando, hogy éjfélkor az urna 1 valészin(iséggel ires lesz.

Alabb egy aramkar, ahol mindegyik kapcsol6 egymastggéilenill /2 — 1/2 valoészinliséggel van nyitva
vagy zarva.

AT

Mi a valoszinlisége, hogy-tol B-ig aram folyhat ezen az aramkéron? (Ezért itt kilén nem @mtpde
érdekes: valaszoljunk szamolas nélkiil is, szimmetriakségevel! (Persze ha valaki igy pontosan leirja, az
is teljes értéki megoldas.))

50 szazalék az esélye, hogy a kirdlyrordozza a hemofilidért fetid gént. Ha hordoz6, akkor mindegyik
hercegnek 50-50 szazalék az esélye arra, hogy hemofitjgerie Ha a kiralyh harom fia nem hemofilias,
mekkora az esélye annak, hogy a kird&ymordozé? Ha sziletik egy negyedik herceg is, mekkora dyeesé
annak, hogy hemofilias lesz?

4 férfit és 6 Ot rangsorolnak egy vizsgan. Tegyuk fel, hogy nincs két egyh pontszdm, és mind 18!
elrendezés egyforman valészinli. Legyé€m legjobb b helyezése (példald = 1 azt jelenti, hogy a legjobb
vizsgazo egy @). Hatarozzuk meg eloszlasat és varhaté értékét.

Ot jatékos A, B, C, D, E kozott véletlenszerlien szétosztjuk a szamokadtl B-ig, ismétbdés nélkil. E-
16sz6r A és B mérkdzik: akinek magasabb a szama, tovabbjut. Az igy tovabbjuét C-vel mériozik,

azutan a kozilik tovabbjut®-vel, majd az itt nyerte®&-vel. LegyenX az a szam, ahany médikestA nyer.

Hatarozzuk medX eloszlasat és varhato értékét.

Szindbadnak egyszer megadatott, haygyaremholgy kozil kivalassza a legszebbet a kovétkaekszabaly
szerint: azN haremholgy egyenként vonult elééle, azok valamelyikét kellett kivalasztania. A mar elvo-
nultak nem hivhatok vissza és azokrél, akik még nem vondtagemmit sem tudott. Feltételezzik, hogy a
haremholgyeknek jél definiélt szépségfokozatuk van: vanlegszebb, egy masodik legszebb, egy harma-
dik legszebb, és végil a legkevésbé szép kozottik. Tovatiha teltételezzik, hogy véletlen sorrendben
vonulnak el Szindbad étt: mind azN'! lehetséges sorrendjiik egyforman valészin(.
Szindbad a kovetkérstratégiat valasztotta: hdlgyet hagyott elvonulni, majd ezutén kivalasztotta amie-
lyik szebb volt az 6sszesdte mar elvonultnal (és ha ilyen hélgy nem akad, akkor Szddmaganyosan
tavozik). Mi a valészinlisége annak, hogy ezzel a méddzaat&ban a legszebb haremhdélgyet valasztotta?
Hatarozzuk meg azt &-t, amely mellett a fenti stratégia optimalldé — oo hataresetben, és a stratégia-
hoz tartozo6 valészinliséget isTigp: hasznaljunk teljes valdszinliség tételt aszeriogyha legszebb holgy
hanyadikként jon(ne) el Szindbad elptt.

Egy csalddban > 1 gyermekap™ valészinliséggel van, ahel< (1 — p)/p.

a) A csaladok hanyadrészében nincs gyermek?

b) Ha a gyermekek egymastdl fliggetleniil egyforma eséllyeldgikanyok, akkor a csaladok hanyadrészé-
ben lesz pontosahfil (és tetsdleges szamu lany)?

Van két ranézésre megkiilonboztethetetlen érménkgeggagos és egy cinkelt. A cinkelt érshealdszin-

séggel ad fejet. Bveszem az egyik érmét a zsebéjhl% eséllyel az igazségos%,eséllyel a cinkeltet, és
feldobom30-szor, ebBl k alkalommal esett a Fej oldalara. Ez alapjan kell eldénterfegy melyik érmét
vélasztottam. Milyerk értéknél huznank meg a hatart?



3.8 Az o kockanak 4 piros és 2 fehér, miggakockanak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét.
Ha fej a dobas eredménye, akkor a tovabbiakban &ackat hasznaljuk, ha pedig iras akkofd. Az igy
kivalasztott kockaval egymasutarszer dobunk.

a) Miannak a valoszinlisége, hogy:adik dobasnal az eredmény pirog?=€ 1,2,...,n)
b) Feltéve, hogy mind az dis: — 1 kockadobas eredménye piros, mi annak a valoszinliségg aliegdik
dobéas eredménye is piros lesz?£ 1, 2, ..., n)

3.9 Adottm + 1 urna és mindegyikbem goly6; azi-dik urnaban — 1 golyé piros, mig a fennmaradd — i + 1
golyé kék ¢ = 1,....,m + 1). Elészor valasztunk egy urnat egyenletes eloszlassal, majanodl kezdve
ebbBl az urnabdl hizunkisszatevéssel alkalommal.

a) Miavaloszinlisége, hogy azhlz4as mindegyike piros golyét ad?

b) Foltéve, hogy az efsn hizas mind piros goly6t adott, mi a valoszinlisége, hogy.agz 1)-dik hGzas is
piros lesz?

c) Szamoljuk ki a (b) részben kapott valdszinliség hatarérpéigzitettn-re, amintm — oc.

3.10 Egy ketyere két kullonb&akbdl romolhatott el. Az efsok ellerbrzéseFE; forintba kertilne, és ha valéban
az a probléma, akkor a javitada forint. Hasonléan, a masodik ok ell@rzéseF, forintba keril, és ha az a
probléma, akkor a javita$, forint. (Ha viszont az €lszor elledrzott okndl nincs probléma, akkor a masik
lehetséges okot@szor elledrizniink kell, majd javitanunk.) Legyenés1 — p annak val6szini{iségei, hogy a
ketyere az el illetve a masodik okbdl romlott el. Hatarozzuk meg, mely, Fs, Ji, Jo, p értékek mellett
érdemesebb varhatdéan azéetikkal kezdeni az elldirzést, és melyeknél a masodik okkal.

3.11 ** A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyarorszagdiuk két kategériaba oszthatdak: 2/3-uk
udvarias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias filk az esetek @@#n engedik ére a lanyokat az ajtéban, az
udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-aban. Lattamy Bagcsi ebre engedte Juliskat, Jutkat viszont
nem.

a) Mennyi annak a valdszinlisége, hogy Jancsi az udvariaditeg&ridba tartozik?
b) Mennyi annak a valészinlisége, hogy ezek utan Jancsi Ezfire fogja engedni?

3.12 Sarkanyfoldon az fejl sarkany
6
Pn = < > 0.7t 037
n—1

valészinliséggel fordul @l(n = 1, 2, ..., 7). Egy sarkany fejeinek levagasa veszélyes miivelet: azemb
minden fejét egymastdl fuiggetleril% eséllyel tudja levagni, és ha ez nem sikerl, akkor a sarkéegeszi
az embert.

a) Elém kerll egy sarkany, de a nagy kodben nem latom, hogy bBinyMi az esélye, hogy tulélem a

talalkozast?
b) Tegyiik fel, hogy épp most vagtam le a hatodik fejét, de mégliginem latom, hogy maradt-e feje.

llyen helyzetl®l mekkora valészinliséggel élem tul a harcot?

c) Csata utan talalkozom a cimborammal, aki szintén degyt egy sarkanyt. Ezt figyelembe véve mi a
valészinlisége, hogy hétfejlivel volt dolga?

3.13 Két dobokockat dobalunk, és mindig az 6sszeget tékintpddig dobunk, mig a két kockan lé\pottyok
O0sszege 7 vagy 11 nem lesz.

a) Miaval6szinlisége, hogy amikor megallunk, 7 az 6sszeg?

b) Lassuk be, hogy a dobasok szama és az, hogy mennyi az 6ssgébiasieor, fliggetlenek. Azaz, tekint-
stk a kdvetkez eseményeket:

Ay, = {k-szordobunk, k=1,2,... illetve B = {Megallaskor az 6sszeg;

és mutassuk meg, hogy minden> 1 eseténd,, ésB fliggetlen események.

3.14 Annanak és Borinak van két szabalyos dobdkockéja,eldr s egy sarga kocka, és a kovetkezabalyok
szerint jatszanak. Bbzor Anna dob a két kockaval, és ha a két kockan ugyanaz a &tatnnyer. Ha
Anna dobasakor a két kockan kiloniBazamok allnak, Bori megkapja a kockakat és néodtb: ha sikerdl
legalabb egy hatost dobnianyer. Ha nem, akkor az é$orduléban nincs gjztes, és megismétlik az eljarast,
tehét felvaltva dobnak addig, amig valamelyikiik nem nyer.



a) Jeldlje X, hogy 6sszesen hany foduléra keriil sor. Adjuk megraldszinliség-eloszlaséat és varhato
értékét!
b) Mi avaldszinlisége, hogy a teljes jaték Anndggimével ér véget?

3.15 ** Anna és Bori a kdvetkéképp jatszanak. BEzor feldobnak egy cinkelt érmét, apwaloszinliséggel esik a
Fej oldalara. Ha a dobas Fej, Anna nyer, Bori fizet neki 10ifot, és véget ér a jaték. Ha iras, egy szabalyos
érmét dobnak fel. Ha ez a masodik dobas Fej, Bori nyer és kayaiéh100 forintot. Ha iras, megismétlik
egyanezt a kisérletet (cinkelt, majd iras esetén egy syab@rme feldobasa). Ezt folytatjak addig, amig
valaki nem nyer.

a) Hogyan valasszuf-t, ha azt szeretnénk, hogy igazsagos legyen a jaték?
b) Jeldlje X, hogy hanyadik kisérlet alkalmaval ér véget a jaték (teh&zy 111 F sorozat esetéX = 3).
Szamoljuk kiX varhato értékét.
3.16 ** Xavér és Yvett a kovetkérjatékot jatszak. Egy urndban varpiros és5 kék goly6. Két golyot huznak,
ha a goly6k azonos szinliek, Xaveér fizet Yvettriék forintot, ha a golydk kulonbdzszinliek, Yvett fizet
Xavérnakz forintot. Hogyan valasszak-t, ha azt szeretnék, hogy igazsagos legyen a jaték?

3.17 Pisti nem tanult semmit a vizsgéra, ab®leldontend kérdésre kell valaszolnia. Az anyagbdl valami kevés
dereng, igy minden kérdésre a toldbitiiggetlenil60% eséllyel ad helyes valaszt. A ketteshez legalébb
helyes véalaszt kell adnia.

a) Milyen val6szinliséggel megy éat Pisti a vizsgan?
b) Ha Pisti megbukik, a kdvekéa/izsgan ismét tanulas nélkil probalkozik addig, amig egysem sikerdl.
Hatarozzuk meg a probalkozasok szamanak varhat6 értékét.

3.18 ** Amerikaban egy eskiidtszék elitéli a vadlottat, ha a 12 dbklikgalabb 8 blindsnek szavazza. Ha minden
eskidtd = 0,9 valdszinliséggel dont helyesen, akkor mi a valészinliadgdyes dontésnek? Tegyuk fel,
hogy a vadlotp = 0, 65 valdszinliséggel blinds val6jaban.

3.19 Kaszinéban az alabbi jatékot jatszuk: Minden lépédbgadunk ebre azi = 1, 2, ..., 6 szamok vala-
melyikére, majd feldobnak 3 kockat. Ahanyszor kijétt a fdga szamunk, annyi petakot kapunk, ellenben
fizetnliink kell 1 petakot, ha egyszer sem jott ki a fogadottrsZzair-e a jaték?

3.20 Egyn komponensl rendszer alkatrészei egymastol és a multjktiggetlenil minden nap val6sziniiség-
gel meghibasodnak, de ezeket esténként kijavitjuk. A msrdeall, ha legalabk alkatrész meghibasodott.
Mi annak a valészinlisége, hogystor at. napon all le a rendszer?

Boénusz Pdlya urna: Egy urnaban kezdethguiros ésh kék goly6 van. Minden egyes Iépésben kihlizunk egy golyét,
megnézziik, milyen szin(i, mafit és egy vele megyegy@zzinli golyot visszateszink. (Vagyis a golyok
szama az urnaban minden Iépésben eggdellregyena = 1 ésb = 2. Mi a val6szinlisége, hogytalépés
utank kék golyé vanazurndban 2 & 1... (¢t + 1))

3.21 Egy vetélkedin egy hazaspar alkot egy csapatot. Amikor a misoré&detgy eldontend kérdést kapnak,
mindketten egymastdl fuggetleniivaldszinliséggel adnanak helyes valaszt. Mi a jobb sieatég

a) egyikuket kijel6lik, aki a masikra nem hallgatva valaszékadésre, vagy
b) mindketten gondolkodnak a kérdésen, ha egyetértenekyaiaset adjak, ha pedig killonhia vélemé-
nyik, egy szabalyos pénzérme feldobasaval dontik el, hagyaiaszoljanak.

3.22 ** Veéletlenszer(ien elhelyeziink egy kiralyt egy lres saké&tab Mennyi a lehetséges Iépései szamanak a
varhato értéke?

3.23 Egy gép Vvéletlenszerlien valaszt 1 és 10 kozo6tti széanut nekink kell kitalalni, tgy, hogy kérdéseket
tesziink fel, amire a gép igennel vagy nemmel valaszol. Skpdkria, varhatéan hany kérdést kell a gépnek
feltenniink,

a) ha csak rakérdezhetlink, azaz azt kérdezzik, hogy ,A gosg@iti?” i =1, 2, ..., 10, illetve
b) ha kérdéseinkkel mindig megprébaljuk megfelezni a fenmudiehetséges szamok korét.
3.24 (Szentpétervari paradoxon)Egy érmével addig dobunk, mig a fej oldalara nem esik. Ha-adik feldobas
eredménye fej, akkor a jatékas forintot nyer. Mutassuk meg, hogy a nyeremény varhaté énélgtelen!
a) Megéri-e egy jatékért 1 millié forintot fizetni?
b) Megéri-e jatékonként 1 millié forintot fizetni, ha annyiszatszunk, ahanyszor csak akarunk, és csak az
Osszes jaték befejezése utan van elszamolas?
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3.25 Egy embernek kulcsa van, amelyek kdzil egyetlen egy nyit egy bizonyast.aEmberiink véletlenszerlien
probalkozik a kulcsokkal mindaddig, amig ra nem talal a raks kulcsra. Hatarozzuk meg a probalkozasok
szamanak varhato értékét, ha

a) a sikertelen kulcsokat nem zarja ki a tovabbi prébéalkoz&soén (visszatevéses hlzasok),
b) a sikertelen kulcsokat kizarja a tovabbi probalkozasols¢visszatevés nélkili hizasok).

4.1 ** LegyenK > 1 rogzitett. K dobozba helyeziink €lK? + K)/2 golyot Gigy, hogy az egyes dobozokba
rendrel, 2, ..., K golyo keril. Valasszunk ki véletlenszer(ien egy golyokagkeldlje X azt, hogy dsszesen
hany goly6 van abban a dobozban, amelyben a kivalasztgth gotalalhatd. Valasszunk véletlenszeriien egy
dobozt, és jeldlj@”, hogy ebben a dobozban hany golyé van.

a) Mit gondolunk,X vagyY véarhato értéke nagyobb? Miért?
b) Szamoljuk kiE(X)-et ésE(Y)-t!
c) Szamoljuk kiD?(X)-et ésD?(Y)-tis!

4.2 A ésB a kovetked jatékot jatsszaA gondol 1-re vagy 2-re, ezt leirja, maginek ki kell talalnia, melyik
szamra gondolfl. Ha azA altal leirt szam és B jol tippelt, akkor B i egységet kapi-tol. Ha B melléfog,
akkord f|getA-nakZ-t. HaB rar)dom|z,aljat|,ppje,t, a}zayzvalosz!nuseggel tippel 1-re és-p valészinlséggel
2-re, hatarozzuk meg nyereménye varhato értékét, ameamyib

a) az A altal leirt szam az 1,

b) az A altal leirt szam a 2.
Milyen p érték maximalizaljaB minimalis varhatd nyereményét, és mi ez a maximin értékgy@jik meg,
hogy B varhat6é nyereménye nem csakgfiigg, hanem attol is, hogy mit csindl.)
Tekintsiik most azl jatékost. Tegyuk fel, hogd is randomizalja a dontését, ¢saloszinliséggel gondol 1-re.
Mennyi A varhat6 vesztesége,

a) haB 1-re tippel, ill.

b) haB 2-re tippel?
Mely ¢ értékkel tudjad minimalizalni a maximalis varhat6 veszteségét? Mutassedy,rhogyA maximalis
varhat6 veszteségének minimuma eggelil minimalis varhaté nyereségének maximumaval! Ezt az ered-
ményt hivjak minimax tételnek, ami a jatékelmélet egyilpaks eredménye, és altalanosafisdér Neumann
Janos fogalmazta meg. A kdzos értéket a jaték értékénekh(iBjszamara).

4.3 Minden este tébb kilonbézmeteoroldgus joésolja meg, mekkora valészinliséggel fgap esni az €s
Hogy megitéljiik, mennyire jok a meteoroldgusok, a kovetképpen pontozzufiket: ha egy meteorologus
p valoszinliséggel josolt és akkor

1—(1-p)? pontotkap, ha valéban esik masnap,
1—p? pontot kap, ha nem esik.

Ezek utan egy rogzitett&szakban mérjiik az egyes meteoroldgusok atlagpontszésreitegjobb drejelz

a legmagasabb pontszamot kapott meteorolégus lesz. Téglillogy az egyik meteoroldgus tudja ezt, és
maximalizalni szeretné atlagat. Ha azt gondolja, hgigyaldszinliséggel fog esni holnap, mekkprértéket
érdemes jelentenie?

4.4 Egymas utan tizszer dobunk egy szabalyos érmével. heXjygz egymas utani egyforma kimenetelékallo
sorozatok szama, vagyis pl. csupa fej esetén 1, aF FIIII1FIFF sorozatnal pedi = 5. Hatarozzuk
megX eloszlasét.

4.5 Egy csutortdki buliba az meghivott mindegyike a tobbidktfiiggetlendill /2 valészinliséggel jon el. Mennyi
a valésziniisége, hogy a meghivottak legalabb fele eljgsyh&a honap négy csutortokjén szervezek bulit,
mennyi annak a valoszinlisége, hogy lesz legalabb kathin elegen lesziink (azaz a meghivottak legalabb
fele eljon)?

4.6 Két kockéaval (egyik piros, masik zold) dobva, mennyi datb szdmok maximumanak ill. minimuméanak
vérhaté értéke? Dobtam a két kockaval, haromszor: az egyik&, a pirosat mindig meglestem, hihetetlen,
de mindharomszor 3-as szerepelt rajta. Mi a valoszin(i$é&gg legalabb egyszer nagyobb volt, minta z6ldon
Iévb, éppen akkor dobott szam?
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4.7 n darabk-lapu ,kockaval” dobva mennyi a dobott szamok maximumatiakiinimumanak varhato értéke?
Vizsgaljuk a varhato értékekre kapott kifejezések assttiigjat régzitett: mellett, amintt — co.
4.8 °

a) Haromszor dobunk egy hamis érmével, amin a fej valosziggisés. JeldljeU azt a szamot, ahanyszor
sikerlll az ebz6 dobast megismételnink. (Igyértéke0, 1 vagy2 lehet.) Szamoljuk kiU varhaté értékét
és szorasat!

b) Tizenkétszer dobunk egy hamis érmével, amin a fej valds&igés /6. Minden iras eredmény utan
fizetniink kell800 Ft-t, viszont minden Fej eredmény utan kapiok Ft-t. Szamoljuk ki a nyereményink
varhato értékét és szorasat!

4.9 LegyenE(X) =1 ésD?(X) = 5, szamoljuk ki

a) E(2+ X)*tés

b) D?(4 + 3X)-t.

4.10 N egy nemnegativ egész értékli valoszinliségi valtozo ramBlyV) < co. Mutassuk meg, hogy

E(N) = iP(N > ).

(Tipp: ioj P(N>i)= io: ioj P(N = k). Es most szummacseye!

=1 i=1 k=1
4.11 ** N egy nemnegativ egész érték(i valdszinliségi valtozo reBlyV?) < oo. Mutassuk meg, hogy

oo

> iP(N > i) =

=1

(E(N?) — E(N)).

|~

4.12 N egy nemnegativ egész értékii valoszinliségi valtozo,reBiV?) < co. Mutassuk meg, hogy

iz’QP(N > i) = BV + B(VY) + BV

3 2 6

4.13 Egym csaladbdl all6 kdozosségben csaladban vangyerek (O n; = m). LegyenX egy véletlenszeriien
1=1

valasztott csalddban a gyerekek szama. Véalasszunk kieré&deerlien & in; gyerek kdzil egyet; jeloljé”

azt, hogy a kivalasztott gyerek csaladjaban hany gyerekMatassuk lrﬁcleg, hogiE(Y) > E(X).
4.14 6-szor feldobunk egy hamis pénzérmét, @% valoszinliséggel ad fejet. Ha tudjuk, hogy 6sszesen 3-szor
lett fej az eredmény, mi a val6szinlisége, hogy
a) az el® dobas fej;
b) az el® 3 eredmény rendrE, I, I (azaz az efsfej, a masodik és a harmadik iras);
c) azel$ 3 eredményrendrg F, I;
d) az el® 3 eredmény rendrg I, I volt?
4.15 Egy bulvarlapban oldalanként varhat6an 0.2 nyonifaitées van. Mi a valoszinlisége annak, hogy a kdveikez
oldalon
a) 0,
b) 2 vagy t6bb hiba van?
Indokoljuk a vélaszt!

4.16 Egy havonta megrendezett népszer(i nyereményjatekbynagyobb nyeremény egy okostelefon. Ennek
azonban kicsi a valoszinlisége: 100 000 szelvény kozigadtnl nyer telefont. Havonta 300 000 szelvényt
vasarolnak.

a) Miavaloszinlisége annak, hogy egy adott hdnapban legd@labélvény is okostelefont ér?
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b) Mi a valészinlisége annak, hogy egy adott évben legalabmagi@n lesz legalabb 7 okosteleforih ér
szelvény?

c) Legyen a mostani honap az 1., mi a valdszinlisége annak,&iaggor azi. hdnapban lesz legalabb 7
okostelefont & szelvéeny?i{(> 1)

4.17 Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennieztidganjuk elérni, hogy egy véletlenszeriien valasztott
sttiben legalabb 0.99 val6szinliséggel legyen (legalgplsz=m) mazsola?

4.18 ** Lovas gatversenyen a lovasok kdrpalyan versenyeznekoésaélyan elhelyezett sok akadaly mindegyikét
egymastél figgetlenil azonos val6szinliséggel veri le8Hannak valészinlisége, hogy a lovas hibatlanul
teljesit egy kort, mennyi az esélye, hogy egy kérben ledaldlsom akadalyt lever?

4.19 London kdzponti keriiletében bekovetkemitobalesetek szama szaraz napébeth A\ = 10 paraméteri
Poisson-eloszlasu, mig nedve$esbbeny = 20 paraméter(i Poisson-eloszlasu. Kora novemberben Lon-
donbanp = 0.6 valészinliséggel van rondadssidd (egész nap)y = 0.4 a valdszinlisége annak, hogy ve-
réfényes napsiités van (szintén egész nap). Azt olvastEmesban, hogy mult csiitértékdn 17 autdbaleset
tortént London kdzpontjdban. Mennyi a valoszinlisége larragy esett az é8

4.20 Egy nagy viragagyasba sok viragmagot szérunk egy=eiet Ké8bb a virdgagyast sok kis egyénhéretii
darabra osztjuk. Azt tapasztaljuk, hogy a kis darab@k-aba nem keriilt egyetlen mag sem.
a) Hany magot szértunk ki félddarabonként atlagosan?
b) A félddarabok hany sz4zalékaban lesz egynél tébb mag?

4.21 ** A falunapon igen rossz miségli meggyes pitét osztogatnak. A falunapra kilatogeiakil 100 © pon-
tosan egy szem meggyet, tovaldi f6 pedig pontosan két szem meggyet talalt a sutijében. Ezghéal
becsuljik meg, 6sszesen hany ember kapott meggyes piténagan.

4.22 A "Kocogj veliink!” mozgalom keretében tavaly futovengt rendeztek a Duna-kanyarban. A palyat sajnos
kullanccsal ferbzott teriileten &t vezették. Kiderult, hogy a verséikykdziil 300-an talaltak magukban egy,
75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsiiljik megy kérilbelil hanyan indultak a versenyen!

Bénusz: Az arokugro versenyfutds szabalyai a kdvétkeA futopalya egyenes, és van rajta végtelen sok egyforma

5. HF:

arok. Két egyforma képességl versehyzéri 6ssze az erejét arokfutasbol, akik fej fej mellethélt Egy
versenyd egymas utan at probalja ugrani az arkokat, végiil egyskkicsit ugrik és beleesik valamelyikbe.
Tegyilk fel, hogy egy versengizsohasem farad el, és az arkokat egymastal fiiggetlenignggnt2—= va-
I6szinliséggel tudja atugorni, ahblaz arok hossza. Ha az egyikik beleesett egy arokba, akket ¢éga
verseny.

a) Mutassuk meg, hogy a doéntetlen valészinlisége pontosam kidebhs-nal, ha

1+e
L <l
089 (1 _ 5)
teljesal.

b) Ha ddntetlen, akkor visszakldjifket a startvonalhoz és Ujra kextlk a verseny. Eztismételjiik egészen
addig, amig g§iztest nem hirdethettink. Mekkora legyrha a versenyik ugrasainak szamanak varhaté
értékét akarjuk minimalizalni?

5.1 Ketten céllévésben versenyeznek, a két versenpy/zilletve p, valdszinliséggel ér el taldlatat (< ps). Az
tgyetlenebb kezd, majd felvaltvériek. Aki ebszor talél, az nyer.
a) Mennyi a valészinlisége annak, hogy az tigyesebb nyer?
b) Mennyi a jaték varhato ittartama, ha percenként egy lévést végeznek?
c) A varhato idbtartam azonnal adddik, ha = po (miért?). Ellerdrizzik le, hogy az élz6 kérdésre adott
vélaszunk ebben az esetben az, ami azonnal adédik.
5.2 LegyenX Binom(n, p) eloszlasu val6szinliségi valtoz6. Milygrértékre lesz maximaliP{X = k}, k =
0,1,...,n? Ez arra példa, hogy a statisztikdAban hogyan becsulikréegkét, ha egy Binofm, p) eloszlasu

valészinliségi valtozé megfigyelt értékeHa feltessziik, hogy ismert, akkop-t azzal gp értékkel becsdljuk,
amireP{X = k} maximalis. Ezt a médszert hividkaximum likelihood becslésnek.
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53°°
a) Jeldlje X egy szabalyos kockadobas eredményét. Szamoljuk karhato értékét és szorasat.
b) Andras és Béla a kdvetkézatékot jatszak: feldobnak négy szabalyos dobokockaégy nlobas ered-
ményét jeldlje rendre(;, X, X3 és X4. Andras fizet BélanakX; + X, — X3 — X4)? forintot, Béla
pedig Andrasnak; + X + X3 + X, forintot. Melyikiknek kedvez a jaték?

5.4 Anna és Bori egyforma erejli teniszjatékosok, mindésejhat, a tobbi jatszmatol fiiggetlendl,valoszi-
nliséggel nyerhet meg barmelyikiik. A tenisz ntadst az a jatékos nyeri meg, amelyiklah elér harom
jatszmaggzelmet. Jel6ljeX, hogy hany jatszmabdl all a mé&kés EX =?

5.5 LegyenX X paraméter(i Poisson eloszlasu val6szinliségi valtoz&tagduk meg, hogP{X = i} i n6-
vekedésével ékzor 1, majd monoton csdkken, a maximumat & |A]-nél veszi fel. Tipp: tekintsik
P{X =i}/P{X =i—1}-et)

5.6 Mdricka, ha turazni megy, minden lépésnél — dzeiényekdl fliggetleniil — valamekkora (kicsi) val6szi-
nliséggel hasraesik és megdti a térdét, illetve valamekffocsi) valdszinliséggel hanyatt esik és megiiti a
koényokét. Egy 10 kilométeres taran atlagosan 3-szor szokitni a térdét és 2-szer a kbényodkét. Legfeljebb
milyen hosszU tarara engedheti el az anyukaja, ha azt alkmgigz% valoszinliséggel térd- és kdnyodksérilés
nélkil jarja meg?

5.7 ** Egy forgamas orszagutszakaszon gyakran szoktak radarbapasztalatok szerint annak valoszinilisége,
hogy10 percen belll lesz olyan autd, amelyik atlépi a sebességhépd ugyanannyi, mint annak, hogy nem
lesz ilyen auté.

a) Mi a valészinlisége, hogdb perc radarozas soran (i) pontosan harom; (ii) legalabbrh@ygorshajtot

mérnek?
b) Milyen hosszu idre tervezzék a redok a radarozast ahhoz, hogy% valoszinliséggel fogjanak leg-
alabb egy gyorshajtét?

5.8 Egy tabla mogyords-mazsolas Boci csokiban atlagosane&3ola van. Egy tabla csoki 15 kockabdl all. Egy
kocka csokibar /2 val6szinliséggel nincsen mogyorddarab.

(a) Milyen eloszlasu lesz az egy tabla csokibarblevogyorédarabok szama?

(b) Letoruink 2 kockat és megessziik. Mennyi a valészin(j$émg az elfogyasztott csokiban femogyoroé-
€s mazsoladarabok egyuttes szama legalabb 2? Adjon miysdexdibb formulat valaszként.

5.9 Tegylk fel, hogy egy adott @ben tdrtént események szamhgaraméter(i Poisson valészin(iségi valtozo.
Mutassuk meg, hogy ha minden eseménytalészinliséggel szamolunk, fliggetleniil a tébbi esendényt
akkor a megszamolt események szamaaraméterii Poisson valdszinliségi valtozé! Emellettrddintuitiv
érvelést arra, hogy miért kell ennek igy lennie.

Az el6z6ek alkalmazéasara példa: Tegyuk fel, hogy egy adott tenidetiebhelyeinek szama P@i0) eloszlasu
véletlen valtoz6. Minden Iéhelyet a tobbiil fl‘jggetlenUI% valészinliséggel fedeznek fel. Szamoljuk ki
annak a val6szinliségét, hogy (a) pontosan 1, (b) legalébl{d) legfeliebb 1 Iélhelyet fedeznek fel az adott

id6 alatt.
Bénusz a) LegyenX X paraméter(i Poisson eloszlasu valészinliségi valtozéadduk meg, hogy

P{Xparog = %(1 +e ).

b) Adott egy hamis érménk, mejyvalészinliséggel mutétjet. Ezt az érmét O ipontban feldobjuk, és azt
latjuk, hogyfejre esik. Egy\ paraméter(i Poisson folyamat altal megaddipitlanatokban az érmét Ujra
és Ujra feldobjuk, mig egyébdgontokban nem nydlunk az érméhez. Mi a valoszinlisége, ikgr az
érme fejet mutat?

c) Tegyuk fel ismét, hogy az érnteiddépontbarfej-et mutat. A Poisson folyamatd@gillanataiban ezuttal
determinisztikus médon atforgatjuk (ha a fej oldalon allka az iras oldalra, ha az iras oldalon, a fej
oldalra). Mi a val6szinlisége, hogakor az érme fejet mutat?

5.10 Egy erd atlagos s(rlisége: 16 fa 10G+@nként. A fak torzse teljesen szabalyos, 20 cm affideor alapi
henger. Egy puskagolyét 16vink ki célzas nélkil, azieszélédl 120 m-re, kifelé az ei@bdl. Mennyi annak
a valoszinlisége, hogy eltalalunk egy fatérzset?
(Tekintstink el att6l az apro zavaré téngéd, hogy a fak alapkéreinek kbzéppontjai min. 20 cm tavdisdyg
vannak.)
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5.11 ** Az 6nkormanyzat Randomvarosban ingyen wifi szolgaltatasbit. A wifi hotspot-ok elhelyzése vélet-
lenszer(, siir(iségiik 3 hotspot négyzetkilométerenkénbdtavolsaguk 50 méter. Epp abban a pillanatban,
amikor Méricka elindul otthonrol az egyetemre, email-ggkaztatjak a hallgatésagot, hogy ma bombariado
miatt elmarad az okatas. Méricka nyilegyenes Uton megyyetemre, Utk6zben0% valészinlséggel értesdl
az ingyen wifin keresztil edt a hirdl. Milyen messze lakik Méricka az egyetefiR?

5.12 Bulgariaban tortént, hogy egymas utani két héten kitikigontosan ugyanazokat a n§szamokat a lottén.
Maradjunk hazai vizeken: a hazai, 96H5-6t h(izés lotton

a) mi annak a valoszinlisége, hogy §iwéten ugyanazokat a szamokat hiizzak, mint ezen a héten?

b) kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valészinlisége, ladgytdé 50 éves torténetében (minden héten
egy huzast feltételezve, sziinet nélkil, évi 52 héttel shéaapwalaha éfordul az, hogy két egymas utani
héten ugyanazt az 6t szamot hizzak?

c) még egy kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valészirdjsaggy a lotté 50 éves toérténetében (minden
héten egy huzast feltételezve, sziinet nélkiil, évi 52 regtgholva) valaha éfordul az, hogy olyan 5-6st
hdznak ki, ami mar egyszer volt?

Adjunk numerikus értéket is.

5.13 (Stefan Banach gyufasdoboz-problémajalEgy sz6rakozott matematikus vesz két doboz gyufat. Mindkét
dobozn szl gyufat tartalmaz. Egyik dobozt a bal, méasikat a joblb&le teszi. Valahanyszor pipara akar
gyujtani, véletlenszeriien kiveszi az egyik dobozt és hblinasznal egy szal gyufat. Egyik alkalommal azt
veszi észre, hogy azt@lett gyufasdoboza mar iires. Mi annak a val6szinliségg,éld@r a masik dobozban
pontosark elhasznalatlan gyufaszal van még?

5.14 Andras és Béla kovetk@gatékot jatsszak. Andras egy szabalyos dobokockavalld@édganak nem arulja
el, hogy hanyadik dobasra sikerlltekzér hatost dobnia, de azt elarulja, hogy hanyadik dobédbaott
masodszor hatos. Ezek utan Béla megtippeli, hogy Andragadiindobasra kapott @zor hatost. Hogyan
érdemes Bélanak tippelnie? Ha Béla okosan tippel, milyéiszénliséggel talalja el az élbatos sorszamat?

5.15 ** Annanak és és Borinak van egy cinkelt érméje, anﬁeﬂmlészim’jséggel esik a Fej oldalara. Ezt felvaltva
dobéljak, Anna kezd. Az nyer, aki a masodik fejet dobja, tehdAnna: Fej, Bori: Fej esetén Bori nyert.
a) Varhatéan hany érmedobas utan fégik be a jaték?
b) Feltéve, hogy Anna nyer, mi a valészin(isége, hogy dzfejst Bori dobta?
Bénusz * Mekkora val6szinliséggel nyer Anna?
5.16 Dobodkockaval addig dobalunk, amigdl 6-ig minden szam legalabb egyszed elem fordul. Mennyi a
sziikséges dob&sok szaméanak varhato értéke?

5.17 Egy urnaban 4 piros és 4 kék goly6 van. Véletlenszekiigiasztunk 4 goly6t. Ha 2 koziliik piros és 2
kék, akkor megallunk. Kilénben visszarakjuk a golydkat araba és Ujra valasztunk 4 golyo6t. Az egészet
mindaddig folytatjuk, amig 4 hazott golyébdl pontosan 2pilesz. Mi a valészinlisége, hogy pontoseszer
hazunk?

5.18 ** Az orszagban évents)0 ezer végés gimnazistanak kell palyat valasztania. Egy gimnaZigi@01 va-
I6szinliséggel prébalkozik azzal, hogy (rhajésnak mene (rhajos felvéleli vizsga kétfordulos, az @ls
jelentked fizikai, a masodik a szellemi ratermettséget méri. Tegglikfogy ezek fliggetlen tulajdonsagok.
Az els vizsgan egy jelentkér20% eséllyel megy at, a masodikén% eséllyel.

(a) Mekkora a valészinlisége, hogy (e legfeljebb egy ember megy at az (irhajés felvételi \vangy

(b) Idén 10 ember ment at a felvételi@forduldjan. Mekkora a valészinlisége, hogy legalablbkéttvesz-
nek kozuluk?

(c) Tavaly3 jelentke®t vettek fel Grhajosnak. Mekkora valoszinlisége, Hbgmber bukott meg a felvételin?
5.19 Szamitsuk ki agl + X)~! valdszin(iségi valtozo varhato értékét a kovetkegetekben:

a) haX Binom(n, p) eloszlasu;
b) haX Poi(\) eloszlasu.

(Tipp: integréljunk valami szépét.

5.20 Legyenek < (0,1), n € NésX = pn € (0, co) rogzitve. Tovabbaux := pginom(n, p)(k)/Proir) (k).
Bizonyitsuk be, hogy amirit = 0, 1, 2, ... ndvekszik

a) ay, elészor novekszik, majd csokken, és a maximalis értékét 1|-nal éri el.
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b) ay el6szor kisebb, mint 1, majd 1 félénmajd Ujbdl 1 ala cstkken.

5.21 Egy uUjsagkihordd 100 forintért veszi és 150 forintéljaael az Ujsagokat. Az el nem adott lapokat nem
vasaroljak fle vissza. Ha az Gjsagokra a napi igény binomidlis elodaléetlen valtozén = 10 p = %
értékekkel, korilbelll hany lapot vegyen, ha varhaté gétfizeretné maximalizalni?

5.22 Egy orszagban a hazasparok ad éisg vallalnak gyereket. Mi a nemek aranya ebben az orsmigjlgaz-e,
hogy az egy csaladban sziiletett gyerekek neme fliggetlendygl?

5.23 Hipergeometriai eloszlas tart a Binomialishoz
Madarat gylr(izinkN madarbokn gy(rizott van. Képzeljik el, hogy a madargyUriizéskéita csinaljuk, a
madarpopulacié is@ és atlagosan a madarak egy bizonyos hanyadat vagyungeééipefogni. Pontosabban,
legyen mostV. — oo, & — p! Bizonyitsuk be, hogy ekkor, ha (fix) elemi mintat vesziink a populaciobdl,
ésX jeldli a gy(rtizétt madarak szamat azlem( mintaban, akkak eloszlasa binomialishoz tart, azaz

lim P(X =1i) —» P(Bin(n,p) =1)!

N—oo0,m/N—p

5.24 a) Tekintsiink egyd0 f6s, véletelenszerlien valasztott embeéeié csoportot. Mi a valészinlisége, hogy
van a koztik legalabb két ember, akiknek ugyanakkor van letgz=inapja?

b) Tekintslink200 véletlenszeriien vélasztott embert. Mi a valdszinliskggy van kotik legalabb egy,
akinek ugyanakkor van a sziiletésnapja, mint Mérickanak?

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a vizsgalt enidaielil senki sem szliletett februar 29-én.

6. HF:
6.1 Tegylk fel, hogyX eloszlasfiiggvénye; a kovetkedképpen adott:
0 hab < 0
b
= <b<
1 had <b <1
1 b-1
Fb)y=¢ =4 —= <
(b) S+ hal<b<2
11
= <
5 ha2 <b<3
1 ha3 <b
a) Szamoljuk kiP{X =i}-t,i =1,2,3.
b) MennyiP{i < X < 2}?
6.2 Egy rendszer a bekapcsolastol szamitvhdnapig mikddik. Hatarozzuk meg varhaté értékeét, és annak
valészinliségét, hogy a rendszer legalabb 5 honapig niKikialX sirliségfiiggvénye:
Cze */? haz >0,
flx) =
0 haz < 0.
6.3 Legyen
5
C3z—2%) had<z< =,
fz) = 2
0 kulénben,
és .
CBzr—2%) ha0<az< =,
g9(z) = ( ) 2

0 kilénben.

Lehet-ef ill. ¢ sirliségfiggvény? Ha igen, hatarozzuk riegés azf ill. g altal meghatarozott eloszlasok
véarhat6 értékét!

6.4 Az A ésB konstansok milyen értéke mellett lehetnek eloszlasfliggek a kdvetkea fliggvények?
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F(z) = exp(—Ae~B%);

)

F(z) = A+ Btanhux;

0 ha — oo <2 <0,
F(z)=<¢ 1+ Az

ha0 .
Bix <x <400

6.5 A C konstans milyen értéke mellett lehetnek slrliségfuggeién kovetkea fliggvények? Ezekben az ese-
tekben allapitsuk meg a varhato értéket, valamint annalszailiségét, hogy a megfdelal. valt6zo értéke
1 és2 kozé esik.

a) *
3
C-sin(2rx) ha0 <z < —,
fla) = (2me) ;
0 kilénben;
b) *
) = C-(—zlnz) ha0 <z <1,
(z) = 0 kilonben:;
c)

) = C-2° hal <z,
(z) = 0 kilénben

6.6 Egy benzink(t hetente egyszer kap benzint. Hogyha aeletas (ezer literben mérve) egy val6szinliségi
valtozo

5(1—2)* had<z<1,
fz) = L
0, egyébként

strliségfiggvénnyel, akkor mekkora méretl tartaly sefks ahhoz, hogy egy adott héten a benzinkat 0.01-
nél kisebb valoszinliséggel fogyjon ki a benltbh

6.7 Tudjuk, hogy mindel¥” nemnegativ valdszin(iségi valtozora

E(Y) = /P{Y >t} dt.
0
Mutassuk meg, hogy eg¥ nemnegativ valoszinliségi valtozéra
E(X") = /nw"‘lP{X >z} de
0

teljestl. [Tipp: kezdjuk azzal, hogy

E(X") = /P{X" >t} dt,
0
majd cseréljink valtozét ( = «™).)

6.8 a) LegyenX valoszinliségi valtozo varhatd értéke szérasnégyzete?, és a harmadik momentuma is
véges. Tovabba legyenegy haromszor differencialhaté figgvény. Ha tudjuk, héggentralt harmadik
momentuma elhanyagolhatd, akkor mutassuk meg, hogy

1
B(9(X)) ~ g() + L1 g2,
(Tipp: fejtsiikg-t p koriil 3 tagig Taylor sorba, és hanyagoljuk el a megmaradatigs
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b) LegyenX egy A varhato érték{ Poisson eloszlasu valészinliségi valtelziassuk meg, hogy hatart
végtelenhez, akkor

D?(VX) ~ 0.25.
Lepddjiink meg. Tipp: hasznaljuk fel az el6z6 felada®fv/X ) kozelitésérg)!
6.9 LegyenF'(z) folytonoseloszlasfliggvény, é8(0) = 0. Mutassuk meg, hogy
() 0, ha — oo < <1,
e F(x) - F(z™"), hal<z < oo
is eloszlasfuiggvény. Adjunk valdszinliségszamitasiréeia fenti formulanak.
6.10 Egyenletesen valasztunk egy pont@i,d ) intervallumbdl, jeldlje ezX. Mi annak a valészinlisége, hogy,
1 — X és1/2 haromszdget alkot?
1
6.11 Konstruélhaté-e olyan folytongs: [0, 1] — [0, oo) fliggvény, amelyre g(z)dz = 1, [z - g(z) dz = qa,
0

2?2 g(z)dr = a??

O

Bénusz Ha egy talalkozdrac R perccel kordbban érkezem a megbeszélinél, petakot fizetek, ha percet kések,
b - s-t fizetek. Az utazas a mai kaotikus kozlekedési feltételeéktmegleheisen véletlen ideig tart, melynek
stiriségfuggvényg(x). Mikor induljak, ha a varhaté koltséget szeretném miniaétii? (Tipp: irjuk fel a
vérhaté koltséget integrélalakban és derivaljuk.)

6.12 A buszok rendre minden 6ra egészkor, 15-kor, 30-kobdeod indulnak a megallobél. Ha véletlenszer(ien
érkezem 7:00 és 7:30 kdzt, mi annak a valoszinlisége, hogy
a) 5 percnél kevesebet varok?
b) 8 percnél tdbbet varok?

c) Ugyanez a két kérdés, ha 7:08 és 7:38 kdzt érkezem egyasietes
d) Es ha 7:00 és 7:25 kozt érkezem egyenletesen?

6.13 A felé a vonatok 15 percenkéntindulnak 7:00-t6l kezdve, Bifglé 15 percenként indulnak 7:06+kezdve.

a) Ha egy utas 7:00 és 8:00 kozotti egyenletes eloszlasiteia érkezik az allomasra, majd felszall arra a
vonatra amelyik hamarabb indul, az esetek hanyadrészébgyntelé, és hanyadrészébénfelé?
b) Es ha az utas 7:10 és 8:10 koz6tti egyenletes eloszlab@ivérkezik az llomasra?

c) Mi a helyzet akkor, haB felé gyakrabban, vagyis 7:08itkezdve 10 percenként indulnak a buszok?
Szamoljuk ki az €z6 két kérdés valdszinliségét erre az esetre is!

6.14 Egy busz ésB varosok kdzott jar, mely varosok 100 kilométerre vannaknedistol. Ha a busz lerobban, ak-
kor azt egyenletes eloszlasu helyen teszi a két varos kdadrt;, ilyenkor a legkdzelebbi szerviahkijonnek
a szerdbk és megjavitjak a buszt a helyszinen. Pillanatnyilag egpzérerviz talalhaté a2z varosban, egy
a B varosban, és egy a két varos kozott féluton. Egy javaslaindzhelyett gazdasagosabb lenne a harom
szervizt azA varostol 25, 50, és 75 kilométerre elhelyezni. Egyetérérkjavaslattal? Miért? Mi lenne a
szervizek legjobb elhelyezése? Milyen értelemben?

6.15 ** Egy egységhosszu ropin van egy sGdarab laglyen. Mire hazaériink a boltbdl, a tdskdnkban véletlensze
rlen (egyenletes eloszlassal) kettétérik a ropi a csoaraghli a sédarabot tartalmazé ropidarab hosszanak
vérhaté értéke?

6.16 ** Valasszunk egy pontot egyenletes eloszlassal egy szabhromszog belsejében, mely haromszdgnek
minden oldala 1 hosszusagu. Jeldlje pontnak a tAvolsagat a haromszog legkdzelebbi oldatdedéirozzuk
meg a¢ valdszinliségi valtoz6 eloszlas- és slrliségfliggvenyét

6.17 ** Pistike randevut beszélt meg Juliskaval este 6-ra. Pikgkéton is eljuthat a megbeszélt randevi helyszi-
nére, a két Ut kozott érmedobassal dont. Az utakon valo yédiyideje két valoszinliségi valtozot hataroz
meg: A-t ésB-t.

a) Az A slrliségfiggvénye (percekben szamolva):

0 hax < 5 vagyz > 20,
f(z) = f—S(m —5) has<z<10,
=(20 —z) hal0 <z <20.
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7. HF:

b) A B slrliségfuggvénye pedig:

(z) = 0 hax <5,
g\ = wexp (—%52) haz > 5.
Pistike 6-kor indul Utnak, mert elfelejtette nézni az 6Mia valdszinlisége, hogy talalkoznak, ha Juliska nem
egy tirelmes természet, és maximum tiz percet hajlandé/arn

6.18 Egyl hosszisagu ropit talalomra valasztott pontban kettékorbith az igy keletkezett darabok kéziil a révi-
debb eloszlasfuggvénye?

6.19 Valasszunk két pontot fliggetleniil és egyenletesemyyegkor keriiletén. Hatarozzuk meg a tavolsaguk
eloszlasfliiggvényét.

6.20 Valasszunk a haromdimenzids egységgdmb belsejélygroatpt egyenletes eloszlassal, és jelglgnnek a
pontnak tavolsagat a gdmb koézéppontjatdl. Hatarozzuk§redgszlasfliggvényét és varhato értékét.

6.21 Vélasszunk az egységnégyzetben véletlenszerliganletes eloszlassal) egy pontot. Jeldlje pontnak a
négyzet legkdzelebbi csucsatol valo tavolsagat. Hatékoareg a valdszinliségi valtozo eloszlasanak sirl-
ségfliggvényét.

7.1 Sok intelligencia teszt normalis eloszlast kovet, 100twarhato értékkel és 15 pont szérassal. Ha ezeknek
a teszteknek és értékelésiknek hihetiink, akkor az embédrés®y szazalékanak van 95 és 110 pont kdzott
az 1Q-ja? A 100 pont korili mekkora intervallumban van az engg&g50%-anak az 1Q-ja? Egy 250®$
telepllésen varhatéan hany embernek lesz 125 pont foltQ-ga?

7.2 Az 1Q teszteknek még mindig hiszlink és tegyiik fel, hoggradmény 100 pont varhato értéki{i és 15 szorasu
normalis eloszlast kovet. A teszteket megirt és kiértéddalhyokat altalaban 3 csoportba szoktak sorolni:
alacsony-, atlagos-, illetve magas intelligenciahangad&. A résztvebknek rendre 20, 65 illetve %5
a keriilt a megfelé csoportokba. Hol hiztdk meg a hatarokat, azaz melyek azmntszamok melyek
megkillonbodztetik az egyes csoportokat?

7.3 Tegyuk fel, hogyX normadlis eloszlasu 5 varhato értékkel. B4X > 9} = 0.2, kdzelitleg mennyiX
szérasnégyzete?

7.4 ** Tegyuk fel, hogy a 25 éves fiatalemberek magassaga centbeétmérve normalis eloszlagu = 180 és
o? = 169 paraméterekkel. A 25 éves fiatalemberek hany szazalékasaialgd méternél? A két méteres klub
tagjainak hany szazaléka magasabb 2 méter 10 cm-nél?

7.5 Mutassuk meg, hody(3) = /7. (Tipp: I'(3) = f0°° e "z~ 2dz. Helyettesitstink = /2z-et és hasonlitsuk
Ossze az igy kapott kifejezést a normdlis eloszlgssal!

Bénusz: Szamoljuk ki a normalis eloszlas alabb definialszahit momentumait”4 a standard normdlis siiriiség):

o0

Ap = / eyl dy,  k=1,2,3,...

— 00

(Tipp: parosk = 2¢-re szdmoljuk ki és hasznéljuk a kdvetkez6 kifejezést:

a1 /e*Ayz/Qdy
A\t \/or
—00 A=1

Paratlank = 2¢ + 1-re hajtsuk végre a = y? valtozocserét az -t definiald integralban.

7.6 Legyen azX valoszinliségi valtoz6 normalis eloszlasuarhaté értékkel és szorassal. Szamoljuk kic R-
re azE(e!X) varhatd értéket! (Tipp: ez egy egyszerl integralhelgétiasel visszavezetibed normalis
sUrliségfliggvény integraljara.)

7.7 Bizonyitsuk be, hogy az @&t6 feladatban kapott képlet akkor is érvényes marad, teasdleges komplex
szam! (Vigyazat: a normalis slrliségfiiggvény integréak avalésszamegyenesen tanultuk, hogy mennyi.
A bizonyitashoz kell valami komoly az analizélh
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7.8 LegyenX nulla varhato érték{i és szorasu, normalis eloszlasu valészinliségi valtozo. Bitsuk be, hogy
tetsdlegesr > 0 esetén fennallnak a kdvetkeegyendtlenségek:

o (@2/20%) 7

1 2 2 3
e~ (@°/207) <E _ U_> < P{X > x} < \/2_ "
s

V27 r a3
(Tipp: differenciéljuk az egyenlétlenséglanc mindharagjat, és hasonlitsuk 6ssze a derivaltakat.

7.9 Becsililjuk meg annak a valészinliségét, hogy 100.00€rle@sztas soran a fullok szama 128 és 158 kozé
essen.

7.10 ** Egy gyar kétfajta érmét gyart: egy igazsagosat és egy hgrama55% eséllyel mutat fejet. Van egy ilyen
érménk, de nem tudjuk, igazsadgos-e vagy pedig hamis. Erndéktésére a kdvetkézstatisztikai tesztet
hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legalati &2r fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk,
ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kozétt, akkor az égagtadgosnak tekintjik. Mi a valészinlisége,
hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazséi@dss/sha hamis volt?

7.11 Egy nagyvaros lakossagaratalunk ismeretlep hanyada dohanyzik. Eztyahanyadot akarjuk kdzebiteg
meghatarozni egy mintdban megfigyelt relativ gyakorisbgdévetked modon: megkérdezinkvéletlen-
szer(ien kivalasztott lakost, és megallapitjuk, hogy é@eibttk allitja, hogy dohanyzik. A NSZT-@ tudjuk,
hogy han elég nagy, akkor az empirikusan megfigy#lt = k/n relativ gyakorisag igen nagy val6szinliség-
gel jol kozeliti az igazip hanyadot. Milyen nagynak keil-et valasztanunk, ha azt akarjuk elérni, hogy az
empirikusan megfigyeft’ relativ gyakorisag legalabb 0.93 valészinliséggel 0.6aHataron belll kdzelitse a
valédi (ismeretlen) hanyadot? Méas széval: hatarozzuk meg azt a legkisglibermészetes szamot, amelyre
igaz, hogy barmely € (0, 1)-re ésn > no-ra

P{|p’ — p| <0.02} > 0.93.

7.12 Az ebz6 feladat kicsit mashog$

Budapest utcain az emberék%-a tAmogatna, hogy kozterileten ne lehessen dohanyozeeli&iik azt a
valészinliséget, hogy megkérdezett ember kozil legalély% a betiltds mellett nyilatkozik, ha

a) n=11,
b) n = 101,
c) n = 1001.
d) Hany embert kellene megkérdezniink, hogy legal#iih eséllyel40% felett legyenek a betiltast tAmo-
gatok?
7.13 ** Az Un. Monte Carlo-integralas lényege a kovetkelegyen az egyszerliség kedvégri [0,1] — [0, 1]
folytonos fuggvény, és az

Io/f(z)dx

integral értékét becsiljuk. Ha ésV két fuggetlen0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valdszinliségi
valtozo, akkor azU, V') par a[0, 1]? egységnégyzet egy véletlen pontjat adja. Fuggetlenulrgbme: vé-
letlen pontot az egységnégyzetben, jelétjg azon pontok szaméat, amelyek @Zliggvény grafikonja ala
estek, vagyis amelyek€ < f(U). Ekkor I becslését aX,, /n hanyados adja. Mekkoranak valasszuk
értékét, ha azt szeretnénk, hogy legfeljebiB valészinliséggel kapjurtk05-nél nagyobb hibat, ha a Monte
Carlo-integralas modszerét

a) az f(z) = /x fuggvényre alkalmazzuk?
b) egy ismeretlery : [0, 1] — [0, 1] folytonos fuggvényre alkalmazzuk?

7.14 Van két egyforma biztositotarsasag egyenként tizepdellel. A 2007-es év elején minden ugyfél befizet a
biztositéjanak 6tvenezer forintot, és az év folyaman miniigyfél egymastél fiiggetlendl valészintiséggel
nyujt be karigényt, amely minden esetb&s0 ezer forintos. Mindkét biztosittarsasagnak van ezen feli
5 milli6 forint félretett pénze az ék6 évidl. Egy biztositotarsasag @dbe megy, ha nem tudja kifizetni a
beérked karigényeket. Erdemes-e egyesiilnie a két biztosit@tagsmk? Legyep; annak a valészinlisége,
hogy a két biztositétarsasag kozil legaldbb egy tonkrepéespps annak a valészinlisége, hogy az egyesiilt
biztositotarsasag tonkremegy. Hatarozzuk meésp, (kozeli) értékét, és vonjuk le a kovetkeztetést!
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7.15 (A Poisson eloszlas normalis approximaciéja.Bizonyitsuk be, hogy — oo-re

1
V2T

és a hibatag egyenletesen kicsiahegy korlatos halmazban marad. Kévetkezményként lassukdog,

\/X~ppoi(x)(p\ + x\/XJ) = exp(—22/2) + (9()\*1/2)7

B

S e [ ely)dy = 2(6) - @)

AoV A<E<A+BV a

amint\ — oo.

7.16 ** A menzai poharak kirakasuktol szamitott torési ideje exgpaiélis eloszlast kdvett honap varhaté érték-

kel. Szamitsuk ki annak valdszinliségét, hogy
a) 6 kirakott poharbdl legfeljebl torik el egy év alatt;
b) 400 kirakott poharbdl legfeljebli65 torik el egy év alatt! (Adjuk meg a numerikus értéket is!)

7.17 A valszamium radioaktiv bomlé részecske atlagosagtathal év. Mennyi ennek a részecskefajtanak a
felezésiideje?

7.18 A ,Fény az éjszakdban” tipusu villanykorte élettadagmponencialis eloszlasu. A gyartdé mérései szerint a
korték 90 szazaléka birja legaldbb egy évig. Menngrédvallalhat a gyartd garanciat a kdrtéek miikodésére,
ha azt akarja, hogy a véknek legfeljebb 1 szazaléka reklaméljon?

7.19 Reggel a foldalatti szerelvények kévetési ideje erpoidlis eloszlasu valészinliségi valtazperc varhato
értékkel. Az egyik szerelvényt pont lekéstem.

a) Mennyi a val6szinlisége, hogy legaldbpercet varnom kell a kbvetkére?
b) Mar 3 perce varok hidba. Mennyi a valdszinlisége, hogy még tovidercig varnom kell?
7.20 (Veszélyratg. Egy pozitiv abszolut folytonos valoszinliségi valtoz@lkdrati ratafliggvényének ¥t) =

15%) fuggvenyt nevezzik.

a) Mi a kockézati ratafiiggvény szemléletes jelentése?
b) Lassuk be, hogy ekkor

t

F(t)=1—-exp —/)\(s)ds !
0
¢) Mia X paraméteri exponenencidlis eloszlas ratafuiggvénye?
d) Es egy0, a] intervallumon egyenletes eloszlasé?

7.21 Gyakran hallani, hogy a dohanyosok halalozasi ratéaz a kockazati rataja a halabjbntjara vonatkozoé-
lag) minden életkorban kétszerakkora, mint az azonos kemidohanyzé6ké. Igaza van-e annak a nemdohany-
zénak, aki erre azzal jon, hogyakkor kétszer akkora valészinliséggel fog méiyig élni, mint a dohanyos
osztalytarsa? Ha nem, mi a két valészinliség viszoniiap:(el6z6 felada).

7.22 Egy nagyon gyors szamitégépen futé program, miutadell, minden orajel hatdséara (vagyis nagyon gyak-
ran) megprobal lefagyni — feltéve, hogy ez kordbban nenrigikaeki — és valamilyen nagyon kicsi valo-
szinliséggel le is fagy. A tapasztalat szerint ez a progmimditas utan atlagosandéraval fagy le. Mi a
lefagyasig eltéd (6raban mért) id eloszlasa?

7.23 Pistike nyari estéken csillaghullast néz. Egy-egyirgstén nagyon sok meteor éri el a Foldet, ezek mind-
egyikének egymastdl fliggetlentl, nagyon kis valdsziggsésikeriil Pistike szeme elé keriilni — vagyis pont
akkor és ott esni le, amikor és ahol Pistike latja. fofél 6ra alatt atlagosan harmat lat lehullani. Augusztus
19-én este 22:00-kor kezdi nézni az eget.

a) Miaval6szinlisége, hogy 22:00 és 22:25 kdzott egyetleiddrillagot sem 1at?

b) Mi a valdszinlisége, hod¥ perc alatt egyetlen hullocsillagot sem lat, aliok R+?

c) Az X val6szinliségi valtozo legyen az adbifpercben mérve), amennyit Pistikének addisllocsillag
megpillantasara varnia kell. SzamoljukXi eloszlasfiiggvényét és siirliségfiiggvényét!

d) Fogalmazzuk meg szépen a tanulsagot!
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7.24 ** AHOMALY cég kétféle kompakt fénycsovet forgalmaz, az A éspisok varhato élettartama rendteo,
illetve 12000 6ra, mindkét esetben exponencialis eloszlassal.

a) Egy egyetemi éladoterem két lampajaban egyszerre cserélik a fénycstjtekat ha az egyik fényos
kiég, mindkettit lecserélik. A legutébbicsere alkalmaval az egyik langdba masikba B tipusu fény@s
keriilt. Mi a valoszinlisége, hogy a kivetkezerére kevesebb, mi#00 6ra elteltével lesz sziikség? Es
ha tudjuk, hogy a legutobbi csere &300 ora telt el, mi a valdszinlisége, hogy tovabtio éraig nem
lesz sziikség cserére? (Az egyes fénycstvek élettartamatfégnek tekinthét)

b) A takarékosséag jegyében a doktorandusz szobaba egy oltbéltszerzik be a fénycsovet, ahol azokat
csomagolas nélkil, a rendetlenség miatt jol 6sszekevergdtuljak. A kupa0%-a "selejtes"”, be se
kapcsol, a maradék egy@énaranyban A, illetve B tipus(. Vaktdban véalasztva, mi lesioktorandusz
szobaba keridl fényc® élettartamanak eloszlasfiiggvénye?

c) Mi a valdsziniisége, hogy a doktorandusz szobaba&égiiyc$ tébb, mint4000 6raig birja? Es ha ez a
fénycg mar kibirt3000 6rat, mi a valdszinlisége, hogy még tovahlio 6raig birni fogja?

8. HF:

8.1 A kovetked feladatokban adott&valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye ill. stirfiségvénye. Meg kell
hatarozni aZ figgvényeként értelmezel, Y, 7, ... valdszinliségi valtozék slrliségfliiggvényét.
(a) ¢ egyenletes eloszlas({al, 1] intervallumbanX := £2,Y := &3, Z := tan(5¢), U := sin(x§).
(b) * ¢ exponencidlis eloszlastiparaméterrelX := 26 — 1, Z := /€.
(c) ¢ standard normadlis eloszlask; := £2,Y := ¢72.
(d) * ¢ egyenletes eloszlas(a3, 2] intervallumban;X := 2.
(e) ¢ exponencidlis eloszlasiparaméterrelX := —3¢ +2,Y = ef.
(f) ¢ strlségfuggvényer a0, 1] intervallumon, egyébkértt, Y := ¢ 2.
8.2 LegyenX egyenletes eloszlasya3, 4] intervallumon, és legyeW (z) = |z — 1|+ |z + 1|. Hatarozzuk meg

azy = ¥(X) valészinlségi valtoz€'(y) eloszlasfuggvényét. Abszolut folytonos eloszlasi?eAdjuk meg
a G eloszlasfuiggvény Lebesgue-féle felbontaséat diszkrégabt folytonos és folytonos de szingularis nem
csokkerd fliggvények 0sszegére.

8.3 Hatarozzuk meg? = Asin(©) eloszlasat, ahold egy rogzitett konstans, &3 egyenletes eloszlasu
(—m/2, w/2)-n. (Az ilyen val6sziniiségi valtozok ballisztikdnal jonneék el v sebességgel szdgben ki-
16tt I1bvedékRr = ”5 - sin(2«) tavolséagban ér foldex.

8.4 (a) LegyenX standard Cauchy-eloszlasu valoszinliségi valtozé. Birsuk be, hogy ekkoX és1/X azo-

nos eloszlasuak. (EmlékezteEgy standard Cauchy eloszlasu valdszinliségi valtodségfliggvenye:

1

/()

(b) Mutassuk meg, hogy a fenti tulajdonsag az

[ 1/4 haly| < 1
fY(y’{ () halyl > 1

stirGiségfuggvényll valdszinliségi valtozoéra is igaz, vagyisY eloszlasa megegyezik eloszlasaval.
8.5 a) LegyenX )\ paraméterli exponencialis eloszlasu valészinliségiz@lEese > 0. Mutassuk meg, hogy
¢X szintén exponencidlis eloszlasy,c paraméterrel.
b) Most legyenX sirliségfuggvényg(z). MiazY = aX + b val6szinliségi valtozé strliségfiiggvénye?
c) Z eloszlasa megegyez¥Z-jével. Mi ez azZ?
Bénusz LegyenX sﬁrﬁségfﬂggvényg%ﬁ a[0, 1] intervallumon é$) egyébként. Mi lesz- tortrészének stirliség-
fuggvénye?
8.6 **
a) LegyenX normalis eloszlasji varhaté értékkel és szérassal. Hatarozzuk még= eX siirliségfiigg-
vényét. " eloszlaséat lognormalisnak nevezik.
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b) Mutassuk meg, lehéteg szamolas nélkil, hogy ekk6ry @ eloszlasa szintén lognormajis = au +
log C éso’? = %02 paraméterekkel Tjpp: tudjuk, hogyy” = eX, ahol X normalis. irjuk felC'Y *-t e*
alakban, talaljuk meg a kapcsolatéf és Z kozott, és hasznaljuk tudasunkat a normalis valészinliség
Valtoz6 linearis transzformaltjairdgl.

¢) Valamely homokfajta részecskéi gdmb alaktak, melyeknakgje (milliméterben mérve) log-normalis
eloszlasly = —0.3 éso := 0.2 paraméterekkel. Az egész homokmennyiség reiilyszazalékall 0.5
mm-nél kisebb atméjii szemcsékil?

8.7 LegyenX folytonos eloszlasu valoszinliségi valtoZdeloszlasfliggvénnyel. Legyén = F(X). Mutassuk
meg, hogyY” val6szinliségi valtozé egyenletes eloszlag, d) intervallumon.

8.8 LegyenX egy valoszinliségi valtozd, amelyP§ X = 0} = 0, ésY := X 1. Mi a feltétele annak, hog
ésY azonos eloszlasuak legyenek?

8.9 Bizonyitsuk be, hogy h& Cauchy eloszlasu valdszinliségi valtozo, melynek glgfligggvényef(z) =
L, 68X = 1/6, Y :=2¢/(1 - &), Z := (3¢ - £%)/(1 — 3¢?), akkorX, Y ésZ szintén Cauchy elosz-
lasu. {Tipp: Hasznaljuk a kovetkez trigonometriai azonossagaka { = tg(a), akkorl/¢ = tg(§ — a),
2¢/(1 - ¢%) = tg(2a) és(3¢ — €)/(1 — 3¢6%) = tg(3a).)

8.10 Egy! hosszu ropit talalomra (egyenletes eloszlassal valagmatban) kettétoriink.

(a) JeldljukX -szel az igy kapott két rész hosszainak négyzettsszeggirddauk meg aX valészinliségi
valtozé eloszlasanak sirliségfliggvényét.

(b) Jeloljuk Y-nal a két részbl képezett téglalap tertletét. Hatarozzuk megvaral6szinliségi valtozo
eloszladsénak sirliségfiiggvényét.

8.11 Legyert az X ponttavolsaga a siki, 1) koordinataju pontjatol, ha
a) X-etazz-tengely[0, 1] intervalluman véletlenszerlien valasztjuk;
b) X-etazaz-tengely[0, 2] intervalluman véletlenszeriien valasztjuk.
A két esetben hatarozzuk meg aal6szinliségi valtozo strliségfuggvényét.
8.12 Egy’ hosszu ropit két egymastdl fliggetlenil és egyenletesléksa kivalasztott pontban eltdrink.
a) Miaz igy nyert harom darab kdzil a legrovidebb hosszanaklzaté értéke?
b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy a harom darabbél hatmesalkothatunk?

8.13 ** Egy téglalap oldalainak hossza legy@ill 4. A két szemkdztB hosszu oldalon egymastdl fuggetlendil és
egyenletes eloszlassal kijeldlink egy-egy véletlen pod&ldlje X e pontok tavolsagat. Meghatarozantlo
strlségfiggvénye.

8.14 Két szabdlyos kockaval dobunk. Hatarozzuk tiegsY egydttes sulyfiiggvényét, ha
a) * X adobott szamok maximumg, a két dobott érték 6sszege;
b) X az el kocka eredményé; a dobott szamok maximuma;
c) ° rendreX, Y a dobott szamok minimuma, ill. maximuma.
8.15 LegyenekX ésY fuggetlen,p paraméterli geometriai eloszlasu valdszinliségi vattotbzaz: P{X =
.Y =jt=0-p) " p-1=p)’"p i, j>0)

a) Sejtsuk med®{X =i|X+Y = n} értékét. Tipp: tegyik fel, hogy egy cinkelt érmét dobunk fel, egymas
utan sokszor. Az érmevaloszinliséggel ad fejet. Ha a masodik fepazdik feldobasnal jon, mi az els6
fej bekdvetkezése idejének eloszlasa?

b) lgazoljuk (a)-beli eredményiinket szamolassalipif: ugye még emléksziink mi fliggetlen geometriai
varakozasi idék 0sszegének az eloszlfisa?

8.16 Egyiuttes eloszlasfiiggvény-e a kdvetkket fliggvény £, y € R)?
F(xz,y) = eXp(—e_(”y)), G(z,y) = exp(—e ™™ —e™Y).

8.17 Legyen X, Y) az{(x, y) : 2* +y? < 1} egységkorben véletlenszerlien (egyenletes eloszlagdasztott
pont koordinata-pérja. Hatarozzuk meg a peremeloszldsdiségfiiggvényét.

8.18 ** Hatarozzuk meg a peremsirliség-fuggvényeket! Fliggetlergsy ?
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a) Legyen azX ésY val6szin(iségi valtozok egydttes eloszlasanak sifligggénye:

b, y) = A-(@*+y') had<az<1,0<y<l, |
HY= 0 egyébkeént. ’

ahol azA pozitiv konstans értéke meghatarozando.

b) Az (X,Y) pont eloszlasa egyenleteda= {(:17, y) € R? ¢ |z| + % < 1} tartoméanyon.

8.19 Egy férfi és egy thtalalkozot beszélt meg 12:30-ra. Ha a férfi 12:15 és 12:4%tkd@gyenletes eloszlasu

idBben érkezik, éte fliggetlenil a @ 12:00 és 13:00 kozoétt egyenletes eloszladbeh érkezik,
a) hatarozzuk meg annak valoszinliségét, hogy dszlr érkezik, 5 percnél kevesebbet var.
b) Miavaldszinlisége, hogy a férfi érkezik@iek?

8.20 n pontot fliggetlenil egyenletesen elosztunk egy kor kediilats szeretnénk meghatarozni annak valészin(-
ségét, hogy mind egy félkdrbe esnek (vagyis annak valasegt, hogy van egy olyan, a kér k6zéppontjan
atmerd egyenes, melynek az 6sszes pont az egyik oldalan van)jeJBlo P, ..., P, a pontokat. Legyen
A az az esemény, hogy az 6sszes pont egy félkérbe esik, éz az esemény, hogy az dsszes pont abba a
félkorbe esik, amely;-t6l indul az éramutat6 jarasaval egyeranyban; =1, 2, ..., n.

a) Fejezzik kiA-t az A;-k segitségével.
b) lgaz-e, hogy a#;-k kdlcsdndsen kizaréak?

c) Hatarozzuk med{A}-t.
d) Most valaszoljuk meg a kdvetkékérdést: ha egkdrlaponegymastdl fliggetleniil pontot egyenletes
eloszlassal elhelyeziink, mi a valészinlisége, hogy a kiffgkiontja benne lesz a pontok konvex kombi-

néacidiként eballo halmazban?
8.21 AzX ésY val6szinliségi valtozok kézos sirliségfiggvénye

zef(wry), haz > 0, y > 0,
[z, y) = .
0, egyébként
Fliggetlen-eX ésY? Es ha a kdzos siirliség
2, ha0l<y<1,0<z<y,

f@,y) = {o, egyébkértt

8.22 LegyenekX, Y fliggetlen0, 1]-en egyenletes valdszinliségi valtozék. Mi a tavolsaguéssgfiggvénye?

8.23 Rendezett mintak. Leszorunk 0, 1]-re egyenletesen pontot. Mi ak. pont slirliségfiiggvénye? Ravezet
kicsit egyszer(ibb kérdések: Mi a maximum eloszlasa? Mrassgfiiggvény? Es a 2. legnagyobbé? (Hogyan

kapjuk meg derivalas nélkil, kozvetlenul?)
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