Félévi idébeosztas [hazi feladat beadasi hataritkkel]
Figyelem! Ez a file az év soran valtozhat, pld a HF beadasi hatél 6ket a gyakvezérek esetleg modosithatjak!
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusok@dlg sz

El6adas Matgyak Fizgyak MatFizgyak

-vel kez- H12-14 H 10-12 K12-14 Sz 10-12
d6do6 hét Balint Péter Rath Balazs Lukats Gergely Rath Balazs
Szept. 9 E1l Gyl Gyl Gyl
Szept. 16 E2 Gy2 Gy2[1. HF] Gy2[1. HF]
Szept. 23 E3 Gy3[1. HF] Gy3[2. HF] Gy3[2. HF]
Szept. 30 E4 Gy4 (2. HF] Gy4 TTK dékani sziinet

Okt. 7 E5 Gy5[3. HF] Gy5[3. HF] Gy4 [3. HF]

Okt. 14 E6 Gy6 [4. HF] Gy6 [4. HF] Gy5[4. HF]

Nemzeti Ginnep

Okt. 21 E7 Gy7 [5. HF] Gy7 [5. HF] o
[5. HF]: K 14-ig iroda

Okt. 28 E8 Gy8 Gy8 Gy6

Nov. 4 E9 Gy91s. HF] Gy91s. HF] Gy7[6. HF]
TDK Konferencia

Nov. 11 E10 Gy10[7. HFA o Gy817. HF]

[7. HF]: Sz 14-ig iroda

Nov. 18 E11l Gyll(s. HF] Gy10is. HF] Gy91s. HF]

Nov. 25 E12 Gyl12[9. HF Gyll[9. HF Gy10i9. HF

Dec. 2 E13 Gy13[10. HF] Gy12[10. HF] Gyl1[10. HFA

Dec. 9 E14 Gyl411. HF Gy13[11. HF] Gyl2[11. HFA

El6adas napl6

09.09 Bevezét példak. Eseménytér, mértékelmélet, egyszerii allitAgéges eseménytér, egyénlaldsziniiségii elemi
esemeények. Szita formula.

09.16 Feltételes valoszinliség, Szorzasi szabaly, Béyelsfliggetienség.

09.23 Fuggetlen kisérletek. Feltételes fliggetlenségkipis valdszinliségi valtozék. Binomialis és geometrias&as.
Varhato érték.

09.30 Val. véaltozé fuggvényének varhato értéke. SzéraeredgVarhatd érték és szoréas viselkedése lineéaris atsictin
Indikator valtozé és binomidlis eloszlas szérasa. Belnblalgy Szamok Torvénye. Poisson eloszlas. Binomialis
approximacioja Poisson-nal. Példak Poisson eloszlasra.

Ajanlott irodalom

Az elsbdleges forras, amit az@asok beosztasa is viszonylag pontosan kdvet, a Balazehair 6th Balint jegyzet.
Més kdnyvjavaslatokkal egyitt a kurzus honlapjan megdiatéi:
http://ww. mat h. bne. hu/ ~pet/val szan’ Vsz2019. ht m |


http://www.math.bme.hu/~pet/valszam/Vsz2019.html

HF feladatsor témak

Ez csak korulbeliliiranymutatd. Az@hdas menetétfiiggben a témak esetleg vandorolhatnak, régebbi témak mindig
visszatérhetnek, dfcsapasiranytol eltérérdekességek folbukkanhatnak.

1. Alapvet kombinatorika, szita-formula, eseménytér, eg§enall6szinliségli események

2. Feltételes val., Bayes tétel, (feltételes) fliggetlgnsé

3. Diszkrét valvaltozék 1. Binomidlis, geometriai, negdtinom, hipergeom.

4. Diszkrét valvaltozék 2. Varhat6 érték és széras, Poistusrlas

5. Poisson folyamat, eloszlasfliggvény, striiségfliggesetieg egyenletes eloszlas

(ZH1 itt)

Egyenletes eo, normdlis eloszlas, binomialis és Poskmzlas normalis approximaciéja, deMoivre-Laplace
Exponencidlis eloszlas, Poisson folyamat megint, CaésHognormalis eloszlas, eloszlastranszformacidk

Diszkrét és folytonos egyiittes eloszlasok, tobbdimeneioszlastranszformaciok

© © N ©

Tobbdimenziés eloszlastranszformaciok, fliggetlegsdgnvollcio, feltételes eloszlasok, feltételes varbetgk
10. Osszegek varhato értéke, szorasa, kovarianciak J&oidk, indikatorok 6sszege

(ZH2 valészindileg itt)
11. Toébbdimenziés normalis és korrelacioi (ez talan atdsdlisaz utolsé gyakra)

12. Utolso gyakorlaton meglatjuk, lehet csak gyakorlagywvdtekintés méas témakra, izlés szerint.

Hazi feladatok
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusok@dlg6sz

A feladatok kézil minden héten a beadandd hazi feladatokvaegak jelélve, ezek 2°7) vagy 3 pontot {*°) érnek,
0sszesen 10 pont értékben. Természetesen gyakorlaskappsuijuk a tobbi feladat beadas nélkili megoldasat iyeEg
heteken szerepelnek bonuszfeladatok, ezek darabonként@& grnek. Fiiggetlenil a tobbi feladattdl, ezek az adérn
minden esetben beadhatok, és mindig kijavifiskt. A hazi feladatok beadasi hatarideje ad elslalon szerepel.

Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklagsaddiok el. Azigazi csoportmunka hasznos, de ebben az
esetben mindenki sajat maga irja le a megoldast a sajatieiaik@pleteivel). A passziv masolas viszont haszontakn
pasztalatunk szerint az igy szerzett hazi feladat pontskéitbszérosen elvesznek ZH-kon és a vizsgan, amikorider
hogy a masolt hazi feladat nem hozta meg a kivanbdeist.

1. HF:

1.1 Hanyféle (esetleg értelmetlen, de kuléniogzot lehet kirakni a MISSISSIPPI betBib(mindegyik bet(it
pontosan egyszer felhasznélva)? Hat az ABRAKADABRA szdiibét? Mi annak a val6szinlisége, hogy
ha felirjuk a bet(iket egy-egy kartyara, akkor jol megkeeeaa paklit, a két sz6 egymast kdvetve értelmesen
kiolvashato lesz (abrakadabramississippi vagy forditva)

1.2 a) Hanyféleképpen ilhet le egy sorban négy lany és harom fiu?

b) Hanyféleképpen llhet le egy sorban négy lany és harom filJdrayak egymas mellett tilnek, és a fidk
is egymas mellett Glnek?

c) Es ha csak a fitik kell, hogy egyméas mellett iiljienek?
d) Hanyféleképpen llhetnek le, ha azonos nemUiek nem ulhetnekas mellé?

1.3 Egy tanciskoldba 12 hdlgy és 13 Uriember jar. Ha 6 holggeb Griembert kell kivalasztanunk és parba
rendezniink, hanyféle elrendezés lehetséges?



1.4 Egy tarsasag 8tmdl és 7 férfibol all. Beblik kell egy 4 dbdl és 3 férfibdl allo bizottsagot alakitanunk.
Hanyféle kiilénboé bizottsag lehetséges, ha
a) van két férfi, akik nem hajland6ak egy bizottsagban dolgozni
b) van két i, akik nem hajlandék egy bizottsagban dolgozni,
c) van egy 1t és egy férfi, akik nem hajlandéak egy bizottsagban dolgozni
1.5 Egy arverésen 4 migydjvaséarolt 6sszesen 5 Dalit, 6 van Goghot, és 7 Picassot. Héudgsitd csak

annyit jegyez fel, hogy melyik gy(ithany Dalit, van Goghot, és Picassot vasarolt, akkor héakfddnbod
feljegyzés sziilethet?

1.6 a) Tekintsiik a kdvetkezkombinatorikus azonossagot:

zn:k:(Z) —n.2n L

k=1

Adjunk egyrészletekombinatorikai érvelést a fenti egyésiég igaz voltara olymédon, hogyemberidl
kivalasztunk egy tetgiteges létszamu bizottsagot és annak elnokét, illetverakeét és hozza a bizott-
sagot.

b) Ellenbrizziik a

n

Sk <Z> =n(n+1)-2"2

k=1
azonossagat = 1, 2, 3, 4 esetén. Ismét adjuniészletekombinatorikai érvelést az azonosséagra:

emberldl valasszunk egy tetéieges méretii bizottsagot, annak elnokét és titkarat (ett@ lehet egy
személy is), illetve

— valasszunk egy elntkot, aki egyben a titkér is lesz, majdattisag tobbi tagjat,
— vélasszunk egy elnokét, egdle kilonbod titkart, majd a bizottsag tdbbi tagjat.
c) A fentiekhez hasonléan mutassuk meg, hogy

DK (Z) = n?(n+3)-2"7,
k=1

1.7 Egy 100000 lakosu varosban harom Gjsag jelenik meg:@sllil. A varoslakok kdvetkdézaranya olvassa az
egyes Ujsagokat:

|:26% | ésl:6% | és |l és ;2%
11: 18% | és 11l: 9%
1:22% Il és 1ll: 5%

(Azaz példaul 6000 ember olvassa az | és Il Gjsagokat (k&Z2000 a Ill Gjsagot is).)

a) Hatarozzuk meg, hdnyan nem olvassak a fenti Gjsagok eggeket
b) Hanyan olvasnak pontosan egy Ujsagot?
c) Hanyan olvasnak legalabb k@tfijsagot?
d) Hal és Il reggeli Gjsagok és Il egy esti Ujsag, akkor hanyleasnak legalabb egy reggeli Gjsagot plusz
egy esti Ujsagot?
e) Hanyan olvasnak pontosan egy reggeli Gjsagot plusz egyjsétjot?
1.8 a) LegyenA ésB két esemény. Bizonyitsuk be, hogy

haP{A} > 0.8 ésP{B} > 0.6, akkorP{A N B} > 0.4.
b) Bizonyitsuk be, hogy tetétegesA,, A,, ..., A, eseményekre fennall a kdvetkezgyenbtlenség:

1.9 a) n goly6t helyeziink véletlen moddnurnaba. Mi a valdszinlisége, hogygntosaregy urna marad tres?



b) n befektetési egységet osztunk skétszvény kozott. Befektetési stratégiaknak nevezzik ekbetEsi
egységek lehetséges kiosztasait, vagyis amikor mindendagre megadjuk, hogy abba hany egységet
fektetiink be. Ha minden befektetési stratégia azonos zalidségii, mi az esélye annak, hogy pontosan
egy olyan részvény lesz, amelybe egyetlen egységet seatifaktbe?

1.10 Egy régi vagasu szinhazban a fogasra akasztjak aérkalz a kalapjaikat. Kifelé menet minden ar vélet-
lenszer(ien levesz egy kalapot a fogasrol, és tavozik. Makma valészinlisége, hogy senki nem megy haza a
sajat kalapjaban? Hogyan viselkedig ez a valészinliségpszikusan amint — co?

1.11 ** Egy sakktabla 64 mégére véletlenszer(ien, egyenletes valdsziniiséggelyeltiink nyolc bastyat; egy
medre csak egy bastya keriilhet. Mennyi a valdszinlisége, &gk bastya sem (iti a masikat (azaz semelyik
sor és semelyik oszlop nem tartalmaz egynél tobb bastyat)?

1.12 °°°

a) Hatszor feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Mi a valas#gé, hogy az, 2, ..., 6 eredmények mind-
egyike ebfordul?

b) Tizszer feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Mi a valas#gé, hogy at, 2, ..., 6 eredmények mind-
egyike (legalabb egyszer)aordul?

1.13 A bridzs jatékban a négy, égtajakkal azonositott gtékindegyikének 13 lapot osztanak ki egy 52 lapos
francia kartyabol. Szamoljuk ki annak valosziniiségégyheny bridzsleosztasban Eszaknak semmilyen ér-
tékbdl se legyen meg mind a négy kartyaja (azaz ne legyen seiégge négg-a,...., Se négy -a, se négy
A-a).

1.14 Egy kdzosségben 20 csalad van: 5 csaladban egy gyerek esaladban keit 4 csaladban harom, 3 csalad-
ban négy, 1 csaladban 6t.

a) Ha egy csaladot véletlenszerlen kivalasztunk, mi a valdsége, hogy abban a csaladbgyerek van,
i=1,2 3, 4,5?
b) Ha egy gyereket véletlenszeriien kivalasztunk, mi a valdisege, hog$ egy: gyerekes csaladbdl jott,
i=1,2 3,4,5?
1.15 Egy er@ben 183z lakik, kozllik 5 meg van jeldlve. Ha véletlenszeriiert befognak, mi a valészinlisége,
hogy a befogottak kdzll pontosan 2 megijeldlt lesz?

1.16 Szamoljuk ki a poker kildnbd2rtékelhed konfiguricidinak valészinliségeit. Azaz 52 lapos frakéidya-
bol (&, >, 0,4 :2,3,4,5,6,7,8,9,10, J, D, K, A) véletlenszer(ien kivalasztunk 6tdt. Mi annak a valdszin”
sége, hogy egy parunk, két parunk, drilliink, sorunk, flusk;€ullunk, pékeriink, szinsorunk, royal flush-tink
van?

1.17 A bridzsben az 52 lapos fracia kartyabdl minden jatéi®<l3 lapot kap. Mi a valészinlisége annak, hogy
Eszaknak és Délnedgyitteset db asza vank = 0, 1,2, 3,4)?

1.18 Egy kisvarosban pontosan négy TV-szedalgozik. Egy napon négyen hivnak széteMi a valoszin(isége,
hogy pontosan szereb kap hivasi = 1, 2, 3, 4?

1.19 Egy kisvarosban TV-szereb dolgozik. Egy napork helyre hivnak szerét. Mi a valészinlisége, hogy
pontosan szereb kap hivast =1, 2, ..., n?

Bénusz: Jeldljef,, azt a szamot, ahany hosszu fej-irds sorozat van Ugy, hogy nincs benniik egynédds ket fej.

Jeldlje P, ennek az eseménynek a valoszinliségét szabéalyos érmedetés.

a) Mutassuk meg, hogy > 2-re f,, = fn_1 + fn_2, @holfy =1, f1 = 2. (Hany ilyen sorozat indul fejjel,
és hany irassal?)
b) Hatarozzuk med’,-t f,, segitségével, és ezek alapjan szamoljuRki értékét.

1.20 ** Egy urnéaban van 6 piros, 6 fehér, és 7 kék golyo. Otot vissgataélkill hlizva mi a valészinilisége, hogy
mindharom szin(i goly6t hiztunk?

1.21 Anna, Bori és Cili egyforma erej( pingpongjatékosAkkdvetke® modon jatszanak: Anna és Bori mérik
elészor 6ssze az erejiket. Ezutan a vesztes kidll, és a véré&liball be a helyére, hogy 6sszemérje tudasat
az ebzb nyertessel... Minden egyes meccs utan a vesztes atadjgét Aevarakozonak. Ezt mindaddig
folytatjak, amig nem nyer valamelyikiik kétszer egymas utaresz a korméréizés gypztese. irjuk le a
kormérkbzés eseményterét. Azparos csata utan végebéorozatok valészinlisége legyzrit. (Miért?) Mi
a valoszinlisége annak, hogy Anna, ill. Bori, ill. Cili nyakdrmérlozést?



2. HF:

1.22 ** Anna, Bori és Cili most érmét dobalnak, felvaltva egymasufénna kezd, majd Bori dob, aztan Cili, majd
megint Anna, és igy tovabb. Ezt mindaddig folytatjak, mitakafejet nem dob.
a) irjuk le az eseményteret!
b) Irjuk le az alabbi eseményeket az eseménytérer: { Anna nyer}, B = { Borinyer}, (A|J B)¢!
1.23 A loversenyerT 16 indul. JeldljeC azt az eseményt, hogy Csillag azélsarom hely valamelyikén ér be,

R pedig azt, hogy Raré 2 helyen végez. Menny@' | J R val6szinlisége? Hany elemi eseményt tartalmaz
CUR?
1.24 Kiosztunk egy pakli jol megkevert francia kartyat. Miadszinlisége, hogy
a) a pikk asz a 14. kiosztott lap?
b) az el$ kiosztott asz a 14.-ként kiosztott lap?
c) az el négy lap kilénbdz szin(G?
d) az el négy lap kildnbdz figuraja?
1.25 Van két kockank, amelyeket azonos médon szineztiiliéklapot pirosra, ket zoldre, egyet pedig sargara,
a maradék fehér. Ha feldobjuket egyszerre, mi a valészinlisége, hogy ugyanolyamszieshek? Mia

valészinlisége annak, hogy azéeket feldobasra kiillénbdzszinliek lesznek, majd harmadszorra ugyanolya-
nok?

1.26 * 6 férfit és 6 Bt véletlenszerlien két azonos létszamu csoportba oszfdnk valészinlisége, hogy a két
csoportban 3-3a illetve férfi lesz?

1.27 Egy szekrénybempar cig van. Véletlenszeriien kivalasztuzkcipdt (2r < n). Mi a valészinlisége annak,
hogy a kivalasztott cipk kozott
a) nincsen teljes par,
b) pontosan egy teljes péar van,
c) pontosan két teljes par van?

2.1 ** Feldobunk négy szabalyos dobokockat .

a) Mennyi a valészinlisége annak, hogy legalabb az egyik kobktos van?
b) Feltéve, hogy a dobott szamok kozétt nincs két egyformanyienvaloszinlisége annak, hogy legaladbb
az egyiken hatos van?

2.2 Egy piros, egy kék, és egy sarga szabéalyos kockaval dtoluagyen az altaluk mutatott hArom szam rendre
P K,S.

a) Mia valoszinlisége, hogy mindharom dobas kiilodistz
b) Feltéve, hogy mindharom dobés kiulonBdmi a valdszinlisége, hody < K < S?
c) MennyiP{P < K < S}?
2.3 A baratommal snapszerozom. Ebben a jatékban 20 kgstyata minden sziril 5. Kiosztunk5 — 5 lapot.
a) Még nem néztem meg a lapjaimat. Mi a valoszinlisége, hogyédmnak van zoldje?
b) Megnéztem a lapjaimat: két pirosat és harom zdldet kaptama. Vdiészin(isége, hogy a baratomnak van
zoldje?

2.4 Vigyazat! Ebben a feladatban attol figgm, milyen kisérlettel modellezziik a ,véletlenszeri{i én'a ,vélet-
lenszer( kiraly” kivalasztasat, kilonb®eredményeket kaphatunk. A megoldas része pontosandefris,
hogy milyen kisérletben gondolkodunk és milyen feltev&sekIink.

a) En kétgyerekes csaladbdl szarmazom. Mi a valosziniiségg,antestvérem lany?
b) A kiraly kétgyerekes csaladbol szarmazik. Mi a val6szégés hogy a testvére lany?

2.5 Két golyé mindegyike egymastdl fiiggetlenil 1/2-1/20eainliséggel feketére vagy aranyszin(re lett festve,
majd egy urnaba helyeztéket.

a) Tegyuk fel, hogy tudomasunkra jut, hogy az aranyszinigfetthasznaltak, azaz legaladbb az egyik goly6
aranyszin( lett. Ekkor mi a feltételes valészin(iséggyhmindkét golyé aranyszin(i?



b) Most tegytiik fel, hogy az urna megbillent, az egyik golyé kigubelble, és azt latjuk, hogy ez a goly6
aranyszin(. Ekkor mi a valoszinlisége, hogy mindkét garpdyszin(i?

Magyardzzuk meg a valaszunkat.

2.6 Egy internetes k6z0sségi szajt felhasznaldi kdrébenfaagos alapon lehet bejutni. Eredetileg két tagja van
a kdzosségnek, Adam és Eva. Néha a kozosség valamelyiknletgsen valasztott) tagja meghiv egy (j
embert. Adam kéréhez tartozik valaki, banaga Adam, vagy egy Adam koréhez tartozé tag hivta meg. Mi a
valosziniisége, hogy Adam kéte2 illetve 3 f6bél all akkor, amikord fés a k6zosség?

2.7 ** Egy tehetségkutat6 versenyen harom forduléban valogatakls fordulobdél hazakildik a jelentkék
80%-at, a tobbiek tovabbjutnak a masodik fordul6ba. A masodildtilo résztveiinek 70%-atél bucsidznak
el, aki ezen arostan is taljut, mehet a harmadik forduléhal, arésztvetik negyedét valogatjak be a televizios
felvételre.

a) A jelentkedk hanyad része jut el a televizids felvételre?

b) Valakirél csak annyit tudunk, hogy taljutott az él$ordulon. Mi a valészinlisége, hogy latni fogjuk a
TV-ben?

c) Tekintsiik mindazokat a jelentkéket, akik nem jutottak el a televizids felvételig. Hanyadatiket kiild-
ték haza rendre az élsa masodik és a harmadik forduldban?

2.8 Harom szakécsi, B ésC, egy specidlis sliteményt sitnek, melyek azonban sajndser€02, 0.03, 0.05
valészinliséggel nem kelnek meg rendesen a harom szakzcallét. Az étteremben ahol dolgoznaksiti
a sitemények 50%-aB a 30%-at( pedig a 20%-at. A rossz sitemények hany szazalékat sit@tte

2.9 ** A piacon al0 tojast tartalmazé dobozdl0%-aban minden tojas ép0%-4ban pontosan egy tojas torott,
10%-aban pontosan két tojas torott. A torétt tojasok helye adbln véletlenszer(i. Veszek egy doboz tojast a
piacon és bosszankodva tapasztalom, hogy ézejds, amit kiveszek a dobozbdl, torott. Mi a valoszimjesé
hogy a dobozban ott lapul még egy torott tojas?

2.10 ** Egy el$- és masodévesek altal latogatott targyat 8dlss fil, 6 eBéves lany, 4 masodéves fil vett fel.

Hany masodéves lany vette fel a targyat, ha tudjuk, hogy &dgrgy hallgatéi kdzil véletlendl valasztott
hallgatdé neme és évfolyama fiiggetlen egymastol?

2.11 Egy genetikai rendellenesség a magzatok fél szazadékéi. Egy ,megbizhatonak szamitd” diagnosztikai
eljaras a megléyrendellenességet biztosan detektalja, mig rendellégdsanyaban 95% valdszinliséggel a
helyes negativ valaszt adja, 5% valoszinliséggel pedlués ppiozitiv valaszt. Ha az eljaras erdeménye pozitiv,
mi a valoszinlisége, hogy magzatunknak tényleg megvardaltenessége?

2.12 Tegyikfel, hogy szabalyos fej-iras dobast szeretgénkralni, de csak egy cinkelt érme 4ll rendelkezéstnkre,
amely altalunk ismeretlep val6szinliséggel mutat fejet. Tekintsiik a kovetkelfarast.

(a) Feldobjuk az érmét.

(b) Megint feldobjuk az érmét.

(c) Hamindkétdobés eredménye fej, vagy mindkét dobas e¥rageiras, akkor Gjrakezdjik az @élepéssel.
(d) Haviszont a két dobas eredménye kiilérih@kkor az utolsoé eredmény lesz az algoritmus kimenete.

a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyforma valészin(is&ggealtat fejet vagy irast.
b) Lehetne-e Ugy egyszerisiteni az eljarast, hogy addigutcdy érmét, amig két egymast kodetobas
kilonbod lesz, és az utolso dobast tekintjik?

2.13 Egyn elem( halmazbdl azl és B véletlen részhalmazokat egymastdl figgetlenll egyenleleszlassal
véalasztjuk ki &2™ lehetséges részhalmaz koziil.

a) Mutassuk meg, hoglP{A C B} = (%)n (Tipp: tekintsik az eredeti halmaz minden egyes el@gmét.
b) Mutassuk meg, hogP{AN B = (} = (%)n

2.14 ** Van egy nem (feltétlendil) szabalyos érménk, melg (0,1)) valészinliséggel esik a Fej, = 1 — p
valoszinliséggel esik az iras oldalara. Kétszer egymadeitfobjuk az érmét. Legyen az az esemény, hogy
az el dobas eredménye fdp az az esemény, hogy a masodik dobas eredménye tgjagsiz esemény, hogy

a két dobas eredménye egyezik. Vizsgéaljuk meg, hogylyen értéke mellett lesznek ezek az események (a)
paronként fiiggetlenek; (b) teljesen fiiggetlenek.



2.15 Adott egyn f6s tarsasag. Jeldljg; ;;1 < i < j < n azt az eseményt, hogy a tarsasatik és;-dik tagjanak
ugyanaz a szilletésnapja.
a) Paronként fuggetlen-e ez @) esemeény?
b) Teljesen fliggetlen-e ez ég) esemeény?
2.16 Az idbjaras-ebrejelzés egyszerli modelljeként tegyik fel, hogy dzvdgy eds, vagy napos, ésannak a
valészinlisége, hogy holnap ugyanolyan lesz mint ma, ebkorépoktdl fliggetleniil. Ha azéhapos januar
elsején, legyer®, annak valészinlisége, hogynap mulva szintén napos. Mutassuk meg, hBgxkielégiti a

P,=02p—1)P,1+ (1 —p), n>1; Py=1

rekurziét. Bizonyitsuk be, hog#, = 1 + 1(2p — 1)" mindenn > 0 esetén.

2.17 Moéricka élete efsvaldszinliségszamitas vizsgajanséllyel megy at. Ha ezen megbukik, a kovetkeanar
kevesebbet tanul, ezen csxisﬂa siker valoszinlisége. Minél tobbszor bukik meg, annatgelibet tanul, igy
k — 1 sikertelen vizsga utdn mar cs%ﬂg—l az esélye, hogy h-dik vizsgan atmegy. Am Mdricka kitarto, és a
szabdlyzat szerint akarhanyszor vizsgazhat. Mennyi aszaldsége, hogy &bb-utobb atmegy?

Bonusz Egy vadasz0 méter tavolsagban felfedez egy rokat éératla a réka ezt tuléli, akkar0 m/s sebességgel
prébal menekilni. A vadasz masodpercenként Ujratdlt & & rokara, mindaddig, amig meg nem 6li, vagy
(szerencsés esetben) a roka el nem tlinik a latohatarordészaalalati valészinlisége a tavolsag négyzetével
forditottan aranyos, a kdvetk&@képlet szerint:

P{a vadasz eltalalja az méter tavolsagban lévokat = 67522 (x > 30).

Ha talalat is éri a rokat, nem biztos, hogy fatalis: az eggiggdtokat (figgetlenll azok szamatol) a rdka
valészinlséggel tuléli. Mi a valészinlisége annak, hoghka tuléli ezt a kellemetlen kalandot?
(Tipp: Analizisbél tudjuk, hogy ha < ¢,, < 1 mindenn-re, akkor[]>~,(1 — ¢,) > 0 pontosan akkor, ha
Yoo Een < 00.)
MegjegyzésA feladatot nyilvan matematikusok taléltédk ki matematikligkoknak. Miért rossmodelje ez
a rokavadaszatnak?

2.18 Isz&kos Ivan a ndly 3 részét kocsméban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és hefin valogatos, azonos
eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulundgi megkeressik. Négy kocsmat mar végigjartunk,
de nem talaltuk. Mi a valészinlisége annak, hogy az 6todikitdesz?

2.19 Mdricka és Pistike pingpongoznak. Minden jatszmathit6l fliggetlentl Mdrickap, Pistike pedig; valo-
szinliséggel nyer meg, ahwl> 0, ¢ > 0 ésp + g = 1. A jaték akkor ér véget, ha valaki két egymas utani
jatszmat megnyer.

a) Mi avaloszinlisége, hogy Mdricka nyeri az utolso jatszmat?
b) Miavaldszinlisége, hogy ugyanaz nyeri abgftszmat, mint az utolsot?
¢) Hatudjuk, hogy az utolso jatszmat Mdricka nyerte, mennyalészin(isége, hogy az étss?

2.20 Egy televizios vetélkéthen a jatékosnak harom ajté kozul kell valasztania, és attéglrejtett nyereményt
kapja jutalmul. Az egyik ajté mogott egy luxusauté talathaa masik keti mogott pedig egy-egy kecske.
Mikor a jatékos kivalasztott egyet a harombdl, a jatékv@zemasik két ajtd kozil kinyit egyet, ami mogott
kecske van, és felajanlja, hogy a jatékos még megvaltajath dontését. Erdemes-e attérni a masik ki nem
nyitott ajtora? Mekkora valdszin(iséggel nyerjik meg igpatot?

2.21 n dobozban elhelyeziink goly6t tigy, hogy mind az’v elhelyezés egyetien valdszinii. Feltéve, hogy egy
adott dobozba esik golyd, mennyi a valoszinlisége annajy, Kagoly6 esik bele?

2.22 Aladar, Béla, Cili és Domotér hazuddsak: atlagosarsate& 2/3-aban hazudnak mind a négyen, egymastol
fuggetlenul, véletlenszerlien.
Aladar azt llitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondtagy Dom&tor hazudott.
Mi a valoszinlisége annak, hogy Domo6tor igazat mondottRétieezziik, hogy Aladar tudja, hogy mit min-
dott Béla, Béla tudja, hogy mit mindott Cili, Cili tudja, hggnit mindott Dom6tor. Tovabba, hogy Cili azt is
el tudja donteni, hogy Domotoér hazudott-e vagy sem.)



3. HF:

2.23 Adott egy (végtelen térfogattl) urnank és végtelenaok,” = {1, 2, 3, ...} elemeivel szdmozott, golyonk.

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Az urna eredetileg tires. Ejfélt egy perccel fogjuk at, 2, ..., 10 szamu golyokat, behelyezziket az
urnaba, az urnat j0l 6sszerazzuk, majd véletlenszerigrziink az urnabdl egy golyot, amit elhajitunk. Ejfél
elétt fél perccel fogjuk a1, 12, ..., 20 szamu goly6kat, behelyezzidket is az urnaba, az urnat j6l 6ssze-
razzuk, majd véletlenszer(ien kihGizunk az urnabél egydpohmit elhajitunk. Ejfél étt 2~ perccel fogjuk
azlon+1, 10n+2, ..., 10(n+ 1) szdmu golyokat, behelyezzdket is az urnaba, az urnat jol dsszerazzuk,
majd véletlenszeriien kihtizunk az urnabol egy golyét, athijitunk. Es ezt igy folytatjuk éjfélig. Bizonyi-
tando, hogy éjfélkor az urna 1 valészin(iséggel ires lesz.

Alabb egy aramkar, ahol mindegyik kapcsol6 egymastggéilenill /2 — 1/2 valoészinliséggel van nyitva
vagy zarva.

AT

Mi a valoszinlisége, hogy-tol B-ig aram folyhat ezen az aramkéron? (Ezért itt kilén nem @mtpde
érdekes: valaszoljunk szamolas nélkiil is, szimmetriakségevel! (Persze ha valaki igy pontosan leirja, az
is teljes értéki megoldas.))

50 szazalék az esélye, hogy a kirdlyrordozza a hemofilidért fetid gént. Ha hordoz6, akkor mindegyik
hercegnek 50-50 szazalék az esélye arra, hogy hemofitjgerie Ha a kiralyh harom fia nem hemofilias,
mekkora az esélye annak, hogy a kird&ymordozé? Ha sziletik egy negyedik herceg is, mekkora dyeesé
annak, hogy hemofilias lesz?

** 4 férfit és 6 Bt rangsorolnak egy vizsgan. Tegyik fel, hogy nincs két eggh pontszam, és mindia!
elrendezés egyforman valészinli. Legy€m legjobb b helyezése (példald = 1 azt jelenti, hogy a legjobb
vizsgazo egy @). Hatarozzuk meg eloszlasat és varhaté értékét.

Ot jatékos A, B, C, D, E kozott véletlenszerlien szétosztjuk a szamokadtl B-ig, ismétbdés nélkil. E-
16sz6r A és B mérkdzik: akinek magasabb a szama, tovabbjut. Az igy tovabbjuét C-vel mériozik,

azutan a kozilik tovabbjut®-vel, majd az itt nyerte®&-vel. LegyenX az a szam, ahany médikéstA nyer.

Hatarozzuk megdX eloszlasat és varhato értékét.

Szindbadnak egyszer megadatott, haygyaremholgy kozil kivalassza a legszebbet a kovétkaekszabaly
szerint: azN haremholgy egyenként vonult elééle, azok valamelyikét kellett kivalasztania. A mar elvo-
nultak nem hivhatok vissza és azokrél, akik még nem vondtagemmit sem tudott. Feltételezzik, hogy a
haremholgyeknek jél definiélt szépségfokozatuk van: vanlegszebb, egy masodik legszebb, egy harma-
dik legszebb, és végil a legkevésbé szép kozottik. Tovatiha teltételezziik, hogy véletlen sorrendben
vonulnak el Szindbad étt: mind azN'! lehetséges sorrendjiik egyforman valészin(.
Szindbad a kovetkérstratégiat valasztotta: hdlgyet hagyott elvonulni, majd ezutén kivalasztotta amie-
lyik szebb volt az 6sszesdte mar elvonultnal (és ha ilyen hélgy nem akad, akkor Szddmaganyosan
tavozik). Mi a valészinlisége annak, hogy ezzel a méddzaat&ban a legszebb haremhdélgyet valasztotta?
Hatarozzuk meg azt &-t, amely mellett a fenti stratégia optimalldé — oo hataresetben, és a stratégia-
hoz tartozo6 valészinliséget isTigp: hasznaljunk teljes valdszinliség tételt aszeriagyha legszebb holgy
hanyadikként jon(ne) el Szindbad elptt.

Egy csalddban > 1 gyermekap™ valészinliséggel van, ahel< (1 — p)/p.

a) A csaladok hanyadrészében nincs gyermek?

b) Ha a gyermekek egymastdl fliggetleniil egyforma eséllyeldgilkanyok, akkor a csaladok hanyadrészé-
ben lesz pontosahfil (és tetsdleges szamu lany)?

Van két ranézésre megkiilonboztethetetlen érménkgeggagos és egy cinkelt. A cinkelt érshealdszini-

séggel ad fejet. Bveszem az egyik érmét a zsebéjhl% eséllyel az igazségos%,eséllyel a cinkeltet, és
feldobom30-szor, ebBl k alkalommal esett a Fej oldalara. Ez alapjan kell eldénterfegy melyik érmét
vélasztottam. Milyerk értéknél huznank meg a hatart?



3.8 Az o kockanak 4 piros és 2 fehér, miggakockanak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét.
Ha fej a dobas eredménye, akkor a tovabbiakban &ackat hasznaljuk, ha pedig iras akkofd. Az igy
kivalasztott kockaval egymasutarszer dobunk.

a) Miannak a valoszinlisége, hogy:adik dobasnal az eredmény pirog?=£ 1,2, . ..
b) Feltéve, hogy mind az dis: — 1 kockadobas eredménye piros, mi annak a valoszinliségg aliegdik
dobéas eredménye is piros lesz?£ 1, 2, ..., n)

3.9 ** Adottm +1 urna és mindegyikbem goly6; azi-dik urndban — 1 golyé piros, mig a fennmarado —i+ 1
goly6 kék ¢ =1, ....,m+1). Elészor valasztunk egy urnat egyenletes eloszlassal, maphodl kezdve el
az urnabdl hdzunkisszatevéssel alkalommal.

a) Miavaloszinlisége, hogy azhUz4as mindegyike piros golyét ad?
b) Foltéve, hogy az efsn hizas mind piros goly6t adott, mi a valoszinlisége, hogy.agz 1)-dik hizas is

7n)

piros lesz?
Bénus? Szamoljuk ki a (b) részben kapott valdszinliség hatarétéigzitettn-re, amintm — oo.

3.10 Egy ketyere két killonb&aokbdl romolhatott el. Az efsok ellerbrzéseFE; forintba kertilne, és ha valéban
az a probléma, akkor a javitada forint. Hasonléan, a masodik ok ell@rzéseF, forintba keril, és ha az a
probléma, akkor a javita$, forint. (Ha viszont az €lszor elledrzott okndl nincs probléma, akkor a masik
lehetséges okot@szor elledrizniink kell, majd javitanunk.) Legyenés1 — p annak val6szini{iségei, hogy a
ketyere az e illetve a masodik okbdl romlott el. Hatarozzuk meg, mely, Fs, Ji, Jo, p értékek mellett
érdemesebb varhatéan azéetikkal kezdeni az elldirzést, és melyeknél a masodik okkal.

3.11 A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyaragen a fiuk két kategoridba oszthatoak: 2/3-uk ud-
varias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias filk az esetek 9@#Raengedik éire a lanyokat az ajtéban, az
udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-aban. Lattamy Bagcsi ebre engedte Juliskat, Jutkat viszont

nem.
a) Mennyi annak a valdszinlisége, hogy Jancsi az udvariaditeg&ridba tartozik?

b) Mennyi annak a valészinlisége, hogy ezek utan Jancsi Ezfire fogja engedni?

6
Pn = < > .0.7" 1. 0.37 "
n—1

valészinliséggel fordul @l(n = 1, 2, ..., 7). Egy sarkany fejeinek levagasa veszélyes miivelet: azemb
minden fejét egymastdl fuiggetleril% eséllyel tudja levagni, és ha ez nem sikerul, akkor a sarkéegeszi

3.12 Sarkanyfoldon az fejl sarkany

az embert.
a) Elém kerll egy sarkany, de a nagy kddben nem latom, hogy bBinyMi az esélye, hogy tulélem a

talalkozast?
b) Tegyiik fel, hogy épp most vagtam le a hatodik fejét, de mégliginem latom, hogy maradt-e feje.

llyen helyzetl®l mekkora valészinliséggel élem tul a harcot?
c) Csata utan talalkozom a cimborammal, aki szintén degyt egy sarkanyt. Ezt figyelembe véve mi a
valészinlisége, hogy hétfejlivel volt dolga?
3.13 Két dobokockat dobalunk, és mindig az 6sszeget tékintpddig dobunk, mig a két kockan lé\pottyok
O0sszege 7 vagy 11 nem lesz.
a) Miaval6szinlisége, hogy amikor megallunk, 7 az 6sszeg?
b) Lassuk be, hogy a dobasok szama és az, hogy mennyi az 6ssgébiasieor, flggetlenek. Azaz, tekint-
siik a kovetkez eseményeket:
Ay, = {k-szor dobunk, £ =1,2, ... illetve B = {Megéllaskor az 6sszeg;
€s mutassuk meg, hogy minder> 1 eseténd;, ésB fliggetlen események.

3.14 Annanak és Borinak van két szabalyos dobdkockéja,elgdr #€s egy sarga kocka, és a kovetkezabalyok
szerint jatszanak. Bbzor Anna dob a két kockaval, és ha a két kockan ugyanaz a &tatnnyer. Ha
Anna dobasakor a két kockan kiloniBazamok allnak, Bori megkapja a kockakat és néodtb: ha sikerdl
legalabb egy hatost dobnianyer. Ha nem, akkor az é$orduléban nincs gjztes, és megismétlik az eljarast,

tehét felvaltva dobnak addig, amig valamelyikiik nem nyer.



a) Jeldlje X, hogy 6sszesen hany foduléra keriil sor. Adjuk megraldszinliség-eloszlaséat és varhato
értékét!
b) Mi avaldszinlisége, hogy a teljes jaték Anndggimével ér véget?

3.15 ** Andras és Béla a kovetkéképp jatszanak. Bbzor feldobnak egy szabalyos dobdkockat, ha hatos, Andras
nyer, Béla fizet neki 100 forintot, és véget ér a jaték. Ha nemod) egy cinkelt érmét dobnak fel, ami
valosziniiséggel esik a Fej oldalara. Ha Fej, Béla nyer pstkairastol 100 forintot. Ha irds, megismétlik
ugyanezt a kisérletet (kockadobas, majd ha nem hatos, eltcérkne feldobasa). Ezt folytatjak addig, amig
valaki nem nyer.

a) Hogyan valasszuf-t, ha azt szeretnénk, hogy igazsagos legyen a jaték?
b) Jeldlje X, hogy hanyadik kisérlet alkalmaval ér véget a jaték (teh& pI516 sorozat esetéX = 3).
Szamoljuk kiX varhato értékét.

3.16 Xavér és Yvett a kdvetkézatékot jatszak. Egy urndban varpiros és5 kék golyd. Két golydt hiznak,
ha a goly6k azonos szinliek, Xavér fizet Yvettriék forintot, ha a golydk kulonbdzszinliek, Yvett fizet
Xavérnakz forintot. Hogyan valasszak-t, ha azt szeretnék, hogy igazsagos legyen a jaték?

3.17 ** Pisti nem tanult semmit a vizsgara, ahol eldontend kérdésre kell valaszolnia. Az anyaghdl valami
kevés dereng, igy minden kérdésre a talilfiiiggetlenib0% eséllyel ad helyes valaszt. A ketteshez legalabb
8 helyes véalaszt kell adnia.

a) Milyen val6szinliséggel megy at Pisti a vizsgan?
b) Ha Pisti megbukik, a kdvekéa/izsgan ismét tanulas nélkil probalkozik addig, amig egysem sikerdl.
Hatarozzuk meg a probalkozasok szamanak varhat6 értékét.

3.18 Amerikaban egy eskiidtszék elitéli a vadlottat, ha askRdildl legaldbb 8 blindsnek szavazza. Ha minden
eskudtd valoszinliséggel dont helyesen, akkor mi a valdszinliadgdyes dontésnek? Tegylk fel, hogy a
vadlottp valoszinliséggel blinds valéjaban.

3.19 Kaszinéban az alabbi jatékot jatszuk: Minden lépédbgadunk ebre azi = 1, 2, ..., 6 szamok vala-
melyikére, majd feldobnak 3 kockat. Ahanyszor kijétt a fdga szamunk, annyi petakot kapunk, ellenben
fizetniink kell 1 petakot, ha egyszer sem jott ki a fogadottrsZzéair-e a jaték?

3.20 Egyn komponens( rendszer alkatrészei egymastol és a multjsktiggetlenil minden nap val6sziniiség-
gel meghibasodnak, de ezeket esténként kijavitjuk. A msrdeall, ha legalabk alkatrész meghibasodott.
Mi annak a valészinlisége, hogystor at. napon all le a rendszer?

Bonus2® Polya urna: Egy urnaban kezdethepiros ésh kék goly6 van. Minden egyes Iépésben kihtizunk egy golyét,
megnézziik, milyen szin(i, mafit és egy vele megyegy@zzinli golyot visszateszink. (Vagyis a golyok
szama az urnaban minden Iépésben egg¥kllbegyena = b = 1. Mi a valdszinlisége, hogytalépés utan
k kék golydo vanaz urndban2 & 1...(t + 1))

3.21 Egy vetélkedin egy hazaspar alkot egy csapatot. Amikor a misoré&detgy eldontend kérdést kapnak,
mindketten egymastdl fuggetleniivaldszinliséggel adnanak helyes valaszt. Mi a jobb sieatég

a) egyikuket kijelolik, aki a masikra nem hallgatva valaszékadésre, vagy
b) mindketten gondolkodnak a kérdésen, ha egyetértenekyéiaset adjak, ha pedig killonba vélemé-
nyik, egy szabalyos pénzérme feldobasaval dontik el, hagyaiaszoljanak.

3.22 ** Véletlenszerlien elhelyeziink egy huszart egy Ures sdkkéabMennyi a lehetséges l1épései szamanak a
varhato értéke?

3.23 Egy gép Vvéletlenszerlien valaszt 1 és 10 kozotti széanut nekink kell kitalalni, tgy, hogy kérdéseket
tesziink fel, amire a gép igennel vagy nemmel valaszol. Slkpdkria, varhatéan hany kérdést kell a gépnek
feltenniuink,

a) ha csak rakérdezhetlink, azaz azt kérdezzik, hogy ,A gosg@iti?” i = 1, 2, ..., 10, illetve
b) ha kérdéseinkkel mindig megprébaljuk megfelezni a fenmudiehetséges szamok korét.
3.24 (Szentpétervari paradoxon)Egy érmével addig dobunk, mig a fej oldalara nem esik. Ha-adik feldobas
eredménye fej, akkor a jatékas forintot nyer. Mutassuk meg, hogy a nyeremény varhaté énélgtelen!
a) Megéri-e egy jatékért 1 millié forintot fizetni?
b) Megéri-e jatékonként 1 millié forintot fizetni, ha annyiszatszunk, ahanyszor csak akarunk, és csak az
Osszes jaték befejezése utan van elszamolas?
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3.25 Egy embernek kulcsa van, amelyek kdzil egyetlen egy nyit egy bizonyast.aEmberiink véletlenszerlien
probalkozik a kulcsokkal mindaddig, amig ra nem talal a raks kulcsra. Hatarozzuk meg a probalkozasok
szamanak varhato értékét, ha

a) a sikertelen kulcsokat nem zarja ki a tovabbi prébéalkoz&soén (visszatevéses hlzasok),
b) a sikertelen kulcsokat kizarja a tovabbi probalkozasols¢visszatevés nélkili hizasok).

4.1 ** 4 buszon 6sszesen 147 tanul6 utazik. Az egyes buszok reBdB1426 és 48 tanulét szallitanak. Va-
lasszunk ki véletlenszeriien egy tanulét; ekkor jeldfj@zt, hogy hany tanulé utazik azon a buszon, amelyik
a kivalasztott tanulét szallitja. Valasszunk véletlem&ea egy sdirt. Y jeldlje azt, hogy a sd@fr buszan hany
tanulo utazik.

a) Mit gondolunk,X vagyY véarhato értéke nagyobb? Miért?
b) Szamoljuk kiE(X)-et ésE(Y)-t!
c) Szamoljuk kiD?(X)-et ésD?(Y)-tis!

4.2 A ésB a kovetked jatékot jatsszaA gondol 1-re vagy 2-re, ezt leirja, mafginek ki kell talalnia, melyik
szamra gondolfl. Ha azA altal leirt szam és B jol tippelt, akkor B i egységet kapl-tol. Ha B melléfog,
akkord f|getA-nakZ-t. HaB rar)dom|z,aljat|,ppje,t, a}zayzvalosz!nuseggel tippel 1-re és-p valészinlséggel
2-re, hatarozzuk meg nyereménye varhato értékét, ameamyib

a) az A altal leirt szam az 1,

b) az A altal leirt szam a 2.
Milyen p érték maximalizaljaB minimalis varhatd nyereményét, és mi ez a maximin értékgy@jik meg,
hogy B varhat6é nyereménye nem csakgfiigg, hanem attol is, hogy mit csindl.)
Tekintsiik most azl jatékost. Tegyuk fel, hogd is randomizalja a dontését, ¢saloszinliséggel gondol 1-re.
Mennyi A varhat6 vesztesége,

a) haB 1-re tippel, ill.

b) haB 2-re tippel?
Mely ¢ értékkel tudjad minimalizalni a maximalis varhat6 veszteségét? Mutassedy,rhogyA maximalis
varhat6 veszteségének minimuma eggelil minimalis varhaté nyereségének maximumaval! Ezt az ered-
ményt hivjak minimax tételnek, ami a jatékelmélet egyilpaks eredménye, és altalanosafisdér Neumann
Janos fogalmazta meg. A kdzos értéket a jaték értékénekh(iBjszamara).

4.3 Minden este tébb kilonbézmeteoroldgus joésolja meg, mekkora valészinliséggel fgap esni az €s
Hogy megitéljiik, mennyire jok a meteoroldgusok, a kovetképpen pontozzufiket: ha egy meteorologus
p valoszinliséggel josolt és akkor

1—(1-p)? pontotkap, ha valéban esik masnap,
1—p? pontot kap, ha nem esik.

Ezek utan egy rogzitett&szakban mérjiik az egyes meteoroldgusok atlagpontszésreitegjobb drejelz

a legmagasabb pontszamot kapott meteorolégus lesz. Téglillogy az egyik meteoroldgus tudja ezt, és
maximalizalni szeretné atlagat. Ha azt gondolja, hgigyaldszinliséggel fog esni holnap, mekkprértéket
érdemes jelentenie?

4.4 Egymas utan tizszer dobunk egy szabalyos érmével. heXjygz egymas utani egyforma kimenetelékallo
sorozatok szama, vagyis pl. csupa fej esetén 1, aF FIIII1FIFF sorozatnal pedi = 5. Hatarozzuk
megX eloszlasét.

4.5 Egy csutortdki buliba az meghivott mindegyike a tobbidktfiiggetlendill /2 valészinliséggel jon el. Mennyi
a valésziniisége, hogy a meghivottak legalabb fele eljgsyh&a honap négy csutortokjén szervezek bulit,
mennyi annak a valoszinlisége, hogy lesz legalabb kathin elegen lesziink (azaz a meghivottak legalabb
fele eljon)?

4.6 Két kockéaval (egyik piros, masik zold) dobva, mennyi datb szdmok maximumanak ill. minimuméanak
vérhaté értéke? Dobtam a két kockaval, haromszor: az egyik&, a pirosat mindig meglestem, hihetetlen,
de mindharomszor 3-as szerepelt rajta. Mi a valoszin(i$é&gg legalabb egyszer nagyobb volt, minta z6ldon
Iévb, éppen akkor dobott szam?
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4.7 n darabk-lapu ,kockaval” dobva mennyi a dobott szamok maximumatiakiinimumanak varhato értéke?
Vizsgaljuk a varhato értékekre kapott kifejezések assttiigjat régzitett: mellett, amintt — co.

4.8 °°

a) Haromszor dobunk egy hamis érmevel, amin a fej valoszge®e. JeldljeU azt a szamot, ahanyszor
sikerlll az ebz6 dobast megismételnink. (Igyértéke0, 1 vagy2 lehet.) Szamoljuk kiU varhaté értékét
és szorasat!

b) Tizszer dobunk egy hamis érmével, amin a fej valoszin(isege Minden iras eredmény utan fizetniink
kell 200 Ft-t, viszont minden Fej eredmény utan kapuok Ft-t. Szamoljuk ki a nyereménytnk varhat6
értékét és szorasat!

4.9 LegyenE(X) =1 ésD?(X) = 5, szamoljuk ki

a) E(2+ X)*tés

b) D?(4 + 3X)-t.

4.10 N egy nemnegativ egész értékli valoszinliségi valtozo rmElyV) < co. Mutassuk meg, hogy

E(N) = iP(N > ).

(Tipp: ioj P(N>i)= io: ioj P(N = k). Es most szummacseye!

=1 i=1 k=1
4.11 N egy nemnegativ egész értékii valoszinliségi valtozo,reBiV?) < oo. Mutassuk meg, hogy

oo

> iP(N > i) =

=1

(E(N?) — E(N)).

|~

4.12 ** N egy nemnegativ egész érték(i valdszinliségi valtozo reBIyV?) < oo. Mutassuk meg, hogy

g . E(N3) E(N?) E(N
;zP(NZz): (3 )+ (2 )+ (6).

4.13 Egym csaladbdl all6 kdozosségben csaladban vangyerek (O n; = m). LegyenX egy véletlenszeriien
1=1

valasztott csalddban a gyerekek szama. Véalasszunk kieré&deerlien & in; gyerek kdzil egyet; jeloljé”

1=1
azt, hogy a kivalasztott gyerek csaladjaban hany gyerekMatassuk meg, hogi(Y) > E(X).

4.14 6-szor feldobunk egy hamis pénzérmét, @% valoszinliséggel ad fejet. Ha tudjuk, hogy 6sszesen 3-szor
lett fej az eredmény, mi a val6szinlisége, hogy

a) az el® dobas fej;

b) az el® 3 eredmény rendrE, I, I (azaz az efsfej, a masodik és a harmadik iras);
c) azel$ 3 eredményrendrg F, I;

d) az el® 3 eredmény rendrg I, I volt?

4.15 Egy bulvarlapban oldalanként varhat6an 0.2 nyonifaitées van. Mi a valoszinlisége annak, hogy a kdveikez
oldalon

a) 0,
b) 2 vagy t6bb hiba van?
Indokoljuk a vélaszt!

4.16 Egy allamban az 6ngyilkossagi rata 1 6ngyilkossag péraDO lakos per hénap. Vizsgaljuk meg az allam
egy 300 000 lakosu varosat!

a) Mia valoszinlisége annak, hogy egy adott hdnapban leg@lébiber lesz 6ngyilkos?
b) Mi avalészinlisége annak, hogy egy adott évben legalabin@pti@n lesz legaldbb 7 6ngyilkossag?
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c) Legyen a mostani honap az 1., mi a valdszinlisége annak,&iaggor azi. hdnapban lesz legalabb 7
ongyilkossag?i(> 1)
Milyen feltevésekkel éltiink?

4.17 Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennieztidganjuk elérni, hogy egy véletlenszer(ien valasztott
sutiben legalabb 0.99 val6szinliséggel legyen (legalgplszm) mazsola?

4.18 ** Lovas gatversenyen a lovasok korpalyan versenyeznekoés@alyan elhelyezett sok akadaly mindegyikét
egymastdl figgetlenill azonos val6szinliséggel veri le3Hannak valoszinlisége, hogy a lovas hibéatlanul
teljesit egy kort, mennyi az esélye, hogy egy kdrben ledmiéyy akadalyt lever?

4.19 London kozponti kerlletében bekovetkemitdbalesetek szdma széraz napGbed A = 10 paraméteri
Poisson-eloszlasu, mig nedve$esBbeny = 20 paraméterii Poisson-eloszlasu. Kora novemberben Lon-
donbanp = 0.6 valészinliséggel van rondadssidd (egész nap)y = 0.4 a valdszinlisége annak, hogy ve-
ré6fényes napsités van (szintén egész nap). Azt olvastEmesban, hogy mult csiitértékén 17 autdbaleset
tortént London kdzpontjaban. Mennyi a valoészinlisége larmagy esett az é8

4.20 Egy nagy viragagyasba sok viragmagot szérunk egyesaet Ké8bb a virdgagyast sok kis egyénhéretli
darabra osztjuk. Azt tapasztaljuk, hogy a kis darab@k-aba nem keriilt egyetlen mag sem.

a) Hany magot szértunk ki folddarabonként atlagosan?
b) A félddarabok hany szazalékaban lesz egynél tébb mag?

4.21 ** Egy kdnyvet sajnos nagyon rossz aggben nyomtattak kB0 olyan oldala van, amelyre pontosan egy
sajtéhiba kerilt, €80 olyan oldala, amelyre pontosan két sajtohiba kerilt. Etabjan becstiljik meg, hany
oldalas lehet a konyv.

4.22 A "Kocogj veliink!” mozgalom keretében tavaly futévemgt rendeztek a Duna-kanyarban. A palyat sajnos
kullanccsal ferdzott tertileten at vezették. Kiderdlt, hogy a verseikykoziil 300-an talaltak magukban egy,
75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsuljik megy kérilbelil hanyan indultak a versenyen!

Bénusz: Az arokugro versenyfutds szabalyai a kdvétke? futdpalya egyenes, és van rajta végtelen sok egyforma
arok. Két egyforma képességl versehyazéri 6ssze az erejét arokfutasbol, akik fej fej mellethéilt Egy
versenyd egymas utan at probdlja ugrani az arkokat, véguil egyskkicsit ugrik és beleesik valamelyikbe.
Tegyiik fel, hogy egy versengizohasem farad el, és az arkokat egymastol fiiggetlenignégnt2—~ va-
I6szinliséggel tudja atugorni, ahblaz arok hossza. Ha az egyikiik beleesett egy arokba, akket eéga
verseny.

a) Mutassuk meg, hogy a dontetlen valdszinlisége pontosam kidebbs-nél, ha

1+4+¢
L <1
082 (1 — 5)
teljesal.

b) Ha dontetlen, akkor visszakildjifiket a startvonalhoz és Ujra keédik a verseny. Eztismételjik egészen
addig, amig g§iztest nem hirdethetlink. Mekkora legylerha a versenyik ugrasainak szamanak varhaté
értékét akarjuk minimalizalni?
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