Félévi idébeosztas [hazi feladat beadasi hataritkkel]
Figyelem! Ez a file az év soran valtozhat, pld a HF beadasi hatél 6ket a gyakvezérek esetleg modosithatjak!
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusoRedl66sz

El6adas Matgyak MatFizgyak Fizgyak

-vel kez- H12-14 K12-14 K 14-16 P 10-12
d6do6 hét Balint Péter Vagé Lajos Pete Gabor Balint Péter
Szept. 5 E1l Gyl Gyl Gyl
Szept. 12 E2 Gy2[1. HF] Gy2[1. HF] Gy2[1. HF]
Szept. 19 E3 Gy3[2. HF] Gy3[2. HF] Gy3[2. HF]
Szept. 26| TTK dékani sziinet Gy4 [3. HF] Gy4 [3. HF] Gy4[3. HF]

Okt. 3 E4 Gy5 4. HF] Gy5 4. HF] Gy5[4. HF]
Okt. 10 E5 Gy6 [5. HF] Gy6 [5. HF] Gy6 [5. HF]

Okt. 15 szombatE6
(okt. 31 pétlasa)

Okt. 17 E7 Gy7 (6. HF] Gy7 (6. HF] Gy7 [6. HF]
Okt. 24 E8 Gy8(7. HF] Gy8(7. HF] Gy817. HF]
Okt. 31 Tanitasi sztinet Tanitasi szlinet Tanitasi sziinet Gy9 8. HF]

Nov. 7 E9 Gy9s. HF] Gy9s. HF] Gy10i9. HF
Nov. 14 E10 Gy10i9. HF Gy10i9. HF Gyl1l[10. HFA
Nov. 21 E11 Gyl11[10. HF] Gyl11[10. HF] Kozépisk. nyilt nap
Nov. 28 E12 Gyl2 Gyl2 Gyl2

Dec. 5 E13 Gy13[11. HF] Gy13[11. HF] Gy13[11. HF]

El6adas napl6

09.05 Bevezét példak. Eseménytér, valdszinliségi tezgyszer( allitasok. EgyénValdszinliségli események. Szita
formula.

09.12 Feltételes valoszinliség, Szorzasi szabaly, Bayelsfliggetienség.

09.19 Feltételes fliggetlenség. Diszkrét valoszinlis@gpzok. Binomidlis és geometriai eloszlas. Varhatd érdédd.
valtoz6 fuggvényének varhato értéke. Szordsnégyzet.aéidrték és szoras viselkedése lineéris atskalazasra.

10.03 Indikator valtozé és binomidlis eloszlas szorasan@dli Nagy Szamok Térvénye. Poisson eloszlas. Binomi-
alis approximacidja Poisson-nal. Poisson varhat6 értekérdsa. Példak Poisson eloszlasra. Poisson folyamat
definicidja, példak.

Ajanlott irodalom

Az elsbdleges forras, amit az@asok beosztasa is viszonylag pontosan kdvet, a Balazsihiair 6th Balint jegyzet.
Mas konyvjavaslatokkal egyutt a kurzus honlapjan mediaték:
http://ww. mat h. bne. hu/ ~pet/val szam Vsz2016. ht m .


http://www.math.bme.hu/~pet/valszam/Vsz2016.html

HF feladatsor témak

Ez csak korulbeliliiranymutatd. Az@hdas menetétfiiggben a témak esetleg vandorolhatnak, régebbi témak mindig
visszatérhetnek, dfcsapasiranytol eltérérdekességek folbukkanhatnak.

1. Alapvet kombinatorika, szita-formula, eseménytér, eg§enall6szinliségli események

2. Feltételes val., Bayes tétel, (feltételes) fliggetlgnsé

3. Diszkrét valvaltozék 1. Binomidlis, geometriai, negdtinom, hipergeom.

4. Diszkrét valvaltozék 2. Varhat6 érték és széras, Poistusrlas

5. Poisson folyamat, eloszlasfliggvény, striiségfliggesetieg egyenletes eloszlas

(ZH1 itt)

Egyenletes eo, normdlis eloszlas, binomialis és Poskmzlas normalis approximaciéja, deMoivre-Laplace
Exponencidlis eloszlas, Poisson folyamat megint, CaésHognormalis eloszlas, eloszlastranszformacidk

Diszkrét és folytonos egyiittes eloszlasok, tobbdimeneioszlastranszformaciok

© © N ©

Tobbdimenziés eloszlastranszformaciok, fliggetlegsdgnvollcio, feltételes eloszlasok, feltételes varbetgk
10. Osszegek varhato értéke, szorasa, kovarianciak J&oidk, indikatorok 6sszege

(ZH2 valészindileg itt)
11. Toébbdimenziés normalis és korrelacioi (ez talan atdsdlisaz utolsé gyakra)

12. Utolso gyakorlaton meglatjuk, lehet csak gyakorlagywvdtekintés méas témakra, izlés szerint.

Hazi feladatok
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusok@dl66sz

A feladatok kézil minden héten a beadandd hazi feladatokvaegak jelélve, ezek 2°7) vagy 3 pontot {*°) érnek,
0sszesen 10 pont értékben. Természetesen gyakorlaskappsuijuk a tobbi feladat beadas nélkili megoldasat iyeEg
heteken szerepelnek bonuszfeladatok, ezek darabonként@& grnek. Fiiggetlenil a tobbi feladattdl, ezek az adérn
minden esetben beadhatok, és mindig kijavifiskt. A hazi feladatok beadasi hatarideje ad elslalon szerepel.

Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklagsaddiok el. Azigazi csoportmunka hasznos, de ebben az
esetben mindenki sajat maga irja le a megoldast a sajatieiaik@pleteivel). A passziv masolas viszont haszontakn
pasztalatunk szerint az igy szerzett hazi feladat pontskéitbszérosen elvesznek ZH-kon és a vizsgan, amikorider
hogy a masolt hazi feladat nem hozta meg a kivanbdeist.

1. HF:

1.1 Hanyféle (esetleg értelmetlen, de kuléniogzot lehet kirakni a MISSISSIPPI betBib(mindegyik bet(it
pontosan egyszer felhasznélva)? Hat az ABRAKADABRA szdiibét? Mi annak a val6szinlisége, hogy
ha felirjuk a bet(iket egy-egy kartyara, akkor jol megkeeeaa paklit, a két sz6 egymast kdvetve értelmesen
kiolvashato lesz (abrakadabramississippi vagy forditva)

1.2 a) Hanyféleképpen ilhet le egy sorban négy lany és harom fiu?

b) Hanyféleképpen llhet le egy sorban négy lany és harom filJdrayak egymas mellett tilnek, és a fidk
is egymas mellett Glnek?

c) Es ha csak a fitik kell, hogy egyméas mellett iiljienek?
d) Hanyféleképpen llhetnek le, ha azonos nemUiek nem ulhetnekas mellé?

1.3 Egy tanciskoldba 12 hdlgy és 13 Uriember jar. Ha 6 holggeb Griembert kell kivalasztanunk és parba
rendezniink, hanyféle elrendezés lehetséges?



1.4 Egy tarsasag 8tmdl és 7 férfibol all. Beblik kell egy 4 dbdl és 3 férfibdl allo bizottsagot alakitanunk.
Hanyféle kiilénboé bizottsag lehetséges, ha
a) van két férfi, akik nem hajland6ak egy bizottsagban dolgozni
b) van két i, akik nem hajlandék egy bizottsagban dolgozni,
c) van egy 1t és egy férfi, akik nem hajlandéak egy bizottsagban dolgozni

1.5 Egy arverésen 4 migydjivasarolt 6sszesen 5 Dalit, 6 van Goghot, és 7 Picassot. Haudgsité csak

annyit jegyez fel, hogy melyik gy{fithany Dalit, van Goghot, és Picass6t vasarolt, akkor héaiféonbod
feljegyzés sziilethet?

1.6 a) Tekintsiik a kovetkezkombinatorikus azonosséagot:

ik(Z) —n.2n L

k=1

Adjunk egyrészletekombinatorikai érvelést a fenti egyésiég igaz voltara olymadon, hogyemberidl
kivalasztunk egy tetgiteges létszamu bizottsagot és annak elnokét, illetverakeét és hozza a bizott-
sagot.

b) Ellenérizzik a
o) e 2
k=1

azonossagot = 1, 2, 3, 4 esetén. Ismét adjuniészleteskombinatorikai érvelést az azonossagra:

emberldl valasszunk egy tetéleges méretii bizottsagot, annak elntkét és titkarat {(ettd lehet egy
személy is), illetve

— valasszunk egy elntkot, aki egyben a titkér is lesz, majdattisag tobbi tagjat,

— vélasszunk egy elnokét, egdle kilonbod titkart, majd a bizottsag tdbbi tagjat.
c) A fentiekhez hasonléan mutassuk meg, hogy

Z K3 <Z> =n?(n+3)-2"73,
k=1

1.7 Egy 100000 lakosu varosban harom Gjsag jelenik meg:@sllil. A varoslakok kdvetkézaranya olvassa az
egyes Ujsagokat:

|: 26% | ésl: 6% | és |l és ;2%
11: 18% | és 11l: 9%
1:22% Il és 1ll: 5%

(Azaz példaul 6000 ember olvassa az | és Il Gjsagokat (k&Z2000 a Ill Gjsagot is).)

a) Hatarozzuk meg, hanyan nem olvassak a fenti (jsagok egyeket
b) Hanyan olvasnak pontosan egy Ujsagot?
¢) Hanyan olvasnak legaldbb kétiijsagot?

d) Hal és Il reggeli Gjsagok és Il egy esti Ujsag, akkor hanyleasnak legalabb egy reggeli Gjsagot plusz
egy esti Ujsagot?

e) Hanyan olvasnak pontosan egy reggeli Gjsagot plusz egyjsatjot?
1.8

a) LegyenA ésB két esemény. Bizonyitsuk be, hogy
haP{A} > 0.8 ésP{B} > 0.6, akkorP{A N B} > 0.4.
b) Bizonyitsuk be, hogy tetétegesA,, A,, ..., A, eseményekre fennall a kbvetkezgyenbtlenség:
P{AinAyn---NA,} >P{A1} +P{A} +-- -+ P{4,} — (n - 1).

1.9 a) n golyét helyeziink véletlen méddnurnaba. Mi a valdszinlisége, hoggntosaregy urna marad ires?



b) n befektetési egységet osztunk skétszvény kozott. Befektetési stratégiaknak nevezzik ekbetEsi
egységek lehetséges kiosztasait, vagyis amikor mindendagre megadjuk, hogy abba hany egységet
fektetiink be. Ha minden befektetési stratégia azonos zalidségii, mi az esélye annak, hogy pontosan
egy olyan részvény lesz, amelybe egyetlen egységet seatifaktbe?

1.10 Egy régi vagasi szinhazban a fogasra akasztjak azérkalz a kalapjaikat. Kifelé menet minden ur vélet-
lenszer(ien levesz egy kalapot a fogasrol, és tavozik. Makma valészinlisége, hogy senki nem megy haza a
sajat kalapjaban? Hogyan viselkedig ez a valdszin{iségpszikusan amint, — oc?

1.11 Egy sakktabla 64 méjgre véletlenszerlien, egyenletes val6szinliséggelyeltiink nyolc bastyat; egy me-
zOre csak egy bastya kertilhet. Mennyi a valészinlisége, bggk bastya sem (iti a masikat (azaz semelyik
sor és semelyik oszlop nem tartalmaz egynél tobb bastyat)?

1.12 a) Hatszor feldobunk egy szabéalyos dobokockat. Mi a valas#gé, hogy az, 2, ..., 6 eredmények mind-

egyike ebfordul?

b) Tizszer feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Mi a valas#égé, hogy at, 2, ..., 6 eredmények mind-
egyike (legalabb egyszer)aordul?

1.13 ** A bridzs jatékban a négy, égtajakkal azonositott jatékoslegyikének 13 lapot osztanak ki egy 52 lapos
francia kartyabol. Szamoljuk ki annak valdszinliségégyhegy bridzsleosztasban Eszaknak semmilyen ér-
tékbdl se legyen meg mind a négy kéartyaja (azaz ne legyen seiégge néggp-a,...., se négy -a, se négy
A-a).

1.14 Egy kdzosségben 20 csalad van: 5 csaladban egy gyerek esaladban keit 4 csaladban harom, 3 csalad-
ban négy, 1 csaladban 6t.

a) Ha egy csaladot véletlenszerlen kivalasztunk, mi a valdsége, hogy abban a csaladbgyerek van,
i=1,2, 3, 4,5?

b) Ha egy gyereket véletlenszeriien kivalasztunk, mi a valdisége, hog$ egy: gyerekes csaladbdl jott,
i=1,2, 3, 4,5?

1.15 ** Egy erdbben 18z lakik, kdzillik 5 meg van jeldlve. Ha véletlenszerlier Befognak, mi a valészinlisége,
hogy a befogottak kdzil pontosan 2 megjeldlt lesz?

1.16 Szamoljuk ki a poker kilonbdzrtékelhed konfiguracioinak valészinliségeit. Azaz 52 lapos frakéidya-
bol (b, O, 0,4 :2,3,4,5,6,7,8,9,10, J, D, K, A) véletlenszer(ien kivalasztunk 6tét. Mi annak a valaszin”
sége, hogy egy parunk, két parunk, drilliink, sorunk, flusk;€ullunk, pékeriink, szinsorunk, royal flush-tink
van?

117 A bridzsben az 52 lapos fracia kartydbdl minden jatdi®sl3 lapot kap. Mi a valészinlisége annak, hogy
Eszaknak és Délnedgyutteserk db dsza van = 0, 1,2, 3, 4)?

1.18 Egy kisvarosban pontosan négy TV-szdalgozik. Egy napon négyen hivnak széteMi a valoszin(isége,
hogy pontosarn szereb kap hivasi = 1, 2, 3, 4?

1.19 Egy kisvarosban TV-szereb dolgozik. Egy napork helyre hivnak szerét. Mi a valészinlisége, hogy
pontosan szereb kap hivast =1, 2, ..., n?

Bénusz: Jeldljef,, azt a szdmot, ahany hosszu fej-irds sorozat van Ugy, hogy nincs bennik egynéds két fej.

Jeldlje P,, ennek az eseménynek a valoszinliségét szabalyos érmedebérs.

a) Mutassuk meg, hogy > 2-re f,, = fn_1 + fn_2, @holfy =1, f1 = 2. (Hany ilyen sorozat indul fejjel,
és hany irassal?)
b) Hatarozzuk med’,-t f,, segitségével, és ezek alapjan szamoljuRii értékét.

1.20 Egy urnaban van 6 piros, 6 fehér, és 7 kék goly6. Otoratesés nélkiil hlizva mi a valészinlisége, hogy
mindharom szin(i goly6t hiztunk?

1.21 Anna, Bori és Cili egyforma erej( pingpongjatékosAkkdvetke® modon jatszanak: Anna és Bori mérik
elészor 6ssze az erejiket. Ezutan a vesztes kidll, és a véré&liball be a helyére, hogy 6sszemérje tudasat
az ebzb nyertessel... Minden egyes meccs utan a vesztes atadjgéd Aevarakozonak. Ezt mindaddig
folytatjak, amig nem nyer valamelyikiik kétszer egymas utaresz a kdrméréizés gypztese. irjuk le a
kormérkbzés eseményterét. Azparos csata utan végebéorozatok valészinlisége legyzrit. (Miért?) Mi
a valészinlisége annak, hogy Anna, ill. Bori, ill. Cili nyakérmérldzést?

1.22 ** Anna, Bori és Cili most érmét dobéalnak, felvéltva egymés utdnna kezd, majd Bori dob, aztan Cili, majd
megint Anna, és igy tovabb. Ezt mindaddig folytatjak, mitakafejet nem dob.



a) irjuk le az eseményteret!
b) Irjuk le az alabbi eseményeket az eseménytéres: { Anna nyer}, B = { Borinyer}, (A|J B)¢!

1.23 A loversenyerT 16 indul. JeldljeC azt az eseményt, hogy Csillag azélsarom hely valamelyikén ér be,
R pedig azt, hogy Rar6 2. helyen végez. Menny@' | J R val6szinlisége? Hany elemi eseményt tartalmaz
CUR?

1.24 Kiosztunk egy pakli jol megkevert francia kartyat. Miadszinlisége, hogy

a) apikk asz a 14. kiosztott lap?

b) az el® kiosztott &sz a 14.-ként kiosztott lap?
c) az el$ négy lap kilonbéz szinlG?

d) az el négy lap kilénb&z figuraja?

1.25 ** Van két kockank, amelyeket azonos médon szineztlink ki: dgtlpirosra, kefit zoldre, egyet pedig
sargara, a maradék fehér. Ha feldobjiket egyszerre, mi a valoészinlisége, hogy ugyanolyamuszies-
nek? Mi a valoszinlisége annak, hogy ad &ét feldobasra kilénbdzszinliek lesznek, majd harmadszorra
ugyanolyanok?

1.26 6 férfit és 6 @t véletlenszer(ien két csoportba osztunk. Mi a valésdgé, hogy a két csoportban 3-& n
illetve férfi lesz?

1.27 Egy szekrénybempar cipd van. Véletlenszer(ien kivalasztuk cipét (2r < n). Mi a valoszinlisége annak,
hogy a kivalasztott cipk kozott

a) nincsen teljes par,
b) pontosan egy teljes péar van,
c) pontosan két teljes par van?

2. HF:

2.1 Harom kockat feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szamaétaincs két egyforma, mennyi a valészinlisége
annak, hogy legalabb az egyiken hatos van?

2.2 Egy piros, egy kék, és egy sarga szabalyos kockaval dtoluagyen az altaluk mutatott hArom szam rendre
P K,S.
a) Miavaloszinlisége, hogy mindharom dobas kiiloidisoz
b) Feltéve, hogy mindharom dobés kiulonBdmi a valdszinlisége, hody < K < S?
c) MennyiP{P < K < S}?
2.3 ** A baratommal snapszerozom. Ebben a jatékban 20 kartyatapniaden szinfl 5. Kiosztunk5 — 5 lapot.
a) Még nem néztem meg a lapjaimat. Mi a valoszinlisége, hogyédmnak van zoldje?
b) Megnéztem a lapjaimat: két pirosat és harom zdldet kaptama. \loszinlisége, hogy a bardtomnak van
zoldje?

2.4 Vigyazat! Ebben a feladatban attol fidgm, milyen kisérlettel modellezziik a ,véletlenszeri{i én'a ,vélet-
lenszer( kiraly” kivalasztasat, kilonb®eredményeket kaphatunk. A megoldas része pontosandeiris,
hogy milyen kisérletben gondolkodunk és milyen feltevé&seklIlnk.

a) En kétgyerekes csaladbél szarmazom. Mi a valoszin(iségg,atestvérem lany?
b) A kiraly kétgyerekes csaladbol szarmazik. Mi a valdszégés hogy a testvére lany?

2.5 Két golyé mindegyike egymastdl fuggetlenul 1/2-1/20¢ainliséggel feketére vagy aranyszintre lett festve,
majd egy urnaba helyeztéket.

a) Tegyuk fel, hogy tudomasunkra jut, hogy az aranyszinigketthasznaltak, azaz legaladbb az egyik goly6
aranyszin( lett. Ekkor mi a feltételes valészin(iséggyhmindkét golyé aranyszin(i?
b) Most tegytik fel, hogy az urna megbillent, az egyik golyé kigubelble, és azt latjuk, hogy ez a goly6
aranyszin(. Ekkor mi a valoszinlisége, hogy mindkét gahpdyszin(?
Magyardzzuk meg a valaszunkat.

2.6 ** Egy internetes kozosségi szajt felhasznaloi kérébe méghésalapon lehet bejutni. Eredetileg ket tagja
van a kdgdsségnek, Adam és Eva. Néha a kbz@')sség valamcg;jyéq’ﬂetesen véalasztott) tagja meghiv egy Uj
embert. Adam kéréhez tartozik valaki, banaga Adam, vagy egy Adam kéréhez tartoz6 tag hivta meg. Mi a
valészinlisége, hogy Adam kaére2 illetve 3 f6bdl all akkor, amikor4 f6s a kozosség?



2.7 Egy tehetségkutatd versenyen harom forduldban valagatAz el forduldbdl hazakiildik a jelentkék
80%-at, a tdbbiek tovabbjutnak a mésodik forduléba. A masodilldilo résztvetiinek 70%-atol bucstznak
el, aki ezen arostéan is tuljut, mehet a harmadik forduldhal, arésztvetik negyedét valogatjak be a televizios
felvételre.

a) A jelentkedk hanyad része jut el a televizids felvételre?

b) Valakirél csak annyit tudunk, hogy taljutott az él$ordulon. Mi a valészinlisége, hogy latni fogjuk a
TV-ben?

c) Tekintsiik mindazokat a jelentkéket, akik nem jutottak el a televizids felvételig. Hanyadatiket kiild-
ték haza rendre az élsa méasodik és a harmadik forduléban?

2.8 ** Harom szakacsd, B ésC, egy specidlis stiteményt siithek, melyek azonban sajndserér02, 0.03, 0.05
valészinliséggel nem kelnek meg rendesen a harom szakzcallét. Az étteremben ahol dolgoznaksiiti
a stitemények 50%-aB a 30%-at(' pedig a 20%-at. A rossz slitemények hany szazalékat sitdtte

2.9 Apiacon a0 tojast tartalmazé doboza@k %-aban minden tojas ép)%-aban pontosan egy tojas tordtb -
aban pontosan két tojas torott. A torott tojasok helye a dbhno véletlenszerli. Veszek egy doboz tojast a
piacon és bosszankodva tapasztalom, hogy ézejds, amit kiveszek a dobozbdl, torott. Mi a valoszimjesé
hogy a dobozban ott lapul még egy torott tojas?

2.10 Egy elé- és masodévesek altal latogatott targyat 8élss fid, 6 eldéves lany, 4 masodéves fil vett fel. Hany
masodéves lany vette fel a targyat, ha tudjuk, hogy egy,gy téallgatédi kozul véletlenlil valasztott hallgaté
neme és évfolyama fliggetlen egymastol?

2.11 Egy genetikai rendellenesség a magzatok fél szazadékéi. Egy ,megbizhaténak szamit6” diagnosztikai
eljaras a meglévrendellenességet biztosan detektalja, mig rendellégdsanyaban 95% valdszinliséggel a
helyes negativ valaszt adja, 5% valdszinliséggel pedlggs Ipozitiv valaszt. Ha az eljaras erdeménye pozitiv,
mi a valoszinlisége, hogy magzatunknak tényleg megvardaltenessége?

2.12 Tegyikfel, hogy szabalyos fej-iras dobast szeretgén&ralni, de csak egy cinkelt érme all rendelkezéstinkre,
amely altalunk ismeretlepvaloszinliséggel mutat fejet. Tekintsiik a kbvetkeljarast.

(a) Feldobjuk az érmét.

(b) Megint feldobjuk az érmét.

(c) Hamindkétdobas eredménye fej, vagy mindkét dobas e¥ageiras, akkor Gjrakezdjik az élepéssel.
(d) Haviszont a két dobas eredménye kiilorth@kkor az utols6é eredmény lesz az algoritmus kimenete.
a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyforma valészinlidégotgaltat fejet vagy irast.

b) Lehetne-e Ugy egyszerisiteni az eljarast, hogy addigutcdsj érmét, amig két egymast kodetobas
kilonbod lesz, és az utolso dobast tekintjik?

2.13 ** Egyn elem{ halmazbdl ad és B véletlen részhalmazokat egymastol fliggetlenlll egyenkdteszlassal
vélasztjuk ki @™ lehetséges részhalmaz kozil.

a) Mutassuk meg, hogP{A C B} = (%)n (Tipp: tekintsik az eredeti halmaz minden egyes elgmét.
b) Mutassuk meg, hogP{AN B = 0} = (%)n

2.14 ** Egy szabalyos érmét kétszer feldobunk. Legyesaz az esemény, hogy az @dobas eredménye fdp az
az esemény, hogy a masodik dobas eredménye fé€],axsaz esemény, hogy a két dobas eredménye egyezik.
Mutassuk meg, hogyl, B ésC péaronként fliiggetlenek, de nem fiiggetlenek.

2.15 Adott egyn f6s tarsasag. Jeldlj¢; ;;1 < i < j < n azt az eseményt, hogy a tarsasdtik és;-dik tagjanak
ugyanaz a szuletésnapja.

a) Paronként fuggetlen-e ez @) esemeény?
b) Teljesen fliggetlen-e ez 42) esemeény?
2.16 Az idjaras-ebrejelzés egyszerli modellieként tegyik fel, hogy dzvdgy efs, vagy napos, §sannak a

val6szin(isége, hogy holnap ugyanolyan lesz mint ma, koreapoktol figgetleniil. Ha az@chapos januar
elsején, legyet®?,, annak valészinlisége, hogyap mulva szintén napos. Mutassuk meg, hBgkielégiti a

=1

P,=02p—1)P,—1 + (1 —p), n>1; P

rekurziét. Bizonyitsuk be, hog#, = 1 + 1(2p — 1)" mindenn > 0 esetén.



2.17 Modricka élete efsval6szinliségszamitas vizsgajamséllyel megy at. Ha ezen megbukik, a kévetkezmar
kevesebbet tanul, ezen cs@la siker valOoszinlisége. Minél t6bbszor bukik meg, annakgebbet tanul, igy
k — 1 sikertelen vizsga utan mar cs%;lkq az esélye, hogy k-dik vizsgan atmegy. Am Moricka kitarto, és a
szabdlyzat szerint akarhanyszor vizsgazhat. Mennyi azaldsége, hogy @bb-utébb atmegy?

Bénusz Egy vadas20 méter tavolsagban felfedez egy rokat édrdtia a roka ezt taléli, akkar0 m/s sebességgel
probal menekiilni. A vadasz masodpercenként Gjratolt & & rokara, mindaddig, amig meg nem 6li, vagy
(szerencsés esetben) a roka el nem tlinik a latohatarordészaalalati valészinlisége a tavolsag négyzetével
forditottan aranyos, a kovetk@képlet szerint:

P{a vadasz eltalalja az méter tavolsagban léwokat = 67522 (xz > 30).

Ha talalat is éri a rokat, nem biztos, hogy fatalis: az eggkgdtokat (fliggetlenul azok szamatol) a rdkea
valdszinliséggel tuléli. Mi a valdszinlisége annak, hoghka tuléli ezt a kellemetlen kalandot?

(Tipp: Analizisbdl tudjuk, hogy h& < &,, < 1 mindenn-re, akkor[]>~,(1 — &,) > 0 pontosan akkor, ha
o En < 00.)

MegjegyzésA feladatot nyilvan matematikusok taléltadk ki matematikiigskoknak. Miért rossmodelje ez
a rOkavadaszatnak?

2.18 Isz&kos Ivan a ndly 3 részét kocsmaban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és hefin valogatos, azonos
eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulunégi megkeressik. Négy kocsmat mar végigjartunk,
de nem talaltuk. Mi a val6szinlisége annak, hogy az 6todiklidesz?

2.19 Méricka és Pistike pingpongoznak. Minden jatszmathit6! fliggetlentil Mdrickap, Pistike pedig; valo-
szinliséggel nyer meg, ahwl> 0, ¢ > 0 ésp + ¢ = 1. A jaték akkor ér véget, ha valaki két egymas utani
jatszmat megnyer.

a) Mia val6szinlisége, hogy Mdricka nyeri az utolso jatszmat?
b) Mi avaldszinlisége, hogy ugyanaz nyeri abgdtszmat, mint az utolso6t?
¢) Ha tudjuk, hogy az utolso6 jatszmat Méricka nyerte, mennyalészin(isége, hogy az étss?

2.20 Egy televizios vetélkétben a jatékosnak harom ajtd kozil kell valasztania, és attéglrejtett nyereményt
kapja jutalmul. Az egyik ajté mogott egy luxusautd talathaa masik keti mogott pedig egy-egy kecske.
Mikor a jatékos kivalasztott egyet a harombdl, a jatékv@zemasik két ajtd kozil kinyit egyet, ami mégott
kecske van, és felajanlja, hogy a jatékos még megvaltatjath dontését. Erdemes-e attérni a masik ki nem
nyitott ajtora? Mekkora valdszin(iséggel nyerjik meg igpatot?

2.21 n dobozban elhelyeziink golyot tgy, hogy mind az” elhelyezés egyeaen valdszinii. Feltéve, hogy egy
adott dobozba esik golyd, mennyi a valoszinlisége annajy, Kagoly6 esik bele?

2.22 Aladar, Béla, Cili és Domotor hazudosak: atlagosarsaetek 2/3-4ban hazudnak mind a négyen, egymastol
fuggetlenul, véletlenszerlen.
Aladar azt allitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondtagy Domo6tor hazudott.
Mi a valoszinlisége annak, hogy Do6motor igazat mondottRétiekezziik, hogy Aladar tudja, hogy mit min-
dott Béla, Béla tudja, hogy mit mindott Cili, Cili tudja, hpgnit mindott Dé6motor. Tovabba, hogy Cili azt is
el tudja donteni, hogy D6m6tor hazudott-e vagy sem.)

2.23 Adott egy (végtelen térfogatl) urnank és végtelenaok;” = {1, 2, 3, ...} elemeivel szamozott, golyénk.
Az urna eredetileg tires. Ejféldt egy perccel fogjuk at, 2, ..., 10 szamu golyokat, behelyezziket az
urnaba, az urnat j0l 6sszerazzuk, majd véletlenszerigrziink az urnabdl egy golyot, amit elhajitunk. Ejfél
el6tt fél perccel fogjuk a1, 12, ..., 20 szdmu golydkat, behelyezzidket is az urndba, az urnét jol 6ssze-
razzuk, majd véletlenszer(ien kihGizunk az urnabél egydposmit elhajitunk. Ejfél étt 2~ perccel fogjuk
azlon+1, 10n+2, ..., 10(n+ 1) szdmu golyokat, behelyezzdket is az urnaba, az urnat j6l dsszerazzuk,
majd véletlenszeriien kihtizunk az urnabol egy goly6t, athijitunk. Es ezt igy folytatjuk éjfélig. Bizonyi-
tando, hogy éjfélkor az urna 1 valészin(iséggel ires lesz.

3. HF:

3.1 Alabb egy aramkor, ahol mindegyik kapcsol6 egyméstggéilendll /2 — 1/2 valészinliséggel van nyitva
vagy zarva.



Mi a valoszinlisége, hogy-tol B-ig &ram folyhat ezen az aramkoron? (Ezért itt kilén nem @ntpde
érdekes: vélaszoljunk szamolas nélkul is, sziimmetriakségevel! (Persze ha valaki igy pontosan leirja, az
is teljes értékl megoldas.))

3.2 50 szazalék az esélye, hogy a kirdlyrordozza a hemofiliaért feted gént. Ha hordoz6, akkor mindegyik
hercegnek 50-50 szazalék az esélye arra, hogy hemofitjgerie Ha a kiralyh harom fia nem hemofilias,
mekkora az esélye annak, hogy a kirdymordozé? Ha sziletik egy negyedik herceg is, mekkora dyeesé
annak, hogy hemofilias lesz?

3.3 5 férfit és 5 Bt rangsorolnak egy vizsgan. Tegyuk fel, hogy nincs két egya pontszam, és mindid!
elrendezés egyforman valészinli. Legy€m legjobb b helyezése (példall = 1 azt jelenti, hogy a legjobb
vizsgazo egy @). Hatarozzuk meg eloszlasat és varhaté értékét.

Bonusz a) Ot jatékos,A, B, C, D, E kozott véletlenszeriien szétosztjuk a szamokdll 5-ig, ismétbdés nélkiil.
El6szorA ésB mérkdzik: akinek magasabb a szama, tovabbjut. Az igy tovabljaisiC-vel mérldzik,
azutan a kozulik tovabbjutb-vel, majd az itt nyerte&-vel. LegyenX az a szam, ahany méykéstA
nyer. Hatarozzuk meg eloszlasat és varhato értékét.

b) Vélaszoljuk meg az ék6 részfeladat kérdéseithelyettn jatékos esetére, hatetsdleges pozitiv egész
szam. Hogyan viselkedik(X), han — co?

3.4 Szindbadnak egyszer megadatott, hiyglyaremholgy koziil kivalassza a legszebbet a kdvétkaekszabaly
szerint: azN haremholgy egyenként vonult elééle, azok valamelyikét kellett kivalasztania. A mar elvo-
nultak nem hivhatok vissza és azokrol, akik még nem von@tagemmit sem tudott. Feltételezzik, hogy a
haremholgyeknek j6l definialt szépségfokozatuk van: vanlegszebb, egy masodik legszebb, egy harma-
dik legszebb, és végul a legkevésbé szép kozottik. Tovatiha teltételezzik, hogy véletlen sorrendben
vonulnak el Szindbad étt: mind azN'! lehetséges sorrendjiik egyforman valészind.

Szindbad a kovetkézstratégiat valasztotta: holgyet hagyott elvonulni, majd ezutan kivalasztotta amig-

lyik szebb volt az 6sszesdte mar elvonultnal (és ha ilyen hélgy nem akad, akkor Szhtdmaganyosan
tavozik). Mi a valészinlisége annak, hogy ezzel a moddaat@ban a legszebb haremhdlgyet valasztotta?
Hatarozzuk meg azt &-t, amely mellett a fenti stratégia optimallé — oo hataresetben, és a stratégia-
hoz tartoz6 valészinliséget isTigp: hasznaljunk teljes valdszinliség tételt aszeriagyha legszebb holgy
hanyadikként jon(ne) el Szindbad elptt.

3.5 Egy csalddban > 1 gyermekap™ valdsziniliséggel van, ahel< (1 — p)/p.

a) A csalddok hanyadrészében nincs gyermek?

b) Ha a gyermekek egymastdl figgetlenil egyforma eséllyeldgikanyok, akkor a csaladok hanyadrészé-
ben lesz pontosahfil (és tetsdleges szamu lany)?

3.6 Van két ranézésre megkilénboztethetetlen érménkgeggagos €s egy cinkelt. A cinkelt érliﬁaalc')szinl'j—
séggel ad fejet. Bveszem az egyik érmét a zsebéjhl% eséllyel az igazségos@,eséllyel a cinkeltet, és
feldobom30-szor, ebBl k& alkalommal esett a Fej oldalara. Ez alapjan kell eldénterfegy melyik érmét
vélasztottam. Milyerk értéknél hiznank meg a hatart?

3.7 Az o kockanak 4 piros és 2 fehér, migsakockanak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét.
Ha fej a dobés eredménye, akkor a tovabbiakban kackéat hasznaljuk, ha pedig irds akkofd. Az igy
kivalasztott kockaval egymasutarszer dobunk.

a) Miannak a valoszinlisége, hogy:eaadik dobasnal az eredmény pirog?= 1,2,...,n)
b) Feltéve, hogy mind az dis: — 1 kockadobas eredménye piros, mi annak a valoszinliségg aliegdik
dobas eredménye is piros lesz?<£ 1, 2, ..., n)
3.8 Egy ketyere két kiilonbdzokbol romolhatott el. Az efs ok ellerbrzéseF); forintba keriilne, és ha valdban
az a probléma, akkor a javitada forint. Hasonléan, a masodik ok ell@rzéseF, forintba keril, és ha az a

probléma, akkor a javita$, forint. (Ha viszont az €lszor elledrzott okndl nincs probléma, akkor a masik
lehetséges okot@&zor elledrizniink kell, majd javitanunk.) Legyenés1 — p annak valdszin{iségei, hogy a



ketyere az el illetve a masodik okbdl romlott el. Hatarozzuk meg, mely, Fs, Ji, Jo, p értékek mellett
érdemesebb varhatdéan azéetikkal kezdeni az elldéirzést, és melyeknél a masodik okkal.

3.9 ** A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyarorszagdiuk két kategdriaba oszthatéak: 2/3-uk
udvarias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias filk az esetek @@#n engedik ére a lanyokat az ajtéban, az
udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-aban. Lattamy Bagcsi ebre engedte Juliskat, Jutkat viszont
nem.

a) Mennyi annak a valészinlisége, hogy Jancsi az udvariatitag&riaba tartozik?
b) Mennyi annak a valészinlisége, hogy ezek utan Jancsi Eszfire fogja engedni?

3.10 Sarkanyféldon az fejl sarkany
Pn = < ¥ > 0,77t 0.37
n—1

valészinliséggel fordul @l(n = 1, 2, ..., 7). Egy sarkany fejeinek levagasa veszélyes mivelet: azemb
minden fejét egymastol fliggetlenil% eséllyel tudja levagni, és ha ez nem sikeriil, akkor a sarkéageszi
az embert.

a) Elém keril egy sarkany, de a nagy kédben nem latom, hogy BinyMi az esélye, hogy tulélem a
talalkozast?

b) Tegyiik fel, hogy épp most vagtam le a hatodik fejét, de mégliginem latom, hogy maradt-e feje.
llyen helyzetll mekkora val6szinliséggel élem tdl a harcot?

c) Csata utan talalkozom a cimbordmmal, aki szintén degjt egy sarkanyt. Ezt figyelembe véve mi a
valoszinlisége, hogy hétfejlivel volt dolga?

3.11 Két dobokockat dobalunk, és mindig az 6sszeget tékintj

a) Addig dobunk, mig a két kockan |6ypottyok 6sszege 7 nem lesz. Mi a valészinlisége, hogy nbiamlo
elétte 11-et?

b) Mostaddig dobunk, mig a dobott 6sszeg 7 vagy 11 nem lesz. Bldsxinlisége, hogy amikor megallunk,
7 az 0sszeg?

c) Lassuk be, hogy a dobasok szama a b) feladatban és az, hogyiraetisszeg megallaskor, fliggetlenek.

3.12 ** Annanak és Borinak van két szabalyos dobo6kockaja, egy éehégy sarga kocka, és a kovetkszabalyok
szerint jatszanak. Bbzor Anna dob a két kockaval, és ha a két kockan ugyanaz a &ltatnnyer. Ha
Anna dobasakor a két kockan kiloniBazamok allnak, Bori megkapja a kockakat és néodtb: ha sikerdl
legalabb egy hatost dobnianyer. Ha nem, akkor az @$orduldban nincs gyztes, és megismétlik az eljarast,
tehat felvaltva dobnak addig, amig valamelyikiik nem nyer.

a) Jeldlje X, hogy 6sszesen hany foduléra kertl sor. Adjuk megralészinliség-eloszlasat és varhatd
értékét!
b) Miavaldszinlisége, hogy a teljes jaték Anndggimével ér véget?
3.13 ** Andras és Béla a kovetkézatékot jatszak. Egy urnaban varpiros és5 kék golyd. Két goly6t huznak,
ha a golydk azonos szin(iek, Andras fizet Bélaih@i forintot, ha a golyok kilonbdz szinliek, Béla fizet
Andrésnake forintot. Hogyan valasszak-t, ha azt szeretnék, hogy igazsagos legyen a jaték?

3.14 Pisti nem tanult semmit a vizsgara, aholeldéntend kérdésre kell valaszolnia. Az anyagbél valami kevés
dereng, igy minden kérdésre a toldbitiiggetlenil60% eséllyel ad helyes valaszt. A ketteshez legalébb
helyes véalaszt kell adnia.

a) Milyen val6szinliséggel megy éat Pisti a vizsgan?

b) Ha Pisti megbukik, a kdvekéa/izsgan ismét tanulas nélkil probalkozik addig, amig egysem sikerdl.
Hatarozzuk meg a prébalkozasok szamanak varhato értékét.

3.15 ** Tegytlik fel, hogy replilés kdzben egy refgép motorjai egymastol (teljesen) fliggetlehit p valdszini-
séggel hibdsodnak meg. Ha ahhoz, hogy egy fepiztonsagosan tizemeljen, a motorjainak legalabb felére
van szilksége, milyem értékekre biztonsagosabb egy 6tmotoros régéip, mint egy harommotoros?

3.16 Amerikaban egy eskiidtszék elitéli a vadlottat, ha askBdildl legaldbb 8 blindsnek szavazza. Ha minden
eskudtd valdszinliséggel dont helyesen, akkor mi a valdszinliadgdyes dontésnek? Tegylk fel, hogy a
vadlottp valoszinliséggel blinds valéjaban.



3.17 Kaszinéban az alabbi jatékot jatszuk: Minden lépédbgadunk ebre azi = 1, 2, ..., 6 szamok vala-
melyikére, majd feldobnak 3 kockat. Ahanyszor kijétt a fdga szamunk, annyi petakot kapunk, ellenben
fizetnlink kell 1 petakot, ha egyszer sem jott ki a fogadottrsZzair-e a jaték?

3.18 Egyn komponensi rendszer alkatrészei egymastdl és a multjsKtiggetlentl minden nap val6szinliség-
gel meghibasodnak, de ezeket esténként kijavitjuk. A msrdeall, ha legalabk alkatrész meghibasodott.
Mi annak a valészinlisége, hogystor at. napon all le a rendszer?

3.19 Pdlya urna: Egy urnaban kezdetlaguiros ésh kék golyd van. Minden egyes |épésben kihizunk egy golyo6t,
megnézziik, milyen szinli, mafit és egy vele megyegy@zzinli golyot visszatesziink. (Vagyis a golyok
szama az urnaban minden Iépésben eggyel n

a) Legyena = b = 1. Mi a val6szinlisége, hogyta Iépés utank kék golyé van az urnaban 2 (=

1...(t+1))
b) Legyena ésb tetsDdleges. Mi a valdszinlisége, hogyt.alépés utank kék golyé van az urnaban ?
(k=0b...(t+0))

3.20 Egy vetélkedin egy hazaspar alkot egy csapatot. Amikor a misoré&detgy eldontend kérdést kapnak,
mindketten egymastdl fuggetleniivaldszinliséggel adnanak helyes valaszt. Mi a jobb sieatég
a) egyikuket kijelolik, aki a masikra nem hallgatva valaszékadésre, vagy
b) mindketten gondolkodnak a kérdésen, ha egyetértenekyéiaset adjak, ha pedig killonba vélemé-
nylk, egy szabalyos pénzérme feldobasaval déntik el, hagyataszoljanak.

3.21 ** Véletlenszerlien elhelyeziink egy huszart egy Ures sdkkéabMennyi a lehetséges l1épései szamanak a
varhato értéke?

3.22 Egy gép Vvéletlenszerlien valaszt 1 és 10 kozo6tti széanut nekink kell kitalalni, tgy, hogy kérdéseket
tesziink fel, amire a gép igennel vagy nemmel valaszol. Skpdkria, varhatéan hany kérdést kell a gépnek
feltenniink,

a) ha csak rdkérdezhetiink, azaz azt kérdezzik, hogy ,A gosd@iti?" i = 1, 2, ..., 10, illetve
b) ha kérdéseinkkel mindig megprébaljuk megfelezni a fenmudiehetséges szamok korét.
3.23 (Szentpétervari paradoxon)Egy érmével addig dobunk, mig a fej oldalara nem esik. Ha-adik feldobas
eredménye fej, akkor a jatékas forintot nyer. Mutassuk meg, hogy a nyeremény varhaté éniéigtelen!
a) Megéri-e egy jatékért 1 millié forintot fizetni?
b) Megéri-e jatékonként 1 millié forintot fizetni, ha annyiszatszunk, ahanyszor csak akarunk, és csak az
Osszes jaték befejezése utan van elszamolas?

3.24 Egy embernek kulcsa van, amelyek kdzul egyetlen egy nyit egy bizonyast.aEmberink véletlenszeriien
probélkozik a kulcsokkal mindaddig, amig ra nem talal a reledff kulcsra. Hatarozzuk meg a prébalkozasok
szamanak varhato értékét, ha

a) a sikertelen kulcsokat nem zarja ki a tovabbi prébéalkoz&soén (visszatevéses hlzasok),
b) a sikertelen kulcsokat kizarja a tovabbi probalkozasolsgvisszatevés nélkili hiizasok).

4. HF:

4.1 4 buszon 6sszesen 148 tanul6 utazik. Az egyes buszoterédd33, 25 és 50 tanulot széllitanak. Valasszunk
ki véletlenszerlien egy tanulét; ekkor jeldljé azt, hogy hany tanulé utazik azon a buszon, amelyik a kiva-
lasztott tanulét szallitja. Valasszunk véletlenszedmnsobrt. Y jeldlje azt, hogy a sdfr buszan hany tanulo
utazik.

a) Mit gondolunk,X vagyY véarhato értéke nagyobb? Miért?
b) Szamoljuk kiE(X)-et ésE(Y)-t!
c) Szamoljuk kiD?(X)-et ésD?(Y)-tis!

4.2 A ésB a kovetked jatékot jatsszaA gondol 1-re vagy 2-re, ezt leirja, maginek ki kell talalnia, melyik

szamra gondolil. Ha azA altal leirt szam és B jol tippelt, akkor B i egységet kapi-tol. Ha B melléfog,

akkor® fizetA-nak3-t. Ha B randomizélja tippjét, azazvaldszintiséggel tippel 1-re és- p valdszintiséggel
2-re, hatarozzuk meg nyereménye varhato értékét, ameamyib

a) az A altal leirt szam az 1,
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b) az A altal leirt szam a 2.
Milyen p érték maximalizaljaB minimalis varhatd nyereményét, és mi ez a maximin értékgy@jik meg,
hogy B varhat6é nyereménye nem csakgb{fiigg, hanem attél is, hogy mit csindl.)
Tekintsiik most azl jatékost. Tegyuk fel, hog§ is randomizalja a dontését, ¢saloszinliséggel gondol 1-re.
Mennyi A varhat6 vesztesége,

a) haB 1-re tippel, ill.

b) haB 2-re tippel?
Mely ¢ értékkel tudjad minimalizalni a maximalis varhatd veszteségét? Mutasseg,rhogyA maximalis
varhaté veszteségének minimuma eg@eBil minimalis varhaté nyereségének maximumaval! Ezt az ered-
ményt hivjak minimax tételnek, ami a jatékelmélet egyilpakt eredménye, és altalanosafisdér Neumann
Janos fogalmazta meg. A kdzos értéket a jaték értékénelddh(i®jszamara).

4.3 Minden este tdbb kilénbdzmeteoroldgus josolja meg, mekkora valdszinliséggel figap esni az €5

Hogy megitéljiik, mennyire jok a meteoroldgusok, a kovetképpen pontozzufiket: ha egy meteorologus
p valoszinliséggel josolt és akkor

1—(1-p)? pontotkap, ha valéban esik masnap,
1—p? pontot kap, ha nem esik.

Ezek utan egy rogzitett szakban mérjiik az egyes meteoroldégusok atlagpontszéswitegjobb érejel

a legmagasabb pontszamot kapott meteorolégus lesz. Téglillogy az egyik meteoroldgus tudja ezt, és
maximalizalni szeretné atlagat. Ha azt gondolja, hpgyaloszinliséggel fog esni holnap, mekkprartéket
érdemes jelentenie?

4.4 Egymas utan tizszer dobunk egy szabalyos érmével. hegye egymas utani egyforma kimenetelékallo
sorozatok szama, vagyis pl. csupa fej esetés 1, a FFIIIIFIFF sorozatnal pedidd = 5. Hatarozzuk
megX eloszlasat.

4.5 Egy csutdrtdki buliba az meghivott mindegyike a tobbightfliggetlenill /2 valdszinliséggel jon el. Mennyi
a valdszinlisége, hogy a meghivottak legalabb fele eljtsyth&a honap négy csiitdrtokjén szervezek bulit,
mennyi annak a valoszinlisége, hogy lesz legalabb kathin elegen lesziink (azaz a meghivottak legalabb
fele eljon)?

4.6 Két kockaval (egyik piros, masik zold) dobva, mennyi datb szamok maximumanak ill. minimuméanak
varhaté értéke? Dobtam a két kockaval, haromszor: az egykdt, a pirosat mindig meglestem, hihetetlen,
de mindharomszor 3-as szerepelt rajta. Mi a valoszin(i$é&ggy legalabb egyszer nagyobb volt, mint a zéldén
Iévb, éppen akkor dobott szam?

Bénusz: n darabk-lapu ,kockaval” dobva mennyi a dobott szamok maximumatiakiinimumanak varhato értéke?
Vizsgaljuk a varhaté értékekre kapott kifejezések assttii@jat régzitett: mellett, amintt — co.

4.7 °°

a) Kétszer dobunk egy hamis érmével, amin a fej valosziniis¢ge Jeldlje X a fej dobasok szamat.
Szamoljuk kiX varhato értékét és szorasat!

b) Haromszor dobunk egy hamis érmével, qmin a fej valoszgeaes. JeldljeU azt a szamot, ahanyszor
sikerlil az ebz6 dobast megismételnink. (Igyértéke0, 1 vagy2 lehet.) Szamoljuk kiU varhaté értékét
€s szorasat!

4.8 LegyenE(X) =1 ésD?(X) = 5, szamoljuk ki

a) E(2+ X)*tés

b) D?(4 + 3X)-t.

4.9 N egy nemnegativ egész értéki valdszinliségi valtozé. $dukameg, hogy

E(N) = iP(N > ).

P(N = k). Es most szummacseye!

113
118

(Tipp: ij: P(N>i)=

=1 7

Il
—
o~
I
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4.10 ** N egy nemnegativ egész értékii valoszinliségi valtozo. ddukameg, hogy

(B(V?) - B(N)).

N~

iz’P(N>i)=

Bonusz: Egym csaladbdl allo kozdsségben csaladban vangyerek ¢ n; = m). LegyenX egy véletlenszerlien
=1

valasztott csalddban a gyerekek szama. Véalasszunk kieré&deerlien & in; gyerek kdzil egyet; jeldlj@”

1=1
azt, hogy a kivalasztott gyerek csaladjaban hany gyerekMatassuk meg, hogi(Y) > E(X).

4.11 6-szor feldobunk egy hamis pénzérmeét, @% valoszinliséggel ad fejet. Ha tudjuk, hogy 6sszesen 3-szor
lett fej az eredmény, mi a val6szinlisége, hogy
a) az el® dobas fej;
b) az el$ 3 eredmény rendrE, I, I (azaz az efsfej, a masodik és a harmadik iras);
c) azel$ 3 eredményrendrg F, I;
d) azel$ 3 eredményrendrg I, I volt?
4.12 Egy bulvarlapban oldalanként varhat6an 0.2 nyonifaitées van. Mi a valoszinlisége annak, hogy a kdveikez
oldalon
a) 0,
b) 2 vagy tébb hiba van?
Indokoljuk a vélaszt!

4.13 Egy allamban az 6ngyilkossagi rata 1 6ngyilkossag péraDO lakos per hénap. Vizsgaljuk meg az allam
egy 300 000 lakosu varosat!
a) Mia val6szinlisége annak, hogy egy adott hdnapban leg@lébiber lesz 6ngyilkos?
b) Mi avalészinlisége annak, hogy egy adott évben legalabibn@pi@n lesz legaldbb 7 6ngyilkossag?
c) Legyen a mostani hénap az 1., mi a val6szinlisége annak,éi@asgor az.. hbnapban lesz legalabb 7
ongyilkossag?i(> 1)
Milyen feltevésekkel éltiink?

4.14 ** Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennie, ha ankik elérni, hogy egy véletlenszeriien va-
lasztott suitiben legalabb 0.99 valoszinliséggel legyralibb egy szem) mazsola?

4.15 Lovas gatversenyen a lovasok kdrpalyan versenyegsek|6 a palyan elhelyezett sok akadaly mindegyikét
egymastél fiiggetlenill azonos val6szinliséggel veri le5Hannak valészinlisége, hogy a lovas hibatlanul
teljesit egy kort, mennyi az esélye, hogy egy kérben legiflljharom akadalyt ver le?

4.16 ** London kdzponti kerilletében bekovetkeautdbalesetek szama szaraz napébeti A = 10 paramé-
ter(i Poisson-eloszlasu, mig nedve8sgbBbeny = 20 paraméter{i Poisson-eloszlasi. Kora novemberben
Londonbarp = 0.6 valdszinliséggel van rondadesidd (egész nap); = 0.4 a valészinlisége annak, hogy
verdfényes napsiités van (szintén egész nap). Azt olvastamesban, hogy mult csiitortokon 17 autdbaleset
tortént London kdzpontjaban. Mennyi a valoészinlisége larmagy esett az é8

4.17 Egy nagy viragagyasba sok viragmagot szérunk egyesaet Ké8bb a virdgagyast sok kis egyénhéretli
darabra osztjuk. Azt tapasztaljuk, hogy a kis darab@k-aba nem keriilt egyetlen mag sem.

a) Hany magot szértunk ki félddarabonként atlagosan?
b) A félddarabok hany sz4zalékaban lesz egynél tébb mag?

4.18 ** A"Kocogj vellink!” mozgalom keretében tavaly futdversersndeztek a Duna-kanyarban. A palyat sajnos
kullanccsal ferdzott tertileten at vezették. Kiderdlt, hogy a verseikykoziil 300-an talaltak magukban egy,
75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsuljik megy kérilbelil hanyan indultak a versenyen!

5.1 ** Ketten céllovésben versenyeznek, a két versépyzilletve p, valdszinliséggel ér el talalatgt (< p2).
Az Ugyetlenebb kezd, majd felvaltvariek. Aki ebszor talal, az nyer.
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a) Mennyi a valészinlisége annak, hogy az tigyesebb nyer?

b) Mennyi a jaték varhato itartama, ha percenként egy lévést végeznek?

c) A varhato idbtartam azonnal adddik, ha = po (miért?). Ellerdrizzik le, hogy az éiz6 kérdésre adott
valaszunk ebben az esetben az, ami azonnal adodik.

5.2 Az arokugré versenyfutas szabdlyai a kovefkeZA futbpalya egyenes, és van rajta végtelen sok egyforma
arok. Két egyforma képességl versehyzéri 6ssze az erejét arokfutasbol, akik fej fej mellethélt Egy
versenyd egymas utan at probdlja ugrani az arkokat, végul egyskkicsit ugrik és beleesik valamelyikbe.
Tegyilk fel, hogy egy versengisohasem farad el, és az arkokat egymastal fiiggetlenignggnt2—= va-
I6szinliséggel tudja atugorni, ahblaz arok hossza. Ha az egyikik beleesett egy arokba, akket ¢éga
verseny.

a) Mutassuk meg, hogy a dontetlen valdszinlisége pontosam kidebbs-nél, ha

1+e¢
L <l
089 (1 _ 5)
teljesdal.

b) Ha ddntetlen, akkor visszakdldjifket a startvonalhoz és Ujra kexrtlk a verseny. Eztismételjiik egészen
addig, amig g§iztest nem hirdethettink. Mekkora legylerha a versenyik ugrasainak szamanak varhaté
értékét akarjuk minimalizalni?

5.3 LegyenX Binom(n, p) eloszlasi val6szinliségi valtoz6. Milygrértékre lesz maximaliP{X = k}, k =
0,1,...,n? Ezarra példa, hogy a statisztikdban hogyan becsilikinéegkét, ha egy Binotm, p) eloszlasu
valoszinliségi valtozé megfigyelt értékeHa feltessz ik, hogy ismert, akkop-t azzal gp értékkel becstljik,
amireP{X = k} maximalis. Ezt a modszert hivj&kaximum likelihood becslésnek.

5.4 Andras és Béla a kovetkepatékot jatszak: feldobnak két szabalyos dobokockat;rAmdnnyi forintot fizet
Bélanak, mint a két dobdkockan Bwzamok kulénbségének négyzete, Béla pedig annyit, amankst
kockan lew) szamok 6sszege. Melyikiiknek kedvez a jaték?

5.5 ** Anna és Bori egyforma ereji teniszjatékosok, minden jagtza tobbi jatszmatol fuggetlend,valoszi-
nliséggel nyerhet meg barmelyikik. A tenisz ntadst az a jatékos nyeri meg, amelyiklab elér harom
jatszmaggzelmet. Jel6ljeX, hogy hany jatszmabol all a mé&kés EX =?

5.6 LegyenX \ paraméter(i Poisson eloszlasu val6szinliségi valtoz&tasduk meg, hogP{X = i} ¢ n6-
vekedésével ékz06r 1, majd monoton csdkken, a maximumat a= |\ |-nél veszi fel. Tipp: tekintsik
P{X =i}/P{X =i—1}-et)

5.7 ** Moéricka, ha tarazni megy, minden Iépésnél — aazetényekbl fliggetlentl — valamekkora (kicsi) val6-
szinliséggel hasraesik és megliti a térdét, illetve valkonaKkicsi) valdszinliséggel hanyatt esik és megiiti a
konyokét. Egy 10 kilométeres tdran atlagosan 3-szor szoktitni a térdét és 2-szer a konyokét. Legfeljebb
milyen hosszU tarara engedheti el az anyukaja, ha azt alkmgigz% valoszinliséggel térd- és kdnyodkseérilés
nélkil jarja meg?

5.8 Egy forgamas orszagutszakaszon gyakran szoktak madafapasztalatok szerint annak valészinlisége, hogy
5 percen belll lesz olyan autd, amelyik atlépi a sebességhépip ugyanannyi, mint annak, hogy nem lesz
ilyen auto.

a) Mi a val6szinlisége, hoglb perc radarozas soran (i) pontosan harom; (ii) legalabbrhd@yporshajtét
mérnek?

b) Milyen hosszu idre tervezzék a reddok a radarozast ahhoz, ho@y% valoszinliséggel fogjanak leg-
alabb egy gyorshajtét?

5.9 Egy tabla mogyorés-mazsolas Boci csokiban atlagosama3ola van. Egy tabla csoki 15 kockabdl all. Egy
kocka csokibari /2 valoszinliséggel nincsen mogyorédarab.

(a) Milyen eloszlasu lesz az egy tabla csokibarblevogyorédarabok szama?
(b) Letoriink 2 kockéat és megessziik. Mennyi a valészin(j$éggy az elfogyasztott csokiban emogyoro6-
€s mazsoladarabok egyuttes szama legalabb 2? Adjon miysdexdibb formulat valaszként.

5.10 ** Tegyik fel, hogy egy adott @iben tortént események szath@araméter{ Poisson valoszinliségi valtozo.
Mutassuk meg, hogy ha minden eseménytaldszinliséggel szamolunk, fliggetleniil a tébbi esendényt
akkor a megszamolt események szamaaraméterii Poisson valdszinliségi valtozé! Emellettrddintuitiv
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érvelést arra, hogy miért kell ennek igy lennie.

Az el6z6ek alkalmazésara példa: Tegyuk fel, hogy egy adott tenidetlebhelyeinek szama Pdi0) eloszlasu
véletlen valtoz6. Minden Iéhelyet a tobbiil fl‘jggetlenUI% valészinliséggel fedeznek fel. Szamoljuk ki
annak a val6szinliségét, hogy (a) pontosan 1, (b) legalébl{d) legfeliebb 1 Iélhelyet fedeznek fel az adott
id6 alatt.

5.11 a) LegyenX )\ paraméter(i Poisson eloszlasu valoszinliségi valtozéadduk meg, hogy
1
P{Xparog = (1 + e ).

b) Adott egy hamis érménk, mejyvalészinliséggel mutétjet. Ezt az érmét 0 tipontban feldobjuk, és azt
latjuk, hogyfejre esik. Egy\ paraméter(i Poisson folyamat altal megaddipitlanatokban az érmét Ujra
és Ujra feldobjuk, mig egyébdpontokban nem nyllunk az érméhez. Mi a valészinlisége, hlgr az
érme fejet mutat?

c) Tegyik fel ismét, hogy az érnteidépontbarfej-et mutat. A Poisson folyamatagillanataiban ezuttal
determinisztikus médon atforgatjuk (ha a fej oldalon atkar az iras oldalra, ha az iras oldalon, a fej
oldalra). Mi a val6sziniisége, hogrkor az érme fejet mutat?

5.12 Egy erd atlagos slirlisége: 16 fa 10G4@nként. A fak torzse teljesen szabalyos, 20 cm abifiéeor alapu
henger. Egy puskagoly6t I6viink ki célzas nélkil, aziesdélédl 120 m-re, kifelé az e@bdl. Mennyi annak
avalészinlisége, hogy eltalalunk egy fatérzset?

(Tekintslink el attol az apro zavard téngéd, hogy a fak alapkoreinek kdzéppontjai min. 20 cm tavdisdg
vannak.)

5.13 ** Az 6nkormanyzat Randomvarosban ingyen wifi szolgaltatasb&it. A wifi hotspot-ok elhelyzése vélet-
lenszer(, siir(iségiik 3 hotspot négyzetkilométerenkénbdtavolsaguk 50 méter. Epp abban a pillanatban,
amikor Méricka elindul otthonrol az egyetemre, email-ggkaztatjak a hallgatésagot, hogy ma bombariado
miatt elmarad az okatas. Méricka nyilegyenes Uton megyyetemre, Utk6zben0% valészinlséggel értesdl
az ingyen wifin keresztil edt a hirdl. Milyen messze lakik Méricka az egyetefiR

5.14 Bulgaridban tortént, hogy egymas utani két héten kitikigontosan ugyanazokat a n§szamokat a lotton.
Maradjunk hazai vizeken: a hazai, 965-6t h(izés lotton

a) mi annak a valoszinlisége, hogy §wéten ugyanazokat a szamokat hiizzak, mint ezen a héten?

b) kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valoszinlisége, ladgyté 50 éves torténetében (minden héten
egy huzast feltételezve, sziinet nélkil, évi 52 héttel shéaahwalaha éfordul az, hogy két egymas utani
héten ugyanazt az 6t szamot hizzak?

c) még egy kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valészirgjdeggy a lottd 50 éves térténetében (minden
héten egy hluzast feltételezve, sziinet nélkil, évi 52 hetéeholva) valaha éfordul az, hogy olyan 5-6st
hdznak ki, ami méar egyszer volt?

Adjunk numerikus értéket is.

5.15 Anna és Bori a kovetkéz jatsszak: egy szabalyos érmét dobalnak felvaltva. Areralk Az nyer, aki a
masodik fejet dobja, tehat pl. Anna: Fej, Bori: Fej esetén Byert.

(a) Varhatéan hany érmedobas utan féjtik be a jaték?
(b) Mekkora a valészinliséggel nyer Anna?
MegjegyzésMindkét kérdés megvalaszolhato viszonylag kevés szasallas

5.16 Egy urndban 4 piros és 4 kék goly6 van. Véletlenszekiigasztunk 4 goly6t. Ha 2 kozilik piros és 2
kék, akkor megallunk. Kilénben visszarakjuk a golydkat ardba és Ujra valasztunk 4 goly6t. Az egészet
mindaddig folytatjuk, amig 4 hizott golyébdl pontosan Dpilesz. Mi a valoszinlisége, hogy pontosaseer
hdzunk?

5.17 Szamitsuk ki a¢l + X)~! val6szinliségi valtozo varhato értékét a kovetkegetekben:

a) haX Binom(n, p) eloszlasu;
b) haX Poi(\) eloszlasu.

(Tipp: integréljunk valami szépét.

5.18 Legyenel < (0,1), n € NésX = pn € (0, oo) rogzitve. Tovabbaux := pginom(n, p)(k)/Proir) (k).
Bizonyitsuk be, hogy amirit = 0, 1, 2, ... ndvekszik
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a) ay, el6szor névekszik, majd csdkken, és a maximalis értékét 1|-nél éri el.
b) ay el6szor kisebb, mint 1, majd 1 félénmajd Gjbol 1 ala csdkken.
Bonusz : Egy Ujsagkihordd 100 forintért veszi és 150 forinéélja el az Ujsdgokat. Az el nem adott lapokat nem
vasaroljak fle vissza. Ha az Gjsagokra a napi igény binomidlis elogaléetlen valtozén = 10 p = %
értékekkel, korilbelll hany lapot vegyen, ha varhaté gétfizeretné maximalizalni?
5.19 Egy orszagban a hazasparok aa éisg vallalnak gyereket. Mi a nemek aranya ebben az orszi@gjlgaz-e,
hogy az egy csaladban sziiletett gyerekek neme fliggetlendsygl?

5.20 Hipergeometriai eloszlas tart a Binomialishoz

Madarat gy(r{izinkN madarbokn gy(rizott van. Képzeljik el, hogy a madargyUriizéskéita csinaljuk, a
madarpopulacié is@ és atlagosan a madarak egy bizonyos hanyadat vagyungeééipefogni. Pontosabban,
legyen mostV — oo, 3 — p! Bizonyitsuk be, hogy ekkor, ha (fix) elem( mintat vesziink a populaciébal,
ésX jeldli a gy(irtizétt madarak szamat azlemi mintaban, akkak eloszlasa binomialishoz tart, azaz

lim P(X =1i) —» P(Bin(n,p) =1)!

N—oo,m/N—p

15



