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sin2 x+ cos2 x = 1 differenciálási szabályok:

sin(x± y) = sinx cos y ± cosx sin y (cu)′ = cu′ (c konstans)

cos(x± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y (u+ v)′ = u′ + v′

tan(x± y) = tan x±tan y
1∓tan x·tan y (uv)′ = u′v + uv′

sin 2x = 2 sinx cosx
(
u
v

)′
= u′v−uv′

v2

cos 2x = cos2 x− sin2 x d
dxf(g(x)) = df

dg
dg
dx

tan 2x = 2 tan x
1−tan2 x integrálási szabályok:

sin2 x = 1−cos 2x
2 , cos2 x = 1+cos 2x

2

∫
cf dx = c

∫
f dx (c konstans)

sinx+ sin y = 2 sin x+y
2 cos x−y2

∫
(f + g) dx =

∫
f dx+

∫
g dx

sinx− sin y = 2 cos x+y2 sin x−y
2

∫
f(ax+ b) dx = 1

aF (ax+ b) + c,

cosx+ cos y = 2 cos x+y2 cos x−y2 ahol F az f primitív függvénye

cosx− cos y = −2 sin x+y
2 sin x−y

2

∫
f(g(x))g′(x) dx = F (g(x)) + c,

sinx cos y = 1
2 [sin(x+ y) + sin(x− y)] ahol F az f primitív függvénye

cosx cos y = 1
2 [cos(x+ y) + cos(x− y)]

∫
fαf ′ dx = fα+1

α+1 + c, ha α 6= −1

sinx sin y = − 1
2 [cos(x+ y)− cos(x− y)]

∫
f ′

f dx = ln |f |+ c

sinhx = ex−e−x
2 , coshx = ex+e−x

2

∫
uv′ dx = uv −

∫
u′v dx

cosh2 x− sinh2 x = 1 nevezetes helyettesítések:

sinh 2x = 2 sinhx coshx R(ex) ex = t

cosh 2x = cosh2 x+ sinh2 x R(
√
ax+ b)

√
ax+ b = t

cosh2 x = cosh 2x+1
2 , sinh2 x = cosh 2x−1

2 R
(√

ax+b√
cx+d

) √
ax+b√
cx+d

= t

R(sinx, cosx) sinx, cosx, tanx, tan x
2= t

deriváltak: R(x,
√
a2 − x2) x = a sin t, x = a cos t

(sinhx)′ = coshx R(x,
√
a2 + x2) x = a sinh t

(coshx)′ = sinhx R(x,
√
x2 − a2) x = a cosh t

(loga x)′ = 1
x ln a integrálok:

(xα)′ = αxα−1
∫
xα dx = xα+1

α+1 + c (α 6= −1)

(ex)′ = ex
∫
eax dx = 1

a e
ax + c

(ax)′ = ax ln(a)
∫
ax dx = ax

ln a + c

(sinx)′ = cosx
∫

cosx dx = sinx+ c

(cosx)′ = − sinx
∫

sinx dx = − cosx+ c

(tanx)′ = 1
cos2 x

∫
1

cos2 x dx = tanx+ c

(cotx)′ = − 1
sin2 x

∫
1

sin2 x
dx = − cotx+ c

(lnx)′ = 1
x

∫
1
x dx = ln |x|+ c

(arc sinx)′ = 1√
1−x2

∫ dx√
a2−x2

= arc sin x
a + c

(arc tanx)′ = 1
1+x2

∫ dx
x2+a2 = 1

a arc tan x
a + c

(ar sinhx)′ = 1√
1+x2

∫ dx√
x2+a2

= ar sinh x
a + c

(ar coshx)′ = 1√
x2−1

∫ dx√
x2−a2 = ar cosh x

a + c

(ar tanhx)′ = 1
1−x2

∫ dx
a2−x2 = 1

a ar tanh x
a + c, ha

∣∣x
a

∣∣ < 1

(ar cothx)′ = 1
1−x2

∫ dx
a2−x2 = 1

a ar coth x
a + c, ha

∣∣x
a

∣∣ > 1

(arc cosx)′ = − 1√
1−x2

∫
tanx dx = − ln | cosx|+ c

(arc cotx)′ = − 1
1+x2

∫
cotx dx = ln | sinx|+ c
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1. Parciális differenciálegyenletek

1. Az f : [0, L]→ R függvény tiszta szinuszos Fourier-sora:
∞∑
n=1

bn sin
(
nπ
L · x

)
,

ahol bn = 2
L ·

L∫
t=0

f(t) sin
(
nπ
L · t

)
dt.

2.
∫
x sin(a · x)dx = sin(a·x)−ax cos(a·x)

a2 + C továbbá:
∫
x2 sin(a · x)dx = −a

2x2 cos(a·x)−2 cos(a·x)−2 ax sin(a·x)
a3 .

3. Rezgő húr:


utt = c2uxx, (0 < x < L, 0 < t)

u (t, 0) = u (L, t) ≡ 0 0 < t

u (x, 0) = f (x) 0 < x < L

ut(x, 0) = g(x) 0 < x < L

megoldása u(x, t) =
∞∑
k=1

sin
(
kπ
L x
) [
Ak · cos

(
kcπ
L t
)

+Bk · sin
(
kcπ
L t
)]
, ahol {Ak} az f(x) tiszta szinuszos Fourier

együtthatói, αkBk pedig a g(x) tiszta szinuszos Fourier együtthatói, ahol αk = kπc
L .

4. Hővezetés véges hosszú rúdban:


ut = α2uxx, (0 < x < L, 0 < t)

u (t, 0) = u (L, t) ≡ 0 0 < t

u (x, 0) = f (x) 0 < x < L

Megoldás: u (x, t) =
∞
Σ
n=1

Ane
−(nπL )

2
α2t · sin

(
nπ
L · x

)
, ahol An az f(x) függvény tiszta szinuszos Fourier sorának

együtthatói.

5. Néhány függvény tiszta szinuszos Fourier sora a [0, π] intervallumon:

(a) 0 ≤ x < π, f(x) = x függvényre: f(x) = 2
(

sin x
1 −

sin(2x)
2 + sin(3x)

3 − sin(4x)
4 + · · ·

)
, ha 0 ≤ x < π.

(b) g(x) =

 x, ha 0 ≤ x ≤ π
2 ;

π − x, ha π
2 ≤ x ≤ π.

g(x) = 4
π

(
sinx− sin(3x)

32 + sin(5x)
52 − sin(7x)

72 + · · ·
)
, ha 0 ≤ x ≤ π.

(c) h(x) =

 1, ha 0 < x < π ;

0, ha x = 0, π.
függvényre: h(x) = 4

π

(
sin(x) + sin(3x)

3 + sin(5x)
5 + · · ·

)
, ha 0 ≤ x ≤ π.

(d) 0 ≤ x ≤ π, ϕ(x) = x · (π − x) függvényre: ϕ(x) = 8
π

(
sin(x) + sin(3x)

33 + sin(5x)
53 + · · ·

)
, ha 0 ≤ x ≤ π.

2. Linaáris algebra
1. Gram Schmidt metódus: Legyen {w1, . . . ,wk} a bázisa a W ⊂ Rd lineáris altérnek. Ekkor az alább meg-

konstruált {v1, . . . ,vk} egy ortonormált bázisa W -nek:

v1 =
w1

|w1|
, és 2 ≤ ` ≤ k -ra: v` :=

w` −
`−1∑
i=1

(w` · vi) · vi

|w` −
`−1∑
i=1

(w` · vi) · vi|
.

3. Vektoranalízis
1. Ha az A irányított felület egy paraméterezése r(u, v), ahol (u, v) ∈ T a paraméter tartomány, akkor∫∫

A

FdA = ±
∫∫
T

F(r(u, v)) · (ru × rv)dudv,

ha az A irányítása az ru × rv- vel azonos irányú akkor + előjel van fent, egyébként − előjel.
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2. Gauss divergencia tétel: A K ⊂ R3 testnek az ∂K felületét irányítjuk a kifelé mutató normálissal. Adott
a K minden pontjában értelmezett és kétszer differenciálható F vektormező. Ekkor:∫∫

∂K

FdA =

∫∫∫
K

div(F)dxdydz.

3. Stokes tétel Tegyük fel, hogy az F felület és annak ∂F határa koherensen irányított. Adott az F minden
pontjában értelmezett és kétszer differenciálható F vektormező. Ekkor∫

∂F

~Fd~r =

∫∫
F

curl
(
~F
)
d ~A

Green-tétel Legyen D egy olyan tartomány a síkon, melynek határa a C egyszerű zárt görbe. (D nem
tartalmaz lyukakat!) Továbbá az ~F síkbeli vektortér, minden parciális deriváltja a D minden pontjában
értelmezett. Nevezzük az F komponens függvényeit P -nek és Q-nak, vagyis

~F (x, y) = (P (x, y) , Q (x, y)) .

Ekkor, ∫
C

~Fdr =

∫∫
D

(
Q′x − P ′y

)
dxdy

4. Hengerkoordinátás helyettesítés (térbeli megfelelője a polár koordinátáknak)
x = r cosϕ

y = rsin(ϕ)

z = z


Vagyis ha

(x, y, z) = G(r, ϕ, z) = (r cosϕ, r sinϕ, z).

A hengerkoordinátás helyettesítés Jacobi determinánsának abszolút értéke:

|det (G′(r, ϕ, z))| =

∣∣∣∣∣∣∣∣det


cosϕ −r sinϕ 0

sinϕ r cosϕ 0

0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣ = r.

5. Gömbkoordinátás helyettesítés:

(1)


x = r sinu cos v

y = r sinu sin v

z = r cosu


Vagyis a fenti jelölésekkel:

(2) (x, y, z) = G(r, u, v) = (r sinu cos v, r sinu sin v, r cosu).

A Jacobi determináns abszolút értéke:

|det (G′(r, u, v))| = r2 sinu.
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