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Kivonat

Ez az 6sszefoglalo a BME gépészmérnoki MSc szak hallgatoi szamara késziil, a matematika targy
valoszintségszamitas részéhez segédletként. Egyrészt igyeksziink — a terjedelmi és id6beli korlatok
ellenére — egy matematikailag pontos, ugyanakkor mérnokok szamaéra is szemléletes targyalast kiala-
kitani. Ennek megfelel6en a matematikai elmélet ismertetését helyenként mérnoki magyarazatokkal
egészitjiik ki. Masrészt célunk az ismeretek alkalmazasa a gyakorlatban, a problémamegoldasi kész-
ség fejlesztése. Igy minden fejezet harom alfejezetbdl all; az elméleti 6sszefoglalast (melyet esetenként
tovabb tagolunk) kidolgozott mintapéldak kovetik, végiil pedig minden témakoérhéz megadunk gya-
korl6 feladatokat, melyek numerikus megoldasat a fiiggelékben lehet megtalélni.



1. Valo6szintiségi mezd, feltételes valoszintiség, fiiggetlenség

1.1. Elméleti 6sszefoglalo
1.1.1. Véletlen és valoszintiiség

Mérnoki bevezetd a véletlen fogalmahoz. A mérnoki tudas nagy része a kiillonbo6z6 valtozok kozotti
kapcsolatok ismeretét jelenti, és a valtozok tobbnyire a klasszikus newtoni fizika valtozoi. A kozottiik
lévs kapcsolat egy része mérndki kozelitésben determinisztikus kapcsolat, abban az értelemben, hogy egy
Osszefiiggés "bemend" valtozoi egyértelmiien meghatarozzak a "kimends" valtozok értékeit. Példaul, ha
ismerjiik egy bels6 égésti motor fordulatszamat és a "gazpedal" helyzetét, akkor a motor jelleggérbéje
egyértelmiien meghatarozza a motor nyomatékat és teljesitményét. A valtozok kozotti kapcesolatok masik
részében a bemend valtozok nem hatarozzak meg ilyen egyértelmien a kimend valtozéd értékét, ugyan
ahhoz a bemend valtozohoz esetrél esetre kiillonb6z6 kimend valtozd értéket tapasztalhatunk. Ez azért
lehetséges, mert a figyelembe vett bemend valtozok mellett még sok més, nehezen vagy alig figyelembe
vehet6 hatas is befolyasolja a kimend valtozo értékét. Ezek a hatasok esetrdl esetre valtozhatnak. Tudjuk
példaul, hogy a villamost szigord menetrend szerint inditjak a végéallomasrol, de a 3-4. megallé utan
mar jelentds eltérést is tapasztalhatunk a beérkezés tényleges és a menetrend szerinti id6pontja kozott.
Nyilvanvalo, hogy a tobbi jarmit forgalma, a le- és felszallo utasok szama, a jarmi vezet6jének pillanatnyi
vezetési "stilusa", az idGjarés, stb. befolyasolja az érkezési id6t, de e tényezdk hatasa nehezen szém-
szertisithets. A figyelembe nem vett, de befolyassal biré paraméterek hatasat nevezziik véletlen-nek, és
mondjuk azt, hogy a villamos beérkezési idejét a menetrend és a véletlen egyiittesen hatarozzak meg.
Ugyan ilyen értelemben mutat ingadozast egy automata gépsorrél lekeriils darab mérete, egy termék
élettartama, egy azonos koriillmények kozott megismételt mérés eredménye is.

Mérndki bevezets a valdsziniliség fogalmahoz. Tekintsiik az utas szamara kedvezd V' eseménynek
azt, ha a villamos a megalloba a menetrend szerinti id6ponthoz képest a [0,+43] perc intervallumban
érkezik. Tegylik fel, hogy rendszeresen, minden nap ugyanakkor kozlekediink, és megfigyeljiik, hogy e
kedvez6 V esemény bekovetkezik, vagy sem. Mondjuk, hogy n napon keresztiil végezziik a megfigyelést,
és ebbdl k alkalommal kvetkezett be a szamunkra kedvezd esemény. Ez a k szam az esemény bekovetke-
zésének gyakorisaga, a k/n hanyados pedig a relativ gyakorisaga. Abrazoljuk grafikonban a k/n relativ
gyakorisdgot az n fliggvényében (lasd 1. &bra). Természetesen az abra diszkrét pontsort mutat, csak
azért kotottiik Ossze a pontokat, hogy a tendencia jol lathato legyen. Tegyiik fel, hogy a V' esemény bekdo-
vetkezését befolyéasolo tényezk naprol napra hasonloak, akkor feltételezhetjiik, hogy a relativ gyakorisag
is bizonyos foku stabilitast mutat: n névekedésével k/n értéke egyre kevésbé ingadozik. Ha n elegendéen
nagy, és igy az ingadozas kicsi, akkor j6 mérndki becsléssel berajzolhatunk az abréba egy atlagot: e koriil
ingadozik a relativ gyakorisig. Ezt az atlagot tekintheti a mérnok a V esemény p valdszintségének, és
agy jelolik, hogy : P(V) = p. Tekintve, hogy 0 < k/n < 1, ezt a tulajdonsagot 6rokli a valoszintiség
is: 0 < p < 1. E magyarazat lényeges eleme, hogy hogyan definidljuk a V eseményt. Ha az automata
gépsoron gyartott darab valamely méretét figyeljiik meg, akkor a szamunkra az a V esemény kedvezs,
ha a gyartott darab mérete beleesik a névleges méret + tliréshatar intervallumba. Hasonloképpen fogal-
mazzuk meg a kedvezd eseményt a termék élettartam vagy a mérési eredmény értékelése esetén is. A
valoszintség fogalmanak szemléletes bevezetése azt is sugallhatja, hogy ha n — oo, akkor k/n — p. Ez
a kozonséges konvergencia, amelyet a soroknal ismertiink meg, a jelen esetben ilyen szigoriian nem igaz.
Hogy mégis milyen értelemben beszélhetiink konvergenciarol, az a 4. fejezetben fog kideriilni.

Alapfogalmak. A valoszintiségszamitasban egy kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek
hivjuk. Az elemi események Osszessége az eseménytér, altalaban Q-val jeloljiik. A kisérlet kimenetelével
kapcsolatos kijelentéseinket €2 bizonyos részhalmazaival azonosithatjuk — ezeket eseményeknek hivjuk,
és nagybetiivel jeloljik — az A esemény, mint részhalmaz, azokat (és csak azokat) az elemi eseményeket
tartalmazza, amelyek az esemény bekdvetkezését maguk utan vonjak.

Néhany jelolés: () a lehetetlen esemény — az iires halmaz — ami sohasem kovetkezik be, ) a biztos ese-
mény — a teljes eseménytér — ami biztosan bekovetkezik; és néhany mitivelet: A+ B jeloli azt az eseményt,
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1. dbra. Valoszintiség, mint a relativ gyakorisag "hatarértéke"

hogy az A és a B események koziil legalabb az egyik bekovetkezik — halmazelméleti szempontbdl ez a két
halmaz AU B unidja, AB pedig azt, hogy az A és a B esemény egyszerre bekovetkezik — halmazelméleti
szempontboél ez a két halmaz A N B metszete, végiil A az A esemény komplementere, amely pontosan
akkor kovetkezik be, amikor A nem — halmazelméleti szempontbol ez A Q-ra vonatkozo komplementere,
O\ A. Hasonloképpen definialhaté pl. események egy A, As,... sorozatdhoz az A; + As + ... ese-
mény, ennek jelentése, hogy a sorozatban szereplé események koziil legalabb az egyik bekovetkezik. Itt
is érvényesek a halmazmitiveleteknél mar megszokott atalakitasok, pl. az tn. de Morgan azonossagok:
A+B=A B, és AB=A+B.

1.1. Megjegyzés. A széba jovd események dsszességét dltaldban F-fel jeloljik. Mélyebb matematikai
oka van annak, hogy F-be — a diszkrét Q) esetétdl eltekintve — nem vesszik be ) Gsszes részhalmazdt.
F azonban mindig tartalmazza O-t, Q-t, és zdrt a fenti miveletekre, pl. ha Ay, As,--- € F, akkor
(A1+A2+) eF.

Még a valdsziniiség fogalmdra van sziikségiink, ez egy P : F — R hozzarendelés, amely tehat minden
szoba jové A eseményhez hozzarendel egy P(A) szédmot, az esemény bekovetkezésének valoszintiségét.
A valoszintiséget minden kisérletben mashogy kell meghatéarozni, intuicionk alapjan is posztulalhatjuk
azonban a kovetkezs axioméakat, amelyek mindig teljesiilnek: (I) minden A eseményre 0 < P(A4) < 1,
(II) P(2) = 1, (III) ha az Aj, Az, ... események egyméast paronként kizarjak — azaz A;A; = () minden
i # j esetben — akkor P(A; + Ao +...) = P(A;) + P(As) + ...

1.2. Példa (Klasszikus valdsziniiségi mezd). Ha (i) Q egy véges halmaz, (ii) intuicionk alapjin az
elemi eseményeket egyenld valdszindségiieknek tekintjik. Ilyenkor tetszdleges A esemény valdsziniségét a
P(A) = % képlettel hatdrozhatjuk meg, itt a nevezd a teljes eseménytér elemszama — "dsszes lehetdség”,
a szdmldlo pedig az A-t megualdsito elemi események szdma — "kedvezd lehetdségek”.

1.3. Példa (Geometriai valésziniiségi mezs). Ha (i) Q C R? valamely sikbeli tartomdny, és (ii) in-
tuicionk alapjdn ezen a "valdsziniség egyenletesen oszlik el”. Ekkor minden szdba jové A C Q) eseményre
P(A) = %, azaz A teriilete (kedvezd terilet) osztva §) teriiletével (teljes teriilet).

1.1.2. Feltételes valosziniiség, fliggetlenség.

Meérnoki bevezetd a feltételes valoszintiség fogalmahoz. Folytassuk a megfigyeléseinket a villa-
mosmegéalloban, ahol esetenként taladlkozunk egy cimborankkal, akivel egyiitt szoktunk utazni. Legyen
tovabbra is tgy, hogy az n napon keresztiil folytatott megfigyelésbdl k alkalommal érkezik villamos a
szamunkra kedvez6 intervallumban. Ebbél a k£ alkalombol m alkalommal cimborank is megérkezik, és
egylitt utazunk. A cimborank beérkezésének relativ gyakorisdga, ha mar beérkezett egy villamos: m/k.
Ez a mennyiség egy feltételes relativ gyakorisag, hiszen feltételiink volt, hogy villamos mar beérkezett



a szamunkra kedvezd intervallumban. Az m/k tort bévithets: (m/n)/(k/n) alakara. Itt a szamlalo
a villamos és cimborank egyiittes beérkezésének relativ gyakorisaga, a nevezé a villamos beérkezésének
relativ gyakorisaga. Ez a hanyados magyarazza a feltételes valosziniiség fogalmét: Legyen C' esemény
a cimborank beérkezése, P(C|V) jelolje cimborank beérkezésének valoszintiségét, feltéve, hogy a villa-
mos is megjott. Ez a feltételes valoszintiség (a relativ gyakorisdgok példaja alapjan) egyenls az egyiittes
bekovetkezés valoszintisége osztva a villamos beérkezésének valoszintségével: P(C|V) = P(CNV)/P(V).

Meérndki bevezetd a fiiggetlenség fogalmahoz. Altalaban azt gondoljuk, hogy az el6z6 példaban
a villamos beérkezése és cimborank beérkezése nincs kapcsolatban egymassal, fiiggetlenek egymastol.
Vagyis cimborank beérkezésének valoszintisége, feltéve, hogy a villamos is beérkezett, ugyan akkora,
mint cimborank beérkezésének valoszintsége a feltétel nelkil: P(C|V) = P(C). Ezt beirva a feltéte-
les valoszintiség definiciojaba, azt kapjuk, hogy P(C) - P(V) = P(C NV). Szavakban: az egyiittes
bekovetkezés valoszintisége egyenls a valoszintiségek szorzataval, ha a két esemény fiiggetlen.

Alljon itt még egy példa a feltételes valoszintiség és a fiiggetlenség fogalmanak szemléltetésére. 365
reggelen keresztiil figyeljiikk meg az idGjarast Budapesten és Didsdon. Legyen B illetve D az az esemény,
hogy Budapesten, illetve Diosdon esik az es6é (az adott reggelen). A 365-bél rendre kp, illetve kp
alkalommal figyeliink meg es6t Budapesten, illetve Didsdon; ennek megfelelGen az egyes valoszintiségeket
P(B) = kp/365, illetve P(D) ~ kp/365 kozeliti. Ha kpp-vel jeloljiik azon reggelek szamat, amikor
Budapesten és Diésdon egyarant esik az esd, akkor nyilvan kpp < kp, de nem lehet kpp sokkal kisebb
kp-nél, hiszen ha Budapesten esik az esd, akkor altaldban Diosdon is esni szokott. Ennek megfelelgen azt
tapasztaljuk, hogy kp-kp < kpp, tiikkrozve, hogy P(BND) > P(B)-P(D), illetve P(D|B) > P(D) —ez a
két esemény nem fliggetlen egymastol. Ha D helyett azt az M eseményt tekintenénk, hogy Melbourne-
ben esik az es6 (ugyanazon a reggelen, ami ott estét jelent...) — akkor az M és a B eseményeket
fliggetlennek talalnank, kg - kys =~ kg teljesiilne, hiszen Budapest és Melbourne idGjarasat nagyjabol
fiiggetlennek tekinthetd koriilmények alakitjak, és igy P(B N M) = P(B) - P(M)-re, a két esemény
fliggetlenségére szamithatunk.

Feltételes valosziniiség, fiiggetlenség — matematikai targyalas. Tegyiik fel, hogy P(B) # 0,
egyébként legyenek A és B tetszGleges események. Ekkor A feltételes valdszinisége B bekdvetkezése
mellett: P(AB)
P(A|B) = ——-=.
(A|B) P(B)
A fogalom jelentése: ha tudjuk, hogy B bekovetkezett, mi a valoszintisége, hogy (B mellett még) A is
bekovetkezett.

Az A és B események fiiggetlenek, ha
P(AB) = P(A)P(B).
Egy fontos észrevétel. Tegyiik fel most, hogy P(A) # 0 és P(B) # 0. Ekkor
A és B fiiggetlenek <= P(A) = P(A|B) és P(B) = P(BJA).

Ezek alapjan: A és B fliggetlenek, ha A bekdvetkezése nem befolydsolja B wvaldszintiségét. Masképp
fogalmazva, ha tudjuk, hogy A bekovetkezett, semmi plusz informaciét nem nyeriink B esélyére vonat-
kozodan (hiszen B valoszintiségét A bekovetkezése mellett pontosan ugyanannyinak szamolnank, mint
ezen informacio nélkiil).

1.4. Megjegyzés. A kizdro események és a fliggetlen események fogalmdt ne keverjik 6ssze! Ha A és
B kizdré események, azaz AB = (), akkor P(AB) = 0 — vagyis a fiiggetlenség semmiképp sem teljestil-
het, ha pozitiv valdsziniségl eseményekrél van szo. Masképp megfogalmazva: ha A és B kizdréak, A
bekovetkezésével nagyon sok informdcidt nyerink B esélyeire vonatkozdlag...

Bayes tétel. Sokszor bizonyos feltételes valoszintiségeket konnyebb kiszamolni, mint magukat a valo-
szintiségeket. Egy a gyakorlatban el6fordulo szituacio: a B eseményt kiilonb6zd okok el6zhetnek meg.



A kivalto okokat tekinthetjiik egy teljes eseményrendszer elemeinek: az Aq, Ag, ... A, események teljes
eseményrendszert alkotnak, ha (i) Ay + Ao + -+ A, = Q, (ii) A;A; = () minden ¢ # j parra. Szavak-
ban kifejezve, az A; események koziil legalabb egy biztosan bekdvetkezik, de egyszerre ketté semmiképp
sem kévetkezhet be. Ha konnyen ki tudjuk szamolni a P(A;)-ket (az egyes okok valoszintségeit), il-
letve a P(B|A;)-ket (B esélyét az egyes megel6z6 okok bekovetkezése mellett) akkor kézenfekvs a teljes
valdszintdség tétele néven ismert képlet:

P(B) = (Z P(BA;) => > P(B|Ai)P(A;).
=1 i=1

Az alkalmazasok szempontjabol legalabb ennyire fontos a kovetkezd kérdés. Az Aq,..., A, teljes ese-
ményrendszer egyes elemeinek a valoszintiségére vagyunk kivancsiak, de azon informécio birtokadban, hogy
a B esemény bekovetkezett. Masképp fogalmazva: az Aq, ..., A, lehetGségek esélyeit miképp valtoztatja
meg az a tény, hogy B bekivetkezett? Vagyis P(Ay|B)-re vagyunk kivancsiak. Némi szamoléassal adodik
Bayes tétele:

P(BA) ) P(B|Ak)P(Ar)

P(Ak|B) = ( P(B) = E?:l P(B|Ai)P(Ai>.

1.5. Megjegyzés. Mieldtt elszérnyilkodnénk ezeken a képleteken, egy tandcs a teljes vszg. tétele/Bayes
tétel feladatok megolddsdhoz. Készitsiink dgrajzot, ezen dbrdzolva a B-t megvaldsité n lehetdséget. Az
egyes agakra irjuk rd felilre az el6zmények valdsziniségeit (P(A;)), alulra pedig B esélyét az adott eldz-
mény mellett (P(B|A;)). Az egyes dgak sulydt ezen szdmok szorzata adja. A teljes vszg tétel jelentése:
mi az dgak sulya osszesen? A Bayes tétel jelentése: mi a k-adik dg relativ sulya az 0sszes dg sulydhoz
képest?

1.2. Kidolgozott példak

1.1. Kidolgozott Feladat. A wvaldszintségszamitds eqy fontos miszaki alkalmazdsa, amikor egy tobb
részbdl allo rendszer megbizhatdsdgdt vizsgdljuk, ismerve az egyes alkotoelemek mikddési valdszinidségeit,
valamint kapcsoldddsi haldjukat — gondolhatunk példdul egy elektromos dramkérre.

(a) A sorba kapcsolt A és B kapcsoldkat az idd 65, illetve 75 %-ban zdrjuk. Feltételezve, hogy a kapcsoldk
mdkddtetése fiiggetlen, az idd hdny szdzalékdban folyik dram a teljes rendszeren?

(b) Helyezziik most el az Ay, As és Az kapcsoldkat a 2. dbra szerint, és tartsuk zdrva ezeket egymdstol

fiiggetleniil rendre P(A;) = 0,9, P(A3) = 0,8 és P(As) = 0,7 valdszintségekkel. Mi a teljes dramkér

zdrdsdnak valdszinisége?
Ao
2
il
'

2. abra. Az 1.1. kidolgozott feladathoz




Megoldas.

(a) A kovetkezGképp gondolkodhatunk:

P(aramkor zarva) = P(A zarva és B zarva) = P(A zarva) - P(B zarva) =
— 0,65-0,75 = 0, 4875,

ahol az els6 egyenldségnél a kapcsolok soros kapcesolasat, a masodiknél fiiggetlenségiiket hasznéltuk.
Tehat az aramkor az id6 48, 75 szazalékaban van zéarva.

(b) Hasznalni fogjuk az alabbi, tetszoleges A és B események tnidjanak valészintiségére vonatkozo for-
mulat (az an. szita formula legegyszeribb esete):

P(A+ B)=P(A)+ P(B) - P(A-B). (1)

Visszatérve a feladathoz, az aramkor akkor van zarva, ha vagy az A; kapcsoldt zarjuk, vagy az Ao
és As kapcsolokat egyszerre zarjuk. Ezt a tényt, majd az (1) formulat, végil pedig a kapcsolok
fliggetlenségét hasznalva:

P(aramkor zarva) = P(A; vagy (Az és A3)) = P(A1) + P(Az és As) — P(A; és (A3 és A3)) =
P(A1) + P(A2)P(A3) — P(A1)P(A2)P(A3) =
- 0,94+0,8-0,7-0,8-0,8-0,7 = 0,956.

Ellendrzésképp: a kapott valoszintiség nagyobb 0,9-nél, A; zarasanak valoszintiségénél, megfelelGen
annak, hogy ha A;-t zarjuk, akkor az aramkor is biztosan zarul.

1.6. Megjegyzés. Az (1) formula levezetéséhez csak annyit kell haszndlnunk, hogy kizdré esemé-
nyek unidjdra a valdsziniség osszeadodik:

P(A+B) = P(A-B)+P(A-B)+P(A-B)=
= (P(A-B)+P(A-B))+(P(A-B)+P(A-B)) - P(A-B) =
= P(B)+ P(A) - P(A-B).

1.2. Kidolgozott Feladat. Feldobunk két szabdlyos dobokockdt, eqy pirosat és eqy kéket. Tekintsiik a
kévetkezd eseményeket:

A = { A piros dobokockdn pdros szém dll. } B = { A két dobds iGsszege tiz. }

C = { A két dobds eredménye azonos. } D = { A piros dobdkockdn pdratlan szdm dll. }

E = { A kék dobokockdn pdratlan szdm dll. }

(a) P(B) =%, P(C)=?
(b) P(A|B)=?
(¢c) A B, C, D és E események kiozil melyiktdl figgetlen A, és melyiktdl nem?

Megoldas. A kisérlet eredményét megadhatjuk, ha megmondjuk, milyen szam all az egyes kockakon.
Ennek megfelelen az eseménytér:

Q={@j)li=1,....6,5=1,...,6}

ahol i, illetve j a piros, illetve a kék kocka eredménye. Tehat klasszikus valoszintiségi mezGvel van
dolgunk, és a valészintségek szamolasanal a nevezd minden esetben || = 6 -6 = 36.



(a) B = {(4,6),(5,5),(6,4)} tehat |B| = 3 és igy P(B) = 3/36 = 1/12. C = {(1,1),...,(6,6)} igy
IC| =6 ¢ P(C) = 1/6.

(b) Mivel P(A|B) = PF(,EL‘BE;) és itt a nevezGt mar az imént kiszamoltuk, ezért a szamlalot kell megha-
tarozni. Ehhez AB = { A piros kockan paros szam &ll, és a dobasok Gsszege 10.} = {(4,6), (6,4)}.

Tehat P(AB) =2/36 = 1/18 é&s P(A|B) = /35 = 2/3.

Masképp gondolkodva: a B-t megvalositd 3 elemi esemény koziil pontosan 2 valésitja meg A-t is,
igy A esélye, ha tudjuk, hogy B bekovetkezett, 2/3.

(c) Ehhez eloszor A = {(1,2),...,(6,2),(1,4),...,(6,4),(1,6),...,(6,6)} tehat |A| = 18 és P(A) = 1/2.
Az el6z6 részfeladatok alapjan P(A)P(B) # P(AB) tehat A és B nem fliggetlenek. Ugyenez latszik
abbol is, hogy P(A|B) # P(A) — pozitiv valoszintségi eseményekrsl van sz6. (Ha B-r6l tudjuk,
hogy bekovetkezett, inkabb fogadnank A-ra, mint ha nem tudnank semmit).

AC = {(2,2),(4,4),(6,6)} és igy P(AC) = 1/12, amibsl P(AC) = P(A)P(C), tehat A és C
fliggetlenek.

P(D) = 1/2 és P(E) = 1/2 ugyantgy adddik, mint P(A). Ugyanakkor nyilvin AD = (, tehat
P(AD) = 0, vagyis A és D nem fliggetlenek (emlékeztets: pozitiv vszg-t kizard események nem
lehetnek fiiggetlenek). Masrészt AE = {(1,2),(3,2),(5,2),(1,4),(3,4),(5,4),(1,6),(3,6),(5,6)} és
igy P(AE) = 1/4, vagyis P(A)P(E) = P(AE), tehat A és E fiiggetlenek.

1.3. Kidolgozott Feladat. Egy urndban tapintdisra megkiilénboztethetetlen, 1-tdl 90-ig szdmozott cé-
duldk vannak, ezek kézil a 8,19,23,64 és T4 szdmauak feketék, a tébbi fehér. Belenyilunk az urndba, és
kihdzunk (visszatevés nélkil) 5 céduldt. Mi a valdszinidsége, hogy a kihizottak kozott pontosan k fekete
(k=0,1,...,5)? (Hogy hivjik ezt a jdtékot mds néven?)

Megoldas. Elgszor el kell donteniink, mik legyenek az elemi események. Kézenfekvs valasztéas, ha azt
tekintjiik egy elemi eseménynek, hogy megmondjuk, melyik a kihtzott 6t cédula. Ezzel a konvencio-
val eltekintiink a céduldk hiuzdsdnak sorrendjétél. Lényeges, hogy ezt végig tartsuk észben. Az elemi
események tehat az {1,2,3,...,90} halmaz 6telemd részhalmazai, azaz

Q={{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},...,{86,87,88,89,90}}.

Fontos latni, hogy pl. {1,3,6,8,10} és {6,10,3,8,1} ugyanaz az elemi esemény.

Jeloljiik Ag-val azt az eseményt, hogy pontosan k talalatunk van (kK =0,1,...,5).

Az Gsszes lehetdségek szama, ahanyféleképpen ki lehet valasztani 90 elembdl 5-t, tehat |Q| = (950).
Minden esetben ez lesz a nevezd.

A szamlalok szamolasahoz | Ag |-t kell meghatérozni. Nyilvan A5 = {{8,19,23,64,74}} ésigy |As| = 1,
P(A5) = (950)71‘ A t6bbi |Ag|-hoz azt kell kiszamolni, hany olyan részhalmaza van az {1,2,...,90}
halmaznak, amely a {8, 19, 23,64, 74} halmazbol pontosan k elemet tartalmaz, ennek komplementerébol
pedig pontosan (5 — k) elemet. Mivel egy telemd halmaz k elemd részhalmazainak szama (2), egy 85

elemi halmaz (5 — k) elem részhalmazainak szdma pedig (5515,@), adodik
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1.4. Kidolgozott Feladat. Vilasszuk az

a 1
=[5 4]
szimmetrikus mdtriz a és d elemeit egyenletes eloszldssal, egymdstdl fiiggetleniil az [1/2,2] intervallumbol.
Mi a valdszindsége, hogy det A > 07



Megoldas. Mivel az a és a d elemeket fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal valasztjuk, geometriai
valoszintiségi mezdvel van dolgunk, az eseménytér:

Q=1[1/2,2] x [1/2,2]; aholaz (a,d)€Q
par els6 és masodik tagja az A véletlen matrix (1/2 <)a(< 2) illetve (1/2 <)d(< 2) diagonalis elemeit
jeloli.  Jeloljik C-vel a det A > 0 eseményt. P(C) szamolasdhoz a teljes teriilet nyilvan: ¢(Q) =
(2 —1/2)? =2,25. A hasznos teriilethez a
C={(a,d) € Qdet A >0} = {(a,d) € [1/2,2] x [1/2,2] | ad > 1}

tartomany teriiletét kell kiszamolni, egyszertibb azonban C teriiletének szamolasa, ugyanis ezt a halmazt
az 1/2 < a <2;1/2 < d < 1/a egyenl6tlenségek jellemzik, és igy integralassal:

2
_ 1
tC)= [ ~da—1,5-1/2=2In2 - 0,75.
a
0,5
Veégiil
_ 2In2 - 0,75
P(C):1—P(C):1—r12725’z0,7172.

A feladat megoldasat a 3. abra is szemlélteti.

3. abra. Az 1.4. kidolgozott feladathoz

1.5. Kidolgozott Feladat. Egy kikotohoz 24 ords idétartamon belil véletlen iddpontban két hajo ér-
kezik. Az elobb érkezdén régton megkezdik a rakoddst, amely két ordig tart. Ha a mdsodik hajo akkor
érkezik, amikor az elsén még rakodnak, akkor vdrakoznia kell a rakodds befejezéséig. Mi a valdszinisége,
hogy sziikség lesz vdrakozdsra?

Megoldas. Geometriai valoszintiségi feladatrol van most is szo: jeloljiik z-szel és y-nal (6ra egységekben)
az egyes hajok érkezésének idépontjat. Ekkor az elemi események leirhatok, mint (x,y), 0 < z < 24,
0 < y < 24 pontparok: az ) eseménytér egy 24 egységnyi oldalhosszusagi négyzet. Jeloljiik A-val azt
az eseményt, hogy sziikség van véarakozasra. Ez akkor és csak akkor fordul els, ha a két hajo érkezési
idépontja kozott kevesebb, mint 2 éra a kiilonbség, vagyis ha |z — y| < 2. Konnyen lathato, hogy a
komplementer tartoméany elGall, mint két diszjunkt, derékszogl egyenld szartu, 22 egységnyi befogoja
haromszog. Igy:

992
S~ 0,1597.

P(A)=1- 5



1.6. Kidolgozott Feladat. 6 doboz mindegyikében 6 cédula van, ezek kézil rendre 1,2,...,6 fekete, a
tobbi fehér. Feldobunk eqy szabdlyos dobokockdt, ha a dobds eredménye k, a k-adik dobozbdl hizunk egy
céduldt.

(a) Mi a valdszindisége, hogy a kihizott cédula fekete?

(b) tegyiik most fel, hogy fekete céduldt hiztunk, és a szomszéd szobdban levd bardtunknak csak ennyit
drultunk el a kisérletrél. Bardtunk szerint mi a valdszinisége annak, hogy hatost dobtunk?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezd eseményeket:

Ay = { a kockaval k-t dobunk } = {a k-adik dobozbol hizunk}; k£ = 1,...,6; tovabba B := {a
kisérlet végén fekete cédulat hizunk.}

Az Ap; kE=1,...,6 események teljes eseményrendszert alkotnak, és nyilvain P(Ay) = 1/6 mindegyi-
kiikre. P(B|Aj) annak valoszintisége, hogy a k-adik dobozbol fekete cédulat huzunk: mivel az ebben a
dobozban taldlhat6 6 cédula koziil pontosan k fekete, kénnyen adodik P(B|Ag) = £.

(a) A teljes valosziniiség tétele szerint:

P(B) = P(B|A;)P(A;)

=1

142446 6-(6+1) 7

36 2-36 12°

(b) A feladat kérdése: P(Ag|B) =7 Ezt Bayes tételével szamolhatjuk:

P(Ao|B) = P(BA;;D)(IDB()J[’(AG)) _ 17~/11/26 _ %

1.7. Kidolgozott Feladat. Magyarorszigon minden tizezredik lakos HIV fertézott. A fertdzéttség szi-
résére AIDS tesztet haszndlnak, ami az esetek kis %-dban sajnos téved. Konkrétan, az egészséges emberek
tesztjeinek 1%-a pozitiv, illetve a fertézott emberek tesztjeinek 1,5%-a negativ. Jancsi Bdcsi tesztje sajnos
pozitiv. Mi a valdszinisége, hogy Jancsi Bdcsi valdban fertdzott?

Megoldas. Vezessiik be a kovekezd eseményeket:

Ay = { Jancsi bacsi HIV fertézott. }, Ay = Ay = { Jancsi bacsi nem HIV fertézott. }

B = {Jancsi bacsi tesztjének eredménye pozitiv.} Végiil B = {Jancsi bacsi tesztjének eredménye
negativ.}

A feladat kérdése: P(A;|B) =7 Bayes tételét fogjuk hasznalni.

Nyilvan A; és Ay teljes eseményrendszert alkotnak. Mivel Jancsi bacsirol (a teszt elvégzése eldtt)
semmi informéacionk nincsen, igy 6 a magyar tarsadalom egy véletlenszertien valasztott tagjanak tekint-
hetd, és igy:

P(A;) =0,0001; P(A3) =1- P(4;) =0,9999.

Meg kell még hatarozni P(B|A;)-t és P(B|Az)-t. P(B|As) annak valoszinisége, hogy egy egészséges
embert fertGzottnek mutasson a teszt, a feladat szdvege alapjan P(B|As) = 0,01. A maésik, feladat
szovegébol kozvetleniil kiolvashato valoszintiség P(B|A;) = 0,015, annak esélye, hogy egy fertszott
embert egészségesnek mutat a teszt. Ebbdl:

P(B|A;) =1— P(B|A;) =0, 985.
Most alkalmazhatjuk Bayes tételét:

P(B|A;)P(A;) B 0,985 - 0,0001
(B|A1)P(A1) + P(B]A3)P(As) — 0,985 -0,0001 + 0,01 - 0, 9999

P(A1B) = 5 ~ 0,00975;

tehat kevesebb, mint 1 %!



1.3. Gyakorl6 feladatok

1.8. Feladat. Egy medencét eqy hideg- €s eqy melequizes csapon keresztiil lehet feltélteni. A H esemény
jelentse azt, hogy a hideguizes csapon keresztil folyik a viz, az M pedig azt, hogy a melegvizes csapon
keresztiil. Irjuk le miveletekkel, melyik az az esemény, amikor (a) csak a hideguizes csapon keresztiil
folyik a viz; (b) egyik csapon keresztil sem folyik viz; (c) pontosan egy csapon keresztil folyik a viz; (d)
legaldbb az egyik csap el van zdrva. (Esetenként tobb ekvivalens alak is lehetséges.)

1.9. Feladat. Tekintsik a 4. dbra dramkérét. A kapcsolokat egymdstol fiiggetlendil 0,8 valdszintséggel
zdrjuk. Milyen valdszinidséggel van zdrva az dramkéor?

oo

oo

o o—o 0—

R

4. abra. Az 1.9. feladathoz

1.10. Feladat. Feldobunk 3 szabdlyos érmét: eqy 20, egy 50 és eqy 100 Ft-ost. Tekintsiik a kévetkezd
eseményeket:

A = { A 20 Ft-os Fej oldalra esik. } B = { Az eredmények kizitt pontosan ketté Irds. }

C ={ A 100 Ft-os és az 50 Ft-os érme azonos oldaldra esik. }

(a) P(A) =7 (b) P(A|B) =? (¢) Fiiggetlen-e egymdstdl az A és a C esemény?

1.11. Feladat. 32 lapos magyar kdrtydbol hizunk két lapot.
(a) Feltéve, hogy a két lap egyike sem piros, mi a valdszintdsége, hogy szerepel kéztik a tok dsz?

(b) Fiiggetlenek-¢ az aldbbi események? Indokoljuk a vdlaszt!
A = {A két lap kozitt szerepel piros.} B = {A két lap kézitt szerepel a tok dsz.}

1.12. Feladat. 5 napos szabadsdigunk alatt a hitdszekrény akkor és csak akkor midkodik, ha az A és B
akkumuldtorok kozil legaldbb az egyik be van kapcsolva. Az A akkumuldtor a szabadsdg kezdetétdl folya-
matosan mikddik, majd a 3. napon 0 és 12 dra kézdtt véletlen idépontban kikapcsol. A B akkumuldtor
ugyanebben az iddintervallumban véletlen iddpontban bekapcsol, és hazatértinkig folyamatosan mikodik.
A hitében tarolt his akkor és csak akkor romlik meg, ha legaldbb 6 drdig nincs hités. Mi a valdszinisége,
hogy hazatérve romlott hist taldlunk a hitében?

1.13. Feladat. Zabhegyezéstanbol — mint minden tdrgybdl — a puskdzds csak rontja a vizsgdzok esélyeit:
akik csalnak, 30 % eséllyel mennek dt a vizsgdn, a becsiiletesek 60 % eséllyel sikeresek. Ennek ellenére a
vizsgdzoknak pontosan a fele puskdzik. Kukutyin Kdzmérrdl csak annyit tudunk, hogy dtment a vizsgdn.
Mi a valdszinisége, hogy puskdzott?
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2. Valészintiségi valtozok

2.1. Elméleti 6sszefoglalo
2.1.1. Valészintiségi valtozok.

Mérndoki bevezets a valoszintiségi valtozo fogalmahoz. A véletlen fogalmanak mérnoki megfogal-
mazasakor példaként hasznaltuk azt az idépontot, amikor egy villamos beérkezik egy megalloba. A koz-
vetlen megfigyelés alapjan azt a kovetkeztetést vontuk le, hogy ezt az id6pontot a véletlen és a menetrend
egylittesen hatarozzak meg. A mérnoki gyakorlat sok ilyen tipusi valtozot ismer: példaul egy szerkezeti
anyag szakitoszilardsaga azonos gyartastechnologia mellett is ingadozik, szigort mindségbiztositasi fel-
tételek mellett elGallitott termék élettartama is valtozik, azonos koriilmények koézott végrehajtott mérés
eredménye is esetrdl esetre kiillonbo6z6 lehet. Az olyan valtozokat, ahol a valtozo értékét a figyelembe
vett koriilmények nem hatarozzak meg egyértelmiien, valoszintiségi valtozoknak nevezziik. A korabban
felsorolt valtozok egy intervallumon beliil barmilyen értéket felvehetnek, ezeket folytonos valdszintiségi
valtozoknak hivjuk. De a miiszaki gyakorlatban gyakoriak az olyan valészintiségi véaltozok is, amelyek
csak diszkrét értékeket vesznek fel. Egy miihelyben egy adott idGszak alatt meghibasodd gépek szama,
egy szallitasi tételben a selejtes darabok szama, egy telefonkézpontba percenként befut6é hivasok szama,
egy weblapot idGegység alatt felkeresGk szama, stb. ilyen diszkrét valtozé. Ahhoz, hogy a véletlensze-
rien ingadoz6 valdszintiségi valtozokbol a mérndki gyakorlatban hasznalhaté kovetkeztetéseket tudjunk
levonni, mas modszereket kell hasznalnunk, mint a determinisztikus valtozok esetén. Ehhez sziikséges
megismerniink az eloszlas- és stirtiségfiiggvény, tovabba a varhato érték és a szoras fogalmat.

Mérndki bevezets az eloszlasfiiggvény fogalmahoz. Vegyiink egy L hosszisagi, homogén, prizma-
tikus rudat, és a két végére hato huzoerdvel szakitsuk el. Most ne foglalkozzunk a befogas kérnyezetében
torvényszertien felléps fesziiltségtorzulasokkal, és tekintsiik tgy, hogy a rdad minden keresztmetszete
ugyanolyan feszliltségi allapotban van. A tett feltételek miatt minden keresztmetszet egyformén ve-
szélyes, igy a szakadas helye véletlenszerd. A rad egyik végpontjatol mérjiik meg a szakadas helyét,
legyen ez a & jeld, tavolsdg mértékegységi valoszintiségi valtozo. Hajtsunk végre n szakitasi kisérletet,
a szakadési helyek sorozata: £1,&s,...&,. Rajzoljuk meg a kévetkez§ grafikont: az x fiiggetlen valtozot
mérjiik a rad hossztengelyének iranyaban: 0 < x < L. Rogzitsiink egy tetsz6leges x értéket, és szamoljuk
Ossze, hogy héany rad szakadt el a [0,z) intervallumban (vagyis az x-t6l "balra"), jelolje ezt a szamot
k;. Minden z fiiggetlen valtozohoz mérjiik fel a k,/n relativ gyakorisdgot. Nyilvan, hogy ha = < 0,
akkor k,/n =0, ha x > L, akkor k,/n = 1. Egy adott méréssorozat ismeretében megrajzolhatjuk ezt az
abrat (lasd a 5. abrat), amely nyilvanvaloan lépcss fliggvény lesz, minden szakadasi helyen 4thaladva
k. értéke ugrik. Feltételezhetjiik, hogy ha a mérések szama novekszik, akkor a lépcsés fiiggvény egy
folytonos fiiggvény felé tart. Ha n — oo akkor k, /n kozeliti a p, valoszintiséget: annak az eseménynek
a valoszintségét, hogy a szakadas helye kisebb, mint z, ezt gy jeloljiik, hogy P(§ < z). Az elSbbiek
alapjan nyilvanvalo, hogy ez az érték a-t6l fiigg, tehat P(§ < x) = F(x). Ezt az F(x) fliggvényt hivjuk
eloszlasfliggvénynek. Az eloszlasfiiggvény fontos tulajdonsaga, hogy ismeretében meg tudjuk mondani
egy adott [a,b] intervallumba esés valoészintségét: Pa < € <b) = F(b) — F(a).

Meérnoki bevezetd a sirtiségfiiggvény fogalmahoz Az eloszlasfiiggvény grafikonja nem nyujt szem-
léletes képet a valoszintiségi valtozo "eloszlasarol": példaul ranézésre nem konnyd megallapitani, hogy
azonos hosszisagi intervallumok koziil, melyik intervallumba esik nagyobb valészintiséggel a valtozo.
Szemléletesebb képet kapunk, ha strtségfiiggvényt szerkesztiink az alabbi moédon. Egy megfigyelés-
sorozat végén rendelkezésiinkre all a &1,&,, ... &, szamsorozat, mint a & valoszintiségi valtozoé megvalo-
sult értekei (példaul a rudszakadas helyei). Nevezziik ezt a szamsorozatot mintanak. A legkisebb és
a legnagyobb mintaelemmel hatarolt intervallumot osszuk fel Axy, Axs,..., Axg részintervallumokra.
Szamoljuk meg, hogy a &1,&s,...&, elemekbdl hany darab esik az els6, a masodik, stb. a K-adik ré-
szintervallumba. Ezeket a szamokat, az egyes a részintervallumokba esés gyakorisdgait, a tovibbiakban
V1, Vs, ... Vg -val jeloljiik. Rajzoljunk a részintervallumok f6lé olyan lépcsés fiiggvényt, hogy minden
részintervallum feletti teriilet legyen egyenls a részintervallumba esés relativ gyakorisagaval (lasd a 6.
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5. abra. Az eloszlasfliiggvény szemléletes szarmaztatasa

abrat). Egy-egy teriilet nagysaga v;/n, a Ax; alaphossz f6lé igy v;/(nAx;) magassagi 1épcsét kell
rajzolnunk. Az igy kapott lépcsds fliggvényt nevezziik tapasztalati strtségfiiggvénynek, jele f,(z). Ha
mintaelemek szaméat noveljiik és a Ax részintervallumok hosszat csokkentjiik, akkor a lépcsés fliggvény
egy folytonos fiiggvényt kozelit. Nevezziik ezt a fliggvényt strtiségfiiggvénynek. Ez a fiiggvény olyan
tulajdonsagu, hogy [a,b] intervallum feletti integralja egyenls az intervallumba esés valoszintiségével.
Ezt Gsszevetve az eloszlasfiiggvény definicidjaval, lathatjuk, hogy a stirtiségfiiggvény az eloszlasfiiggvény
derivaltfiiggvénye. El6nye, hogy szemléletes képet ad a valoszintiségi valtozo eloszlasarol: ha egyenls
hosszisagu részintervallumokra osztjuk fel a valoszintiségi valtozo értékkészletét, akkor a valtozo abba
az intervallumba esik nagyobb valoszintiséggel, amely feletti teriilet nagyobb.

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0 ) 1 0 1 2

6. dbra. A striségfiiggvény szemléletes szarmaztatésa

Matematikai értelemben valoszintiségi valtozoknak hivjuk az X : Q — R (mérhet6) fiiggvényeket.
A gyakorlatban ez véletlen szdmot jelent. Természettudomanyos vagy miiszaki hattérrel pedig gy is
gondolhatunk ra, mint egy mérési eredményre — egy mennyiségre, aminek az értéke fiigg a kisérlet
kimenetelétol, és igy a véletlentdl. A valoszintségi valtozokat altalaban latin nagybettikkel (XY, Z,...)
vagy gorog kisbetiikkel (£,7,(,...) szoktuk jelolni.

Az eloszlasfiiggvény egy minden valoszintségi valtozora értelmezhets, azt jol jellemzs F : R — R
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fliggvény, melyet a kévetkez6képp definialunk:
F(z)(= Fe(x)) == P({ < 2), Vr € R,

ahol £ a szoban forgo valoszintiségi valtozo. Fontos latni a £ és az x kozti kiilonbséget: £ egy véletlen
szam, z pedig egy (tetszGleges modon) rogzitett, véletlentsl nem fiiggs érték. Az eloszlasfiiggvény alabbi
tulajdonsagai intuici6 alapjan konnyen végiggondolhatoak:

(F1) 0< F(z) <1, Vz € R;
(F2) F(x) monoton névs fiiggvény: Vo < xzo: F(x1) < F(x2);
(F3) lim F(z) =0, lirf F(z)=1;

(F4) F(x) balrol folytonos: lim OF(QJ) = F(a), YaeR.

2.1. Megjegyzés. Bizonyithatd az is, hogy minden (F1)-(F4) tulajdonsdgokkal rendelkezé F : R — R
figgvényhez taldlhaté valdszindségi vdltozd, amelynek F(x) eloszldsfiggvénye. Tehdt ezek a tulajdonsdgok
pontosan karakterizdljak az eloszldsfiigguényeket.

Az eloszlasfiiggvény jelentGsége, hogy segitségével megfogalmazhatok a valoszintiségi valtozora vonatkozo
kijelentések, példaul annak valoszintisége, hogy & egy adott intervallumba essen:

P(a <& <b) = F¢(b) — Fe(a), Va < b.

Diszkrét valoszintiségi valtozo olyan véletlen mennyiség, amely csak véges vagy megszamlalhatéan
végtelen sok kiilonbozé értéket vehet fel. Legyenek ezek az értékek rendre az z1,xs,... valds szamok.
Diszkrét valoszintiségi valtozo fontos jellemz&je a valdszintdség-eloszlds:

pr =P =ug), k=1,2,...
melynek alaptulajdonsigai:

(pl) 0<pp <1, k=1,2,...;

o0 n
(p2) pr = 1 (véges sok — n —kiilonb6z6 érték esetén persze > pp = 1).

i=1 i=1

Diszkrét valoszintségi valtozo F : R — R eloszlasfiiggvénye lépesés fiiggvény: azaz F(x) a véges (vagy

megszamlalhatd végtelen sok) xy értéktdl eltekintve konstans, az xj pontokban pp nagysiga pozitiv
ugrasai vannak, és persze a fenti (F4) értelmében itt is balrol folytonos.
Abszolut folytonos valoszintiségi valtozoé esetén ezzel szemben nemcsak hogy F'(z) folytonos Va € R-
re, hanem (esetleg néhany kivételes ponttol eltekintve) differencialhato is. Pontosabban, létezik egy
f R — R fiiggvény, a valdszintiségi valtozo sdridségfiiggvénye, hogy:

F(x):/f(t)dt; Vo € R.

A stirtiségfiiggvény ugyanazt a szerepet tolti be abszolat folytonos esetben, mint a valoszintiség-eloszlas
diszkrét esetben. Alaptulajdonsagai:

(1) 0< f(a), Vo € R:
o0
(f2) [ f(z)dx =1.
— 00
2.2. Megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy vannak olyan valdszindségi vdltozok, amelyek se nem
diszkrétek, se nem abszolut folytonosak. Ez nem csupdn matematikai absztrakcid, ilyen véletlen mennyi-

ségek eldfordulnak a természettudomdnyos és a miszaki alkalmazdsokban is — szoros kapcsolatuk van
példaul a fraktalokkal — tdargyaldsuk azonban meghaladja ennek az dsszefoglalonak a kereteit.
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2.1.2. Varhato érték, szoras.

Mérnoki bevezetd a varhato érték fogalmahoz. Amint a pontos matematikai megfogalmazasbol
kideriilt, egy valoszintiségi valtozé minden jellemz&je kiszamithato az eloszlasfiiggvénybdl (vagy a si-
riiségfiiggvénybdl). Sajnos e két fliggvény megismerése, vagy statisztikai adatokbol valo becslése sok
kisérletet és (az eloszlasra vonatkozo) ellendrizend§ feltevést kivan. Szamos esetben meg kell elégedniink
ennél kevesebb informaciéval. Bizonyos esetekben elegendd, ha meg tudjuk mondani, hogy mely érték
koriil ingadozik véletlenszertien a szoban forgd valtozo, és tudunk értéket mondani az ingadozas mérté-
kére. Az ingadozas kozepeként természetes modon a megfigyelt értékek atlagat szokés tekinteni. Az itt
koévetkez6 mérnoki gondolatmenet megmutatja, hogy hogyan juthatunk el az atlagtol a varhato érték
fogalmahoz.

A siirtiségfiiggvény bevezet§jében mondottakhoz hasonldéan, mondjuk, hogy rendelkezésiinkre all a
&1,&, ... &, szamsorozat (minta). Ennek szamtani atlaga:

1 n
ga = ﬁzzzlgz

Egy Ax; intervallumba es6é mintaelemek Osszegét kozelitéleg tgy is kiszamithatjuk, hogy az inter-
vallum x; kozépértékét szorozzuk az intervallumba esé mintaelemek v; szdméaval. Ezeket a szorzatokat
Osszegezziik az Osszes intervallumra, igy a mintaelemek Osszegének kozelitését kapjuk.

1 n 1 K K U K
fa = E Zfl ~ E ZVJ‘JJ]‘ = Z&%ﬁAZ‘] = ijfn(x])ij
i=1 j=1 j=1 J j=1

A tortet bovitjikk Az;-vel, az Gsszefliggésben felismerhets az f,(x) tapasztalati strtsegfiiggvény. A
kapott Gsszefliggés egy improprius integral kozelit Gsszege, ezt az integralt hivjuk a valdszintiségi valtozo
varhato értékének. A varhato érték ebben a megfogalmazasban az atlag altalanositésa, fizikai szempont-
boél ugyanolyan jellegli mennyiség, mint maga a valoszintiségi valtozo, ugyanazzal a mértékegységgel.
Ertéke egy adott valoszintségi valtozora allando, nem fiigg a véletlentsl.

Mérndki bevezets a szoras fogalmahoz. A valoszintiségi valtozo ingadozasat a pillanatnyi érték és
a varhato érték kiillonbsége mutatja. Ez is véletlen mennyiség, kérdés, hogy hogyan tudjuk ezt egyetlen
szammal jellemezni. Kézenfekvs, hogy vegyiik e kiilonbség varhato értékét. Belathatd, hogy ez minden
valtozora zérus (a pozitiv és negativ kiilonbségek "kiegyenlitik" egymast), ezért ez nem jo jellemzs. Ha
a kiilonbség négyzetét, vagy abszolut értékét vessziik, akkor a varhato érték pozitiv lesz. A gyakorlatban
a négyzet mutatkozott hasznosabbnak, ezért a valoszintiségi valtozd ingadozasat az atlagos négyzetes
eltéréssel jellemezziik: vessziik a valtozo és a varhatod érték kiilonbségét, ezt négyzetre emeljiik, és en-
nek vessziik a varhato értékét. Ezt a mennyiséget nevezziik a valdszintiségi valtozo szorasnégyzetének,
és pozitiv négyzetgyokét szorasnak. A varhato értéknél tett megallapitasaink a szorasra is vonatkoz-
nak: adott valoszintiségi valtozo szorasa allando, nem fiigg a véletlentsl, mértékegysége megegyezik a
valoszintiségi valtozo mértékegységével. Megfigyelési értékekbdl (mintabol) becsiilhetd a szoras értéke, a
becslést tapasztalati szorasnak hivjuk. Ismerjiik a &1,&o, ... &, szamsorozatot, ennek atlaga &,, ezekbdl
az adatokbol az 52 tapasztalati szorasnégyzet igy szamithato:

s¢ = %Z(fz — &)
i=1

A varhat6 érték és a szoras valoszintségi valtozok tovabbi fontos jellemzdi, szokasos jelolésiik EE
(expectation) illetve D¢ (deviation). Gépészmérnokként hasznos analogia lehet: ha egy diszkrét, illetve
folytonos eloszlasra, mint egydimenzioés pontrendszerre, illetve folytonos inhomogén siirtiségti anyagra
gondolunk, akkor a varhato érték a stlypontnak, a szorasnégyzet pedig a (stlypontra vonatkoztatott)
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tehetetlenségi nyomatéknak felel meg. Masképp szélva, a varhato érték az eloszlas "kozepét", a szoras
annak "szétkentségét" jellemzi. Szédmolasuk:

diszkrét folytonos
varhato érték, F¢ S zrpk J zf(z)dz
k=1 — 00
oo [ee]
szorasnégyzet, D*¢ | Y (zp — E&)?py, | [ (z — EE)? f(x) dx
k=1 —00

Definialhatjuk a & valoszintiségi valtozotol (determinisztikusan) fiiggs t(£) mennyiség varhato értékeét is,

Et(&)) = X t(xk)pk illetve [ t(x)f(z)dz alapjan. A szorasnégyzetre konnyen adodik a D*¢ = EE? —
k=1 —o0
(E€)? hasznos alternativ képlet (vessiik ssze a Steiner tétellel!). Végiil pedig a szoras: DE = \/D2E.

2.3. Megjegyzés. Amennyiben az E¢-t, illetve D2¢-t definidlo végtelen sor/improprius integrdl nem
abszolut konvergens, azt mondjuk, a vdrhato érték, illetve a szords nem létezik.

2.1.3. Egyiittes eloszlasok.

Mérndki bevezetd a korrelacids egyiitthaté fogalmahoz. A mérndki gyakorlatban ritkan fordul
els, hogy egyetlen valtozot figyeliink meg, gyakran a valtozok kozotti kapcesolatot vizsgaljuk: egyszerre
figyeliink meg tobb valtozot. Egyes esetekben a vizsgalt jelenség fizikai hattere nyilvanvalova teszi, hogy
a megfigyelt valtozok kozott kapcsolat van: példaul a gépkocsira hato légellenallas fiigg a gépkocsi hala-
dasi sebességétsl. Mas esetekben a kérdés éppen a kapcsolat 1étezése: egy 6tvoz6 anyag mennyiségének
valtozasa maga utan vonja-e az acél szilardsagi tulajdonsagainak valtozasat, vagy egyetemi hallgatoknal
Osszefligg-e a felvételi pontszam és a késGbbi félévek gorgetett atlaga. Ilyen tipust kérdés eldontéséhez
készitsiink megfigyeléssorozatot, amelynek végén rendelkezésiinkre all az Gsszetartozo valtozo-parokbol
alkotott minta: (&1,m1), (€2,12), .-+, (§ns Mn). Szamitsuk ki mindkét valtozo (£,,7,) atlagat, és megfigye-
léseinket abrazoljuk olyan grafikonban, ahol a tengelyekre a valtozok atlagtol valo eltérését rakjuk fel
(lasd 7. abra). Minden abrazolt pontra szamitsuk ki rendezdk ¢; szorzatat:

Ci = (fa - fi)(na - 771')-

Ez a szorzat az els6 és a harmadik siknegyedben porzitiv, a masik két siknegyedben negativ. Ossze-
gezziik ezeket a szorzatokat minden pontra.

n
C, = Z(ga = &) (M — mi)-

i=1
Ha a pontok az els6 és a harmadik negyedben helyezkednek el, akkor C} > 0, ha a masik két
negyedben, akkor C} < 0. Ha pedig a pontok rendezetleniil helyezkednek el az egész sikon, akkor
C} =~ 0 (lasd 8. abra). Vagyis C}: értéke informéaciot tartalmaz a pontok elhelyezkedésére vonatkozoan.
C? nagysaga fiigg attol, hogy hany pontra végeztiik az Osszegzést, és mennyi a valtozok szorasa. Az
Osszehasonlithatésag érdekében szokés C értékét a pontok szamaval és a két valtozo szérasival normalni.

3

(ga - gi)(na - 771')

S¢Sn
Az eredményiil kapott mennyiség a tapasztalati korrelacios egyiitthato, altalanositasa pedig a korre-
lacios egytitthato.

3=

i=1
Cp=—
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Ha a (&, 7) véletlen mennyiségeket egyszerre szeretnénk vizsgalni, a két valoszintiségi valtozé k6z6s el-
oszlasat kell tekinteniink. Itt is megkiilonboztethetiink diszkrét és abszolut folytonos eseteket. Diszkrét
esetben ¢ illetve n lehetséges értékei az x1,xs,... illetve y1,ys,... szdmok, az egyiittes valdsziniségel-
oszlds, p; ; = P(§ = x;,m = y;) értékeit sokszor tablazatba Osszefoglalva adjuk meg. Abszolat folytonos
esetben az f : R? — R ké20s stiriségfiiggvény jellemzi a kozds eloszlast, segitségével (mérhets) T C R?
tartoményokra megadhaté annak valoszintisége, hogy a (£,7) véletlen szampéar a T halmazba essen:

P((¢,n) = [[; f(z,y)dzdy. Ha csak 6nmagaban & (vagy 7) viselkedésére vagyunk kivancsiak,
a peremeloszlasokat kell tekintentink, ha pedig valamilyen, a (£,7n) partél (determinisztikusan) fiiggs
t(§,n) mennyiség varhato értéke érdekes, értelemszeri szummazasokat/integralasokat kell elvégezniink.
A koz0s eloszlas/strtségliiggvény alaptulajdonsigai mellett ezeket a képleteket foglalja Gssze az alabbi
tablazat:

diszkrét folytonos
pij 2 0.2 piy=1 | fle.y) 20, [] f(z.y) dedy =1
peremelc;jszlésok: peremsﬁrﬁség—fﬁggvények:
pi =p€ =) = Zpu fe(x f f(a,y) dy
()—p(n—yg)=§i3pi,j faly ffwydx
E(t(&,n) = izj:t(xi,yj)pi,j n{! t(x,y)f(x,y) dady

Amennyiben csak £-t6] (vagy n-t6l) fliggs mennyiségeket, kijelentéseket akarunk vizsgélni, szamolhatunk
a peremeloszlasok alapjan, igy pl. pusztan a peremeloszlasokbol meghatarozhatoak az EE (En) varhato
értekek és a DE (Dn) szorasok. Altalaban a kozos eloszlas lényegesen t6bb informéciot hordoz, mint a

peremeloszlasok; fontos specialis eset azonban a kovetkezd: ha p; ; = pgl) § ) minden 1,7 péarra, illetve

f(z,y) = fe(x)f,(y) minden (x,y) € R? pontra, akkor azt mondjuk, ¢ és n fiiggetlenek. Konnyen
ellendrizhets, hogy fliggetlenség estén tetszdleges a < ¢ és b < d szampérokra az A = {a < § < ¢} és a
B = {b < n < d} események fliggetlenek.

Kiilénb6z6 mennyiségek varhato értékének, szérdsanak szamitasakor hasznos, konnyen ellendrizhetd
Osszefiliggések:

e E(£+n) = E¢+ En tetszbleges (£,n) valoszintiségi valtozokra;

e Ha ¢ és 7 fiiggetlenek, akkor D?(& + 1) = D?¢ + D?n;

e Ha ¢ és n fiiggetlenek, akkor E(&n) = E¢ - En.

Az utobbi Osszefliggés motivalja a kovariancia fogalmat tetszGleges valoszintiségi valtozok esetén:

C(&n) = E(n) — ES - En.

K

i — TNa

PY f ° [ ]
\

gi _ga

7. abra. Negativ korrelacio
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i — Ta

Ei _ga

8. abra. Nincs korrelacio

Amennyiben C(&,n) = 0, azt mondjuk, £ és n korreldlatlanok. A fentiek alapjan: ha £ és n fiiggetlenek,
akkor korreldlatlanok. Ennek megforditdsa azonban nem igaz: altalaban a korrelalatlansdgbol nem
kovetkezik a fiiggetlenség. C(&,7) # 0 azt jelenti, hogy £ és n kapcsolatdban van valamilyen tendencia:
ha C(&,m) > 0, "¢ novelésével 7 is néni szeret", ha C(£,n) < 0, "¢ novelésével i csokkenni szeret".

A |C(&,n)| < D(§)-D(n) egyenlétlenség mindig teljesiil (megjegyezhetjiik, ha felirjuk az E§ = Enp =0
specialis esetben, ilyenkor latszik konnyen, hogy a linearis algebrabol és a fiiggvényterek elméletébdl jol
ismert Cauchy-Schwartz egyenl6tlenségrol van sz6). Ez motivalja a korreldcids egyiitthaté bevezetését:

C
Ren) = 5 meyie R <1
Egyszert szamolassal ellendrizhets, hogy amennyiben & és n pontosan linearis kapcsolatban &llnak,
|R(E,m)| = 1, vagyis a korrelacio abszolit értéke a lehetd legnagyobb.

2.2. Kidolgozott példak

2.1. Kidolgozott Feladat. Bemegyek a kaszindba, és elkezdem a rulettpérgetéseket figyelni.' Addig
maradok, amig elsd alkalommal fekete nem lesz a porgetés eredménye.

(a) Mi a valdszindisége, hogy pontosan 5 pérgetést fogok megfigyelni?
(b) Mi a valdszinisége, hogy pdros sok porgetést fogok megfigyelni?
(¢c) Mi a megfigyelt pirgetések vdrhatd szama?

Megoldas. Vezessiik be a £ valoszintiségi valtozot, amelynek értéke a sziikséges porgetések szama. Ez
a diszkrét valoszintiségi valtozo tetszéleges pozitiv egész értéket felvehet. £ valdszintiség-eloszlasahoz a
{¢€ = k} esemény valoszintiségét kell meghatéarozni (k € Z1); ez pontosan akkor kovetkezik be, ha k — 1
nem fekete porgetést egy fekete porgetés kovet. A rulettkeréken 37 mezd van, ezek koziil 18 piros, 18

fekete és egy zold (a nulla). Tehat minden egyes porgetésre a fekete eredmény valoszintsége (p :)1—?,

annak valoszintsége, hogy az eredmény nem fekete, (¢ = 1 —p :)%. Itt a p és a ¢ paramétereket
az egyszeriibb leirdsmod, illetve az altalanosithatosag kedvéért vezettitk be. Mivel az egyes porgetések

fliggetlennek tekinthetsk, adodik:

k—1
m=re=n=0"=(3) )

(a) A feladat kérdése éppen ps, amit (2) alapjan konnyen szamolhatunk:

ps = (19/37)*18/37 ~ 0, 034.

I Tekintsiink egy idealizalt kaszinét: tegyiik fel, hogy a rulettkeréken szerepls 37 szammezé barmelyikébe ugyanakkora
eséllyel keriilhet a rulettgoly6, minden egyes porgetésre.
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(b)

Ismét (2) alapjan szamolhatunk:

118 19/37
1—q2 371— (18/37)2

P(¢ paros) =po+ps+ps+ - =qp+p+¢°p+-=qp ~0,327.

Felhasznaltuk a mértani sor dsszegképletét is.

A kérdés a (2) eloszlas varhato értéke, tehat

EE= kpr=> kpg" ' =p) k¢* .
k=1 k=1 k=1

Ennek az dsszegnek a kiszamolésahoz tekintsiik a

o0 1
= k = —
9(q) = 321 =1

fliggvényt. Mivel g < 1, ez a mértani sor konvergens, a tagonkénti derivalassal kapott sor is konver-
gens, és éppen a ¢'(q) derivaltfiiggvényt allitja els. Ebbol:

> kit =4g'(q) = ( !
k=1

1—q)2
Osszefoglalva tehat az eddigieket:
p 1 37
FE€ = ! :7:*:7%2,056
£ =pg'(q) 0—gf p 18
Ennek a kérdésnek a megvalaszolasahoz kiilonosen érdemes volt a feladatot a p parméterrel altala-
nositani.

2.2. Kidolgozott Feladat. Koér alaki, 10 cm dtmérdyi tabldba pontszerd lovedék csapodik, a becsapddds
helye egyenletes eloszldstu a tablan. Jeldljiik &-vel a becsapddds helyének tavolsdgdt a tabla kdzéppontjatol.

(a)
(b)
(c)

Adjuk meg & eloszlasfigguényét!
Szdmoljuk ki a P(2 < £ < T) valdsziniiséget!
B¢ =7¢

Megoldas.

(a)

F¢(x) meghatarozasahoz (a tovabbiakban az also & indexet elhagyjuk) elsd 1épésként megallapithat-
juk, hogy F'(0) = P(§ < 0) = 0, hiszen tavolsag csak pozitiv értékd lehet, valamint F(10) = P(§ <
10) = 1, hiszen a tablat a l6vedék biztosan eltalalja. F'(z) alaptulajdonsigai miatt adodik:

0 hax<O,
F(z)=<? ha0<z<10,
1 haz > 10;

ahol mar csak a kozépsS agat kell meghatarozni. A P(§ < ) esemény valoszintiségére van sziikség
(0 < z < 10), és mivel a becsapodas helye egyenletes eloszlasti, geometriai valoszintségi feladatrol
van sz0. A teljes teriilet egy 10 cm sugart korlap, a kedvezs teriilet egy x cm sugara korlap. Tehat:
2 2
o x

@) =17 =100 " <Ts

Az igy adodo eloszlasfiiggvényt a 9. abra szemlélteti.
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9. abra. A 2.2. kidolgozott feladathoz.

(b) Az eloszlasfiiggvény alapjan konnyen szamolhato:

49 -4
100

PR<&é<T)=PR2<E<T)=F(T) - F(2) = =0,45.

Kihasznaltuk azt is, hogy folytonos eloszlasrol van sz6, P(§ = 2) valoszintsége 0.

(c) A varhato érték szamolasahoz sziikség lesz a strtiségfliggvényre:

0 ha z <0,
flz)=F'(r)=1% ha0<az <10,
0 ha x > 10;
ebbdl:
[ele) 10 - x3 10
Et = — (et ar=|E] —20/3~ .
£ /xf(ac)dx /a:5odx {150}0 0/3 =~ 6,667
—o00 0

2.3. Kidolgozott Feladat. Legyen a £ valdszintségi valtozo striségfiiggvénye

m% ha z > 1,
0 egyébként.

(a) A=7?

(b) P(10 < §) =7

(¢) Szamoljuk ki & vdrhatd értékét és szordsdt.
Megoldas.

(a) Az A paraméter meghatéarozasahoz ki kell hasznalnunk, hogy f(z) strtiségfiiggvény, és igy:

%) o T
A , A . [-A]"
1= /f(l‘)dm:/gdx: lim Fclgz:: lim {3:53] = A/3,

T—o0 T—o00 1
1

tehat A = 3.

(b) Abszolut folytonos eloszlas esetén, kihasznalva az eloszlasfiiggvény és a stirtiségfiiggvény kozti kap-
csolatot:

[es) T 3 1 T
P(10<£):1—F(10):/f(x)dzlegnoo/ﬁdxzjlgio [:UBLO:O,OOI.
io io
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10. abra. A 2.4. kidolgozott feladathoz.

(c) A definiciok alapjan:

oo T

T
. 3 . -3 3
Efz/xf(x)dngﬂo/ﬁdm:%&[w}l:23
AR 1
00 T
B¢ = 22 f(x)dr = lim idm: lim =3 T:3-
T—o00 .’L‘2 T—00 x 1 ’
o 1

D*(§) = BE — (BE)? =3—(3/2)?=0,75;, =  D(£) = /D2(£) =~ 0,866.

2.4. Kidolgozott Feladat. A (£,7) valdszinidségi vdltozé-pdr egyenletes eloszldsi a D C R? sikbeli
tartomdnyon, ha az egyiittes strdségfigguvény:

) const. = 1D ha (z,y) € D,
f(x7y){0 K ha ({L’/y)%D

Itt tp a D tartomdny teriilete, ezzel a vdlasztdssal érjiik el, hogy ffR2 f(z,y)dedy = 1. Szamoljuk ki a
peremsuriség-fiigguényeket, a kovariancidt, a korreldcids egyiitthatdt, és ezek alapjdin dontsiik el, £ ésn
fiiggetlenek, illetve korreldlatlanok-e, ha

(a) D a (0,0), (1,0), (1,1), (0,1) csidcsponti négyzet;
(b) D a(0,0), (4,0), (0,1) csicsponti hdromszag.

A két esetet a 10. abra szemlélteti.
Megoldas.
(a) A fenti képlet alapjan

1 ha0<z<1és0<y<1,
fz,y) = .y
0 egyébként.

Igy a peremsiirtség-fiiggvények:

- 0 ha z <0,
1
few) = [ fegyay={ [1dy=1 mo<s<t,
0
o 0 ha z > 1.
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0 ha y < 0,
1
:/f(l“,y)dzzz: Jldzr=1 haO0<y<lI,
0
0

ha y > 1.

Kénnyen ellendrizhetd, hogy f(z,y) = fe(z) - f,(y) minden (z,y) € R? esetén, és igy & és n fiigget-
lenek. Igy £ és n korrelalatlanok is, tehat C(&,n) = 0 és R(£,n) = 0.

(b) Ezuattal
fony) = 1/2 ha0<ax<4é0<y<1-—x/4,
0 egyébként.

Igy a peremsiiriiség-fiiggvények:

0 ha z <0,
7 1—xz/4
fs(x)=/f(w7y)dy= [ 1/2dy=1/2—2z/8 ha0<uz<4,
0
o 0 ha z > 4.
- 0 ha y <0,
4—4y
W= [ fepde={"T" 12w =2-2 mosys<1
0
0 ha y > 1.

Mivel példaul f(3,1/2) =0 de fe(3) =1/8 és f,(1/2) = 1, £ és 1 nem fiiggetlenek.

A kovariancia szamolésahoz:

1-z/4

E(¢n) = //Rz:vyfxyd:rdy j/x;/dydxjwczx
0 0 0

1

4¢3
= /41&2 — At dt = [3 —t‘ﬂ =1/3;

0
0

0o 4
E¢= [ afe(x)de= [ 2(1/2 —2/8)dx = [x2/4—x3/24}4 =4/3;
Jre=] °
00 1 , 2y3 1
En= [ yfyy)dy= [ y(2-2y)de= |y — ——| =1/3;
v o e[|

és ezekbdol adodik:
C(&n) =E(n) — EEEn=1/3-4/9=-1/9.

A korrelacios egylitthatohoz sziikségiink van a szorasokra is:
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11. abra. A 2.5. kidolgozott feladathoz.

B¢ = /:z:zfg(:z:) dx:/:cz(l/Q—x/S) de = [m3/6—x4/32]3 =8/3;
—o0 0

D*(¢) = BE — (E€)* =8/3 — (4/3)° =8/9; =  D(&) = /D*() ~ 0,943,

00 1 3 1
En® = /yfn(y)dy=/y2(2—2y)dw= [%—y“/?} = 1/6;
0
—00 0

D*(n) = Eif — (En)* =1/6 - (1/3)° =1/18; = D(&) = /D*(€) ~ 0,553,

Mindezek alapjan:

R(¢,n) =

c&mn) _  CE&n)
D)~ VDeDm

D(¢ a
2.5. Kidolgozott Feladat. Legyen a (£,7) valdszindségi vdltozé-pdr egyiittes sdrdségfigguénye:

A(z? + 42 ha |lz| <1 és <1,
Flary) = (=% +y°) I/I , [yl
0 egyébként.

Ahogyan azt a 11. dbra is szemlélteti, az eloszlds ezittal nem egyenletes, a négyzet sarkai felé névekszik

a striségfiggvény értéke.

(a) A=?
(b) Fiiggetlen-e € és n?

(¢) Korreldlatlan-e £ ésn?
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Megoldas.

(a) Ismét a strtségfiiggvény alaptulajdonsagat hasznaljuk fel:

1 1 1 Ay3 y=1
/ f(a:,y)dxdy://Agg +y dydx/[A;czerg} dx
R2
—-1-1 —1

y—
1
24 2423  24x1°7" 84
= 2A2 _— = _— =
JACEEE YRS ol S

-1

és igy A =3/8.

(b) A kérdés megvalaszolasahoz hatarozzuk meg a peremstirtiség-fiiggvényeket:

o 0 ha z < —1,
I 2
fe(@) = /f(fv,y)dy: [2@*+yY)dy=32-3 ha —1<z<1,
21
o 0 ha z > 1.
0 ha y < —1,
i 13 1 3y°
fn(y):/f(x,y)dz: [2@*+yH)de=5-23 ha —1<y<l,
1
e 0 ha y > 1.

& és n nem fiiggetlenek, mert példaul f(0,0) =0, de f¢(0) = f,(0) = 1/4.

(¢) Az alabbi integralok mindegyike 0, mert paratlan fliggvényt integralunk origora szimmetrikus inter-

vallumon:
11 3
E(&m) :// myf(ﬂc,y)d:vdy://gxy(sc2+y2)dydx:0;
R2
11

Eﬁi/zfg /1
1

— 00

x173z ) dx = 0;

=~ =

oo

En = /yfn(y) dy =

— 00

1
J9(1=3y%) dy = 0.

Le—ur__

Igy tehat C(&,n) = E(¢n) — (EE)(En) = 0, vagyis ¢ és n korrelalatlanok.

2.3. Gyakorlé feladatok

2.6. Feladat. Feldobunk két szabdlyos dobokockdt. Jeloljik &-vel a dobott szdmok Osszegét. Hatdrozzuk
meg a & valdsziniségi vdltozo varhatd értékét és szordsat!
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2.7. Feladat. A & folytonos valdsziniségi valtozo siriségfiigguénye:

Bsinz ha 0<z<Z,
- 2

egyébként.
(a) Mennyi B értéke? (b) Szamoljuk ki a P (0 < { < %) valdszindséget!
(¢c) Mennyi & vdrhato értéke? (d) Mennyi £ szdrdsa?

2.8. Feladat. A (&,n) diszkrét valdszindségi vdltozo—pdr kézos eloszldsdt az aldbbi tabldzat irja le.

[€=-1 £=0 ¢=1
0 0,1 p 0,2
1 P 0,3 2p

n
n
(a) p="* (b) Fiiggetlen—e & ésn? (¢) Szamoljuk ki az R(&,m) korreldcids egyiitthatdt!

2.9. Feladat. A (&,n) valdszindségi vdltozok egyiittes eloszldsdt az

B@*+y%) ha —1<z<1 é —1<y<l1,
f<$7y): o
0 egyébként.

kozos strdségfiigguény irja le.
(a) B=% (b) Szamoljuk ki a peremsiiriség-figguényeket! (c¢) Fiiggetlen-e £ és n?

2.10. Feladat. A (&,n) valdszindségi vdltozé-pdr egyenletes eloszldsi az origd kozéppontd, egqységnyi
sugard kérlapon.
(a) Hatdrozzuk meg a peremsiriség-figguényeket! (b) Szamoljuk ki a korreldcids egyiitthatot!

3. Nevezetes eloszlasok

3.1. Elméleti 6sszefoglalo

A természetben és a miszaki életben leginkabb el6fordulé valdszintiségi valtozok sokszor valamilyen
ismert, egy-két paraméterrel jellemezhets eloszlast kévetnek. Az alabbiakban néhany ilyen nevezetes
eloszlas tulajdonségait foglaljuk Gssze.

A diszkrét eloszlasok koziil csak a két legfontosabbat vizsgéljuk meg. Legyen n € ZT és p € (0,1)
rogzitve. A ¢ diszkrét valoszintségi valtozo (n,p) paraméterd binomialis eloszlast, ha lehetséges
értékei a k£ = 0,1...n szamok, valdszintiségeloszlasa pedig:

p$”=P@=m=<@ﬁﬂ—m“*’ (k=0,1...,m).

A binomialis eloszlas jelentése: elvégezziik n-szer ugyanazt a kisérletet, az egyes probalkozasaink
fliggetlenek. Minden egyes kisérletet sikeresnek tekintiink, ha az egy bizonyos eredménnyel végzddik.
Tegyiik fel, hogy az egyes kisérletek kiilon-kiilon p eséllyel adhatjak ezt az eredményt. £ jeloli a sikerek
szaméat: azt a (véletlentdl fiiggd) szamot, ahany alkalommal (az n fiiggetlen kisérletbdl) a kivant eredmény
adodott. Példaul: feldobunk 10-szer egy szabélyos dobokockat, £ jeldlje a hatos dobéasok szamat (n =
10,p = 1/6).

A binomiélis tétel alapjan ellendrizhetd, hogy valoban valdszintiség-eloszlast adtunk meg:

n " n n "o "
prc ’p)zz<k)p’“(1—p)( M=@p+1-p" =1
k=0

k=0
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A binomialis eloszlas varhato értéke:

" n " nn—1)...(n—k Ny -1\ el
Ef _ kali ,P) _ Z ( (k)_ 1)(' )pk(l_p)((n 1)—(k=1)) _ npz < j )pj(]__p)( 1-5) np.
k=0 :

k=1

=0

(Ez szemléletesen is érthets: a sikerek varhato szama a probalkozasok szamanak és az egyedi kisérletben
a siker valoszintiségének a szorzata.) Hasonlo szamolassal kaphatjuk meg a szorast: DE = /np(1 — p).

Legyen most A > 0 rogzitett: az n valoszintiségi valtozo \ paraméteri Poisson eloszlasi, ha értéke
tetszéleges k = 0,1,2,... természetes szam lehet, és valészintiségeloszlasa:

L

k!

A Poisson eloszlast a binomialis eloszlas hatareseteként is megkaphatjuk, amennyiben n — oo, p —
0, agy, hogy np — A. (Belathato, hogy ekkor tetszsleges rogzitett k-ra p,gn’p ) pfj‘).) Szavakban
kifejezve a Poisson eloszlast valdszintiségi valtozoé jelentése: nagyon sok, egymastol fiiggetlen, kiilon-kiilon
nagyon kis valoszintiségti eseménybdl ahany bekovetkezik. Ilyen véletlen mennyiségek a természetben
és a miiszaki életben is gyakran el6fordulnak: pl. anyaghibak szama térfogategységnyi mintaban, téves
kapcsolasok szama egy nagy telefonkdzpont napi forgalmaban, egy év alatt ahany baleset el6fordul egy
forgalmas tutkeresztez&désnél, stb.

Ezuattal az exponencialis fiiggvény 0 kortili Taylor sorara hivatkozva ellenérizhetd, hogy tényleg
valészintiség-eloszlast adtunk meg:

S (M) - o~ A =2\
Zpk =e Z T =e e’ =1.
k=0 k=0

p =Pln=k)=e

A varhato6 értékre:
o )\(k-1)

_OO (A _ = _ —AOO)‘j_
k=0 k=1 7=0

Hasonlo szamolassal adodik Dn = v/
Térjiink at a nevezetes folytonos eloszlasokra. Legyenek a < b valés paraméterek, ekkor ¢ az [a, b]
intervallumon egyenletes eloszlasa, ha strtiségfiiggvénye:

J(@) = 0 egyébként.

{bla haa <z <b,
Egyenletes eloszlasok leginkabb geometriai jellegli problémak soran szoktak elGkeriilni.

3.1. Megjegyzés. Az intervallumon egyenletes eloszldsok mellett érdemes megemliteni az adott tarto-
mdnyon egyenletes (tobbdimenzids) eloszldsokat, ld. a 2.4 kidolgozott feladatot.

Konnyt integralassal adodik az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye:

z 0 ha z < a,
F(x):/f(t)dt: 7—o haa<z <0,
—oo 1 ha z > b.
A varhato érték pedig:
7 b b2 2 b
X —a a +
E = — — —

e= [af@do= [ do g



b—a
23"
Legyen paraméteriink ismét A > 0; ekkor a 7 valdszintiségi valtozd A paraméterd exponenciilis
eloszlasi, ha stirtségfiiggvénye:
0 ha z <0,
Ir ('T) = {

Ae ™ ha x> 0;

ami intuiciénknak megfelelGen az intervallum felez&pontja. Hasonlé szamolassal: DE =

és ebbdl integralassal eloszlasfiiggvénye:

Ff(x)—/fq.(t)dt—{o ha z <0,

1—e ™ haz>0.

Az exponenciilis eloszlas élettartamok, varakozasi id6k, altalaban egy esemény bekovetkezéséig el-
tels véletlen idGtartamok hosszanak jellemzésekor szokott elGkeriilni. Ezzel Gsszefiigg, hogy értéke csak
pozitiv lehet (F(0) = 0). Az exponenciilis eloszlas legfontosabb tulajdonsaga az tgynevezett orokif-
jusdg. Legyenek Ty és Ty tetszlleges pozitiv szamok, és tekintsik az A = {7 > T1}; B = {7 > T»};
C = {7 > T1 + Tp} eseményeket. Egyrészt P(A) = P(t > Ty) = 1 — F.(T1) = e 1, és P(B)-t és
P(C)-t szamolhatjuk hasonloan. Masrészt BC' = C, és igy

P(BC) e—)\(Tl-‘rTQ) e—le

P(r>Ti + 1ot > T) = P(B) = o0

:P(TZTl)

Szavakban kifejezve: annak valoszintisége, hogy To id6 varakozas utan még tovabbi T3 ideig varnunk
kell, ugyanannyi, mint a varakozas kezdetében volt annak valoszintisége, hogy T id6t kell varnunk. Ugy
is mondhatnank, hogy az exponenciélis eloszlasnak nincs memoériaja, a tovabbi varakozasi esélyeket nem
befolyasolja az, hogy mar valamennyi id6t vartunk.

Az exponencialis eloszlas varhato értékét parcialis integralassal kaphatjuk meg:

oo oo T
2z T
Er= [ zf(z)dr = [ Ave *dr = lim [—xe_”\x]T + [edr | = lim |-S =1/A
T—o0 0 T—o0 A 0
o0 0 0

A szorashoz kétszer kell parcidlisan integralni, DT = 1/\ adodik.
A nevezetes eloszlasok koziil kétségkiviil a normalis eloszlassal lehet leginkdbb taldlkozni a termé-
szetben és a miiszaki életben. A standard normdlis eloszlds stirtiségfiiggvénye:

1
67w2/2

p(r) = Wor ,

a jol ismert haranggorbe, eloszlasfiiggvénye pedig ®(z) = [ ¢(t) dt. ®(x) értékeit tablazatban szoktak
megadni, fontos tudni, hogy ®(—z) = 1 — ®(z). Hogy a haranggorbe valoban stirtségfiiggvény, azt a
kovetkezSképp lathatjuk:

0o 2 21 oo
1 224y 1
/ plx)de | = o // e dxdy = Py //e_TQ/Qr drde = 1.
™ R2 e
— 00 0 0

A standard normalis eloszlas varhato értéke 0, szorasa pedig 1 (a megfelel§ integralok konvergencidja
konnyen latszik, a varhatd érték esetén egy paratlan fiiggvényt integralunk a teljes szamegyenesre, a
szorasnégyzet pedig parcialis integralassal szamolhato.)

3.2. Megjegyzés. Altaldban azt mondjuk, egy & valdsziniségi vdltozé standard, ha vdrhaté értéke 0,
szordsa pedig 1.

26



Legyenek m € R és o > 0 paraméterek; azt mondjuk, X m vdrhatd értékd és o szordsu normdlis
eloszldst kovet, ha a megfelels linearis atskalazottja, Y = X=7 standard normaélis eloszlasi. Ennek
megfeleléen X eloszlas- és siirtiségfiiggvénye ilyenkor:

- 1 z—m)?2
B,y o(x) = (m 0m> ; Omo(@) = B (z) = mgg%

Azt, hogy X m wvdrhaté értékii és o szordsu normdlis eloszldst kovet, roviden igy is szoktuk jeldlni:
X € N(m,o). A normalis eloszlas fontos tulajdonsaga az tn. stabilitds: ha X és X, fliggetlen, normalis
eloszlasi valoszintiségi valtozok, akkor dsszegiik, X; + X5 is normaélis eloszlast (és a 2. fejezetnek meg-
felelGen a varhato értékek és a szorasnégyzetek osszeadodnak). Pontosabban, legyen X € N'(my,01) és
X € N(ma,03), valamint a € R és b € R tetszdleges, ekkor a X1 +bXo € N (amy +bma, \/a20? + b203).
Fontos, hogy negativ a és/vagy b esetén is ezt a képletet kell alkalmazni.

Mint emlitettiik, a normalis eloszlas rendkiviil gyakran eléfordul a természetben és a mtiszaki életben:
a mérési eredményekben, miiszaki adatokban jelentkez6 ingadozasok is jellemzSen normalis eloszlast
kovetnek. Ennek elsGdleges oka a 4. fejezetben targyalt centralis hatareloszlas-tétel.

Tovabbi, a miiszaki alkalmazéasokban elSkeriil6 eloszlasok:

o A ¢ valoszintiségi valtozo (m, o) paramétert lognormdlis eloszldsi, ha In & normalis eloszlast ugyan-
ezekkel a paraméterekkel. Stirtiségfiiggvénye:

_(In 177n)2

202 ha z > 0;

0 egyébként.

A természetben és miiszaki alkalmazasokban a logonormalis eloszlas gyakran elGkeriil, ha egy vé-
letlen mennyiség csak pozitiv értékeket vehet fel, és varhato értéke viszonylag kicsi a szérasahoz
képest.

o Az (1, 3) paramétertd Weibull-eloszlds (n és [ pozitiv paraméterek) stirtiségfiiggvénye:

B-1 x
(E) e~ haz > 0;

3 [®

n
0 egyébként.

fz) =

A [ =1 speciélis esetben az 1/n paraméteri exponencialis eloszlast kapjuk vissza. Ezt az eloszlast
is élettartamok leirasara hasznaljak, abban az esetben, ha az 6rokifjusagi feltevés nem &llja meg a
helyét (a 8 paraméter jellemzi, hogy mennyire tériink el az orokifjusagtol).

e Az (n,)\) paraméteri Gamma eloszlds annak a véletlen mennyiségnek az eloszlasa, amelyet n
fiiggetlen, egyarant A > 0 paraméter exponencialis eloszlast valdszintiségi valtozo Osszegeként
kapunk meg. Strtségfiiggvénye:

n, n—1 -
flo) = | more T w20
0 egyébként.

Nevezetes eloszlasok szemléltetése, alkalmazasok. A kozismert Excel program a legtobb nevezetes
eloszlast beépitett fliggvényként ismeri, melyek egyszerd fiiggvényutasitasokkal kezelhetGek. Példaul a
binomialis eloszlas valoszintiség-eloszlasanak és eloszlasfliiggvényének szamitasara szolgal a

= BINOM.ELOSZLAS (k; n; p; IGAZ /HAMIS)

utasitas. Itt k a kedvez§ esetek szama, n az Osszes esetek szama, és p az esemény valoszintisége. A
logikai valtozo IGAZ értékénél az eloszlasfiiggvény, a HAMIS értékénél a valosziniiségeloszlas értékét
kapjuk vissza. A program hasznéalataval konnyen abrazolhatjuk ezeket a fiiggvényeket (lasd 12. abra).
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0,8 p—
0,6 —
0,4 —
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e °
0 — N o . . .

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

12. abra. A binomiéalis eloszlas szemléltetése. A monoton, ugro fliiggvény az eloszlasfiiggvény. A pontok
a konkrét értékek valoszintiségei. A paraméterek n = 20 és p=0, 3.

Lassunk két példat a binomialis eloszlas alkalmazésara.

Egy tizemben 50 gép dolgozik egymastodl fliggetleniil. Annak a valosziniisége, hogy egy gép dolgo-
zik: p = 0.6. Ha az iizemvitelt 100%-o0s biztonsdggal akarjuk biztositani, akkor az 50 gép egyiittes
teljesitmeény-felvételére kell kiépiteni az elektromos halozatot. Keérdés, hogy ha elegends 99%-os bizton-
sag, akkor legfeljebb hény gép dolgozhat egyszerre? A binomialis eloszlas eloszlasfliggvényét az Excel
programmal szamolva azt kapjuk, hogy 38 gép egyiittes miikodésének valoszintisége mar 99% feletti:

= BINOM.ELOSZLAS(38; 50; 0.6; IGAZ) = 0.9943.

Vagyis, ha 99%-os biztonsag elegendd, akkor az 50 helyett csak 38 gép egylittes teljesitmény-felvételére
kell méretezniink az elektromos hélozatot.

Mindgségellendrzés teriiletén is gyakran hasznéljak a binomialis eloszlast. Egy sorozatgyartasban le-
gyen a selejtes termék gyartasanak valoszintisége p. A selejtaranyt id6rdl idére ugy ellendrzik, hogy
n elemd mintat vesznek a gyartméanybol, és minden mintaelemet megvizsgalnak. Annak a P valoszi-
niisége, hogy az n elemd mintabdl legfeljebb k selejtet talalnak, feltéve, hogy a gyartasban valéban p
a selejtszazalék, a binomidlis eloszlas segitségével kiszamithat6. Ha P értékét elég nagyra valasztjuk
(példaul P = 99,9%), és a mintdban tobb mint k darab selejtet talalunk, akkor joggal feltételezhetd,
hogy a gyartasban a selejtarany p-nél nagyobb. Szamokkal bemutatva a fentieket: tegyiik fel, hogy a
gyartasban p = 3% a selejtarany. Megvizsgalunk egy n = 100 elemii mintat. Annak a valdszintsége,
hogy a mintaban legfeljebb 9 selejtes darabot talalunk 99, 91%:

— BINOM.ELOSZLAS(9; 100; 0.03; IGAZ) = 0.99912

Vagyis, ha a 100 elemii mintaban tobb mint 9 selejtet talalunk, akkor feltehetjiik, hogy 3%-nal nagyobb
a gyartas selejtaranya (a varhato selejtszam a mintaban np = 3 darab).

A normalis eloszlas stirtiség- és eloszlasfiiggvényének szamitasara szolgal a
= NORM.ELOSZL(x; m; 0; IGAZ /HAMIS)

utasitds az Excel programban. Itt m a varhato érték, o a szorés, és a logikai valtozo IGAZ értékénél
az eloszlasfiiggvény, a HAMIS értékénél a strtiségfliggvény értékét szamolja ki az utasitdas. Mondjuk,
hogy egy 80 mm névleges atmér6jd darabot sorozatban gyartanak, a gyartott atmérd normaélis eloszlasi
valoszintiségi valtozo, szorasa 0,5 mm. A mellékelt Abran bemutatjuk az atmérd eloszlas- és stirtségfiige-
vényét. Konnyen kiszamithatjuk, hogy mekkora a valoszintisége annak, hogy a gyartott darab atmérdje
az m £ 20 intervallumba essen:
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= NORM.ELOSZL(79; 80; 0.5; IGAZ) = 0.02275
= NORM.ELOSZL(81; 80; 0.5; IGAZ) = 0.97725

A két érték kiilonbsége 0, 9545, vagyis annak valdszintisége, hogy a gyartott D atmérs a 79 — 81 mm

intervallumba essen:
P(79 < D < 81) = 0.9545.
1
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13. abra. A standard normalis eloszlas stirtiség- (szaggatott) és eloszlasfiiggvénye

Hasonl6 beépitett fliggvény van az exponencialis, a lognormalis, a normaélis, a standard normaélis és

a Poisson eloszlasra is.
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14. abra. A lognormaélis eloszlas stirtiség- (szaggatott) és eloszlasfliggvénye m = 0, ¢ = 0,5 paraméte-

rekkel

3.2. Kidolgozott példak
3.1. Kidolgozott Feladat. Reggelente az Operenciai Kézlekedési Villalat 13-as buszdval jdarok dol-

gozni. Ezen a vonalon a buszok harmada légkondiciondlt. Mi a valdszintsége, hogy a hét 6t munkanap-

jabol legfeljebb egyszer kell légkondiciondlds nélkili busz miatt bosszankodnom?
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Megoldas. Jelolje £-vel azon reggelek szamat, amikor légkondicionédlt buszhoz van szerencsém. Az

egyes napokat tekintsiik fiiggetlennek, ezért ¢ megmutatja, hogy 5 fiiggetlen probalkozasbél hanyszor

kovetkezik be egy 1/3 valoszintiségti esemény. Igy € binomialis eloszlast, p = 1/3, n = 5 paraméterekkel.
A feladat kérdése: P(€ > 4) =7 A valaszt a binomiélis eloszlas képlete alapjan hatarozzuk meg:

P(E>4)=P(=5)+P((=4) = <§>5+5§ (;)4z0,0453.

3.2. Kidolgozott Feladat. A kertinkben dllo meggyfat sok kukac tdmadja meg, de szerencsére bd a
termés: tapasztalataim szerint eqy kosdr meggyben é ~ 0,37 eséllyel egydltaldn nincs kukacos szem.

(a) Mi a valdszinidsége, hogy egy adott kosdr meggyben pontosan két kukacos szemet fogok taldini?
(b) Mi a valdszindsége, hogy egy adott kosdr meggyben legaldbb két kukacos szemet fogok taldlni?
Megoldas. Jelolje € az egy kosar meggyben talalhato kukacos szemek szamat. Eszrevételek:

e a fat sok kukac tdmadja meg,

e az egyes kukacok viselkedése fliggetlennek tekinthetd,

e cgy konkrét kukacra (a sok tamado koziil) annak valoszintisége, hogy ez a kukac épp az én kosa-
ramban kosson ki, nagyon kicsi, hiszen az én kosaram a teljes meggytermésnek csak toredéke.

A ¢ valoszintiségi valtozo megmutatja, hogy sok, fliggetlen, kis valoszintiségii esemény koziil — az egyes
kukacok épp az én kosaramba jutnak — hany kovetkeztik be. Tehat & Poisson eloszlasinak tekinthetd.
Meg kell hataroznunk a A paramétert. A tapasztalatok szerint P(§ = 0) = %, maésrészt a Poisson eloszlas

képlete szerint P(§ = k) = e_’\),;—];, igy

é:P(g:m:e—A = A=l

(a) A feladat kérdése: P(£ = 2) =7 A Poisson eloszlas képlete alapjan:

A2 0,37
e eiA— ~ !

PE=2 2l = 2

=0,185

(b) A feladat kérdése: P(€ > 2) =7 A komplementer esemény valoszintiségét érdemes szamolni:
P(6>2)=1-PE=1)—P=0)=1-¢e?*-Xe*~1-0,37—0,37 = 0, 26.

3.3. Kidolgozott Feladat. A HOMALY willanykérték élettartama 1000 6ra — valdjdban az élettartam

véletlen mennyiség, exponencidlis eloszldssal, 1000 dra varhato értékkel.

(a) Veszek eqy HOMALY kértét a boltban. Mi a valdszindisége, hogy 1500 dra haszndlat alatt nem ég ki?

(b) HOMALY kértémet mdr 1000 érdn dt haszndltam. Mi a valdszindsége, hogy még tovdbbi 1500 érdig
fogom tudni haszndlni?

(c) Az alagsori mosdd lcimpdjdba, melyet folyamatosan bekapcsolt dllapotban tartanak, hétfén 0.00-kor
szerelnek be eqy HOMALY villanykértét. Mi a valdszinidsége, hogy valamikor hétvégén fog kiégni?

Megoldas. Jelolje 7 a HOMALY villanykorte (6rakban mért) élettartamat. 7 exponencialis eloszlast,
tehat stirtiség- és eloszlasfliggvényét ismerjiik, csak a A paramétert kell még meghataroznunk. Tudjuk,
hogy exponencialis eloszlasra E1 = 1/\. Igy:

1000 = Er =1/ - A =0,001.
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(a) A feladat kérdése: P(r > 1500) =? Az eloszlasfliggvény képlete alapjan:

P(1 > 1500) = 1 — F(1500) = ¢~ M%00 — ¢=15 ~ 0, 0223

(b) A feladat kérdése: P(r > 2500|7 > 1000) =? Az exponencialis eloszlas 6rokifjasaga, valamint az
el6z6 részfeladat eredménye alapjan:

P(r > 2500|7 > 1000) = P(r > 1500) ~ 0, 0223.

(¢) Probaljuk meg 7-ra vonatkozo egyenlStlenségekre atfogalmazni a feladat kérdését. A villanykorte a
(beszerelését kovets) elss hétvégeén ég ki, ha egyrészt 7 > 5-24 (kibirja az elsd 5 munkanapot), viszont
T < 7-24 (a7. nap végét mar nem éli meg). Hasonlé okoskodassal, a villanykorte a (beszerelését
kévetd) k. hétvégeén ég ki, ha (k—1)- 168 + 120 < 7 < k - 168.

Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a villanykorte éppen a (beszerelését kovets) k. hétvégén ég ki
(k=1,2,...). A fenti érvelés, valamint 7 eloszlasfiiggvénye alapjan:

P(Ay) = P((k—1)168+120 < 7 < k168) = F(k168) — F((k — 1)168 + 120) =
e M168(k=1)+120) _ o =A168k _ o—0,168(k—1) (0,12 _ ,—0,168)

Ugyanakkor az Aj, események paronként diszjunktak, igy:

P(A korte hétvégén ég ki) = Y P(Ay) =Y e W18ED (7012 _ o=0168) -
k=1 k=1

o012 _ ,—0,168

R ey T ~ 0, 269.

3.4. Kidolgozott Feladat. Nagymamdm egy fazék levest f6zitt, ennek mennyisége vdrhatéan 4,5 I,
4 cl szordssal. Unokatestvéreim, Andrds, Béla és Cili mdr vettek beldle egy-egqy tdnyérral, vdrhatdan
fejenként 0,5 litert; a szords a fiuk esetében 2 cl, Cilinél 1 cl. A szerepld véletlen folyadékmennyiségek
fiiggetlennek €s normdlis eloszldsunak tekinthetdk. Mi a valdsziniisége, hogy 2,9 liternél kevesebb leves
maradt a fazékban?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezs valoszintségi valtozokat: X a nagymamam altal {6z6tt leves, Y7,
Y és Y3 rendre az Andras, Béla és Cili altal kivett, Z pedig a fazékban maradt mennyiség, centiliterben
kifejezve. Nyilvan:

Z=X-"1-Y,-Y3

és mivel X, Y7, Y5 és Y3 fliggetlenek és normalis eloszlasuak, igy Z is normalis eloszlasi. Tovabba:
EZ =EX — EY, — EY; — EY3 =450 — 50 — 50 — 50 = 300
és
D?Z =D?X + D*Y,1 +D*Yo+D?*Y3=16+4+4+1=25 = DZ =5,
tehat Z € N(300,5). A feladat kérdése: P(Z < 290) =? Z eloszlasfiiggvényét visszavezethetjik a
standard normaélisra, majd hasznaljuk az arra vonatkoz6 tablazatot:

290 — 300 )

- =®(—2)=1-®(2) =1-0,9772 = 0,0228.

P(Z < 290) = (1)300,5(290) = (
3.5. Kidolgozott Feladat. Egy X véletlen mennyiség normdlis eloszldsi m vdrhato értékkel és o szo-
rdssal. A mennyiség érteke nagy valdsziniiséggel kevéssé tér el m-tél: a o-ndl lényegesen nagyobb eltéré-
seknek kiilondsen kicsi az esélye. Hatdrozzuk meg, legaldbb mennyinek kell a-t vdlasztani, hogy teljesiiljon:
a vdrhatd értéktdl vald o - o-ndl nagyobb eltérés valdszinisége kisebb, mint eqy szdzalék!
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Megoldas. A feladat kérdése: legalabb mennyi «, ha P(|X —m| > a-0) < 0,017 Ehhez el6szor
hatarozzuk meg, mennyinek adddna ez a valoszintiség, ha ismernénk a-t. A komplementer esemény
valoszintiségét tudjuk kozvetleniil szamolni. Mivel X € N(m, o):

P X—-m|<a-0) = Pm—a-c<X<m+4a-0)=0,,(im+a-0)—Pp,(m—a-0)=

o (mw—m) o (”W”) — ®(a) — B(—a) = 20(a) — 1.

o o
Keressiik, legaldbb mennyi «, ha P(|X —m| > a-0) < 0,01, vagy ami ezzel ekvivalens:
0,9 < P(| X —m|<a-0)=20(a) -1 = ®(a) > 0,995.

Mivel ® szigortian monoton névekvé fiiggvény, és a standard normalis eloszlas tablazata szerint ®(2, 58) =
0,995, a > 2,58 adodik.

3.3. Megjegyzés. Gyakorlati szempontbol: normdlis eloszldsra a szdrds hdromszorosandl nagyobb ki-
lengéseknek mdr elenyészden kicsi a valdsziniisége.

3.6. Kidolgozott Feladat. A TRAGACS személyauté csomagtartdja szabvdny szerint 70 cm széles,
a REMALOM gyerekdgyakat lapra szerelve, szabvdnyosan 65 cm széles csomagban druljdk. Valdjdban
mindkét szélesség normdlis eloszldsi valdszintdségi valtozo, a csomagtato esetében 3, a lapra szerelt csomag
esetében 4 cm szordssal (a két szélesséq fiiggetlennek tekinthetd). Veszek eqy REMALOM gyerekdgyat,
és szeretném a TRAGACSommal hazavinni. Mi a valdszinidsége, hogy bele fog férni a csomagtartoba?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezs valosziniiségi valtozokat: X a TRAGACSom csomagtartojanak,
Y a REMALOM &gy lapra szerelt csomagjanak a szélessége. A feladat szovege szerint X € N(70,3),
Y € N(65,4) és fiiggetlenek. A feladat kérdése: P(Y > X) =7 ehhez vezessik be méga Z = X — Y
valoszintiségi valtozot, ez is normélis eloszlasa, tovabba:

EZ=EX—-EY =70-65=5
és
D*Z =D*X + D?Y =32+4+4% =25 = DZ =5,

tehat Z € N'(5,5). A kérdést Z eloszlasara, azt pedig a standard normalis eloszlasfiiggvényre visszave-
zetve:

P(Y > X)=P(Z <0)=®;550) = <55) =®(—1)=1-®(1)=1—0,8413 = 0, 1587.

3.3. Gyakorl6 feladatok

3.7. Feladat. Magyarorszdagon nydri éjszakdkon rengeteqg a hullocsillag, de a teraszunkrol ezeket elég
rosszul lehet észrevenni: tapasztalataim szerint a mydri éjszakdk e% ~ 0.135 részében egydltaldn nem
latok hullécsillagot a teraszrol.

(a) Mi a valdszindisége, hogy egy adott éjszaka pontosan egy hulldocsillagot fogok ldtni?

(b) Mi a valdszindisége, hogy egy adott éjszaka legaldbb hdrom hulldcsillagot fogok ldtni?

3.8. Feladat. Az 100 km hosszi telefonkdbel valahol a 30 km-nél és 65 km-nél levd ellenérzd pontok
kézatt meghibdsodott. Tegyiik fel, hogy a meghibdsodds helye egyenletes eloszldasi ezen a 35 km hosszi
szakaszon.

(a) Mi a valdszinisége, hogy a meghibdsodds a 100 km hosszi kdbel elsé 50 km-re esik?
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(b) Szdmoljuk ki a meghibdsodds & helyének vdrhatd értékét és szordsat!

3.9. Feladat. Ellendrizzik az (n,p) paraméterd binomidlis, a A paraméterd Poisson, a \ paraméterd
exponencidlis, valamint a standard normdlis eloszlds szordsdra vonatkozo képletet.

3.10. Feladat. A hivatalosan 50 grammos RANDOM csokolddé szeletek silya valdjiban normdlis el-
oszldsu, 49 gramm vdrhatd értékkel és 3 gramm szdrdssal. A 60 perces valdsziniségszamitds vizsgdra 6
RANDOM szeletet viszek magammal, €s szellemi teljesitéképességem ndvelésének érdekében 10 percen-
ként ezek koziil egyet-egyet elfogyasztok. Atmenni a vizsgdn csak akkor van reményem, ha a 6 alkalombol
legaldbb négyszer sikeril legaldbb 45 gramm. csokit juttatnom a szervezetembe. Mi ennek az esélye?

4. Nagy szamok torvénye és centralis hatareloszlas-tétel

4.1. Elméleti 6sszefoglalo

A mérnoki munkaban is igen fontos feladat lehet olyan mennyiségek ingadozasainak pontos megértése,
amelyek sok, egymasra rakodo, és egyméastol fliggetlennek tekinthets véletlen jelenség hatasara alakul-
nak ki. Ennek a fejezetnek a célja az ilyen ingadozasok megértése. Bevezetésiil nézziink két fontos
egyenlGtlenséget, amelyek valoszintiségi valtozok ingadozasait altalaban jellemzik.

Markov egyenlStlenség. Legyen & egy nemnegativ valoszintiségi valtozo (azaz P(€ < 0) = 0). Ekkor
tetszéleges a > 0 szamra:
E¢

P(SZG)ST-

Az egyenl6tlenség persze semmitmondo, ha a < E€. Masrészt a > EE esetén érthetjiik meg igazéan a
szemléletes jelentését: igen kicsi annak az esélye, hogy egy pozitiv véletlen mennyiség a varhaté értékénél
lényegesen nagyobb legyen.

A bizonyitas igen egyszert, tekintsiik pl. az abszolut folytonos £ esetét. Ekkor £ nemnegativitasa
miatt f(x) = 0 tetszbleges x < 0 esetén, igy

o0 oo o0

B = [af@)de> [of@doza [ flo)do = aP(¢ = o)

0 a a
ahonnan atrendezéssel adodik a Markov egyenl&tlenség.

Csebisev egyenlStlenség. Legyen £ egy tetszdleges (véges szorast) valoszintiségi valtozo, és a jelolés
egyszerisitésének céljabol vezessiik be az m := E¢, 0 := D¢ jeloléseket. Ekkor tetszéleges € > 0 esetén:

0.2

Pl -ml 2e) < %
A Csebisev egyenlStlenség szemléletes jelentése (¢ >> o valasztés esetén): a véletlen mennyiségek a
varhato értékiik koriil ingadoznak, a szérasnal lényegesen nagyobb kilengések azonban csak kis valdszi-
niiséggel fordulnak els. Példaul a szoras tizszeresét meghaladé ingadozasoknak legfeljebb 0,01 lehet a
valoszintisége.
A Csebisev egyenlStlenség konnyen adodik, ha bevezetjiik az n := (£ — m)? valoszintiségi véltozot,
hiszen ekkor En = D2¢ = o2, Ha n-ra felirjuk a Markov egyenlétlenséget a = 2 vilasztassal, éppen a
&-re vonatkozd Csebisevet kapjuk vissza.

Nagy szamok térvénye. Az aldbbiakban valészintiségi valtozoknak egy fontos tipusat fogjuk vizsgalni:
végezziik el n-szer ugyanazt a kisérletet, probalkozéasaink fiiggetlenek, és jeloljiik X-szel, hogy az n pro-
balkozasbol 6sszesen hanyszor addédott egy bizonyos eredmény, amelynek esélye minden egyes kisérletben
p. Erre az eredményre gy is gondolhatunk, mint ,sikerre” az egyes kisérletekben, igy X azt méri, hany
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probalkozasunk volt sikeres. n jellemzGen nagyon nagy szam (sokszor probéalkozunk), (0 <)p(< 1) pedig
valamilyen rogzitett paraméter. Néhany konkrét feladat: feldobunk sokszor egy szabalyos pénzérmét,
és megszamoljuk, hanyszor esett a Fej oldalara (p = 1/2) vagy egy szabalyos dobokockat, és X a hatos
dobéasok szama (p = 1/6). Egy a miiszaki alkalmazasokhoz kizelebb allo példa: egy gépsor gyart valami-
lyen alkatrészeket, a legyartott termékekbsl mindségellendrzés céljabol nagy elemszama mintat vesziink,
és Osszeszamoljuk, hany alkatrész selejtes. Itt p-t nem ismerjiik, s6t, éppen p-t — a gépsor hibaszéazalékat
— szeretnénk minél jobban megbecsiilni mintavételiinkkel.

Matematikai szempontbol X valoszintiségi valtozo, hiszen értéke fiigg a véletlentsl. X eloszlasat
ismerjiik — emlékezziink vissza a 3 fejezetre, ezen beliil a binomialis eloszlasra, X ezt az eloszlast koveti —
igy varhato értékét és szorasat is meg tudjuk allapitani: EX = np, DX = /np(1l — p). Mindig tartsuk
szem el6tt, hogy X-re most abban a hataresetben gondolunk, amikor n nagyon nagy. Fontos észrevétel,
hogy n novelésével a varhato érték és a szoras is né, de EX novekedésének iiteme nagysdgrendben nagyobb,
mint DX ndvekedésének titeme.

Tekintsiik X/n-t, vagyis a sikerek ardnydt, ez a mennyiség szintén valoszintiségi valtozo, intuicionk
alapjan azt varjuk, hogy ez p-t, az egyedi kisérletben a siker esélyét fogja megkozeliteni n névelésével.
Alapvet6en ezt az intuiciot formalizalja a Nagy szdmok térvénye: legyen § > 0 tetszdleges(en pici)
rogzitett szam, ekkor:

—p‘25>—>07 ha n — oo.
n

p(X

bisev egyenl6tlenséget hasznaljuk az X valoszintiségi valtozora, e := nd valasztassal (emlékeztetésképp
EX =np, DX = \/np(1 —p)):

X D*(X) np(1-p) p(l-p)
J2) (‘ - p‘ > 6) P(|X —np| > nd) < 252 252 52 (3)

és az utolso kifejezés n novelésével mindenképp 0-hoz tart.

A nagy szamok torvénye szavakban kifejezve: a kisérletek szdmdnak novelésével a sikerek ardnya
egyre pontosabban, egyre nagyobb valdsziniséggel megkdzeliti p-t. Persze akdrmilyen sokszor dobok fel
egy dobodkockat, elképzelhets, hogy a hatosok ardnya lényegesen el fog térni 1/6-t6l (mondjuk 1/2-
nél is nagyobb lesz), de ennek rendkiviil kicsi a valoszintisége. A (3) becslés harom mennyiség kézott
teremt kapcsolatot: a kisérletek szama (n), a pontossag (9, tehat a sikerarany és p eltérése), valamint
a biztonsig (legalabb 2 (ig_zp ) valoszintiséggel lesz -nél kisebb az eltérés) kozott. A feladatokban (és
a mérnoki gyakorlatban is!) jellemzGen a harom mennyiség koziil kettd adott, és a harmadikat kell
kiszamolni.

4.1. Megjegyzés. A konvergencidnak ezt a valdszintiségi vdltozokra felirt alakjdt a matematikdban szto-
chasztikus konvergencidnak hividk, a nagy szamok térvényének ezt az alakjdt pedig a nagy szamok gyenge
torvényének, vagy a nagy szamok Bernoulli-féle torvényének is szoktdk mondani. A nagy szdmok tér-
vényének tovdbbi vdltozatai is léteznek, a mérndki alkalmazdsok szempontjdabol azonban az itt tdrgyalt
vdltozat a legfontosabb.

Egy fontos altalanositas. A fenti X valoszintiségi valtozora vonatkozo becsléseinket annak binomiélis
eloszlasa alapjan kaptuk. X-re azonban egy kicsit masképp is gondolhatunk. Legyen ¢ = 1,2,...,n
esetén

1 ha az i. kisérlet sikeres,

b= {0 ha az 7. kisérlet nem sikeres.

Tehat példaul kockadobasra & = 1, ha a masodik kockadobas hatos, és & = 0, ha a masodik kockadobés
eredménye hatostol kiilonboz6. Ezeket a véletlen mennyiségeket indikator valoszintiségi valtozoknak is
szoktak hivni. Kénnyen kiszdmolhato, hogy E¢&; = p és D?¢; = p(1 — p), minden i-re. mésrészt a
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kisérletek fliggetlensége miatt a &; valoszintiségi valtozok fliggetlenek, tovabba X =&+ & +---+&,, a
sikerek szama a teljes kisérletsorozatban. Felidézve a 2 fejezetben mondottakat:

EX = EG+E&+ - +E, =np, D’X = D*¢+D*¢+- - +D%, = np(1-p) = DX = +/np(1 —p),

ahol a szoras szamolasanal kihasznaltuk a &;-k fliggetlenségét. Az észrevétel ravilagit arra, hogy a nagy
szdmok torvénye nem X binomiélis eloszlasan mulik (a torvény levezetésénél a varhato érték és a szoras
novekedésének titeme volt meghatarozo). Egyben megkapjuk a kovetkezd altalanositéast:

Legyenek n1,n9, . .., n, fliggetlen és azonos eloszlasu valoszintségi valtozok, m = En; varhato értékkel
és 0 = D), szorassal. Ez a mérnok szaméara a kovetkezot jelenti: meérjiik meg ugyanazt a (véletlentsl
is fiiggd) mennyiséget n-szer egymastol fliggetlen mérésekkel, azonos kortilmények kozott. Képezziik a
meérési eredmények Y =0y + 1o+ - - - + 1y, Osszegét, illetve Y/n atlagat. Ekkor tetszdleges(en kicsi) 6 > 0
szamra:

P(Y—m’>5>—>0, ha n — oo,
n

amit a nagy szamok torvényével azonos modon vezethetiink le, kihasznalva, hogy

EY = Em + Ena + -+ + En, = nm, DQY:DQm+D2772+~--—|—D277n:na — DY = /no.

A kapott altalanositas jelentGségét atlathatjuk a kovetkezd, miszaki jellegli alkalmazasnél: kivancsiak
vagyunk valamilyen mennyiség tényleges értékére (pl. egy anyagfajta szakitoszilardsagara), amelyre
azonban a gyakorlatban szamos, véletlennek tekinthetd fluktuacio rakodik ra (pl. a hémérsékletbdl, a
paratartalombol vagy mas hasonléd tényez8kbdl adodéan). Ha a mennyiséget sokszor megmeérjik, egy-
maéstol fliggetlen mérésekkel, akkor a mért értékek atlaga egyre pontosabban, egyre nagyobb biztonsaggal
meg fogja kozeliteni a mennyiség tényleges értékét.

A centralis hatareloszlas-tétel. A nagy szamok torvényének fenti alakjai tgy is értelmezhetéek: ha
az n figgetlen mennyiség Osszegeként kapott Y (illetve X) valoszintiségi valtozobol kivonjuk a varhato
értekeét (igy egy 0 varhato értékd valoszindségi valtozo adodik), majd leosztjuk az Y szdrdsdndl lényegesen
nagyobb n-nel, akkor a kapott mennyiséghdl (nagy n-re) kiskalazodnak a véletlen fluktuaciok.
Természetes modon vetGdik fel a kérdés, hogy mi torténik, ha n helyett éppen Y szorasaval, \/no-val

osztunk. Ezzel a linearis atskalazassal
Y —nm

Vno
egy 0 varhato értékd, 1 szorasu valoszintségi valtozo, Y tugynevezett standardizdlja (1d. a 3.2 megjegy-
zést) adodik. A centrdlis hatdreloszlds-tétel szerint asszimptotikusan (nagy n-re) a figgetlen, azonos
eloszldst valdszintségi valtozok dsszegének standardizdldsdval kapott Z wvaldszintségi vdltozé standard
normdlis eloszldsunak tekinthetd. A centralis hatéreloszlas-tétel bizonyitasa meghaladja ennek az Gssze-
foglalonak a kereteit (az érdekl6ds olvasd megtalalhatja a valoszintségszamitast részletesen targyalo
tankonyvekben), azonban valéban centralis jelentségii eredményrsl van szo6, az alkalmazasok szempont-
jabol is. A centralis hatéreloszlas-tétel értelmében ugyanis a Z-re (és ezaltal az igazén fontos atlagra,
Y/n-re) vonatkozo becsléseinket szamolhatjuk a standard normalis eloszlasfiiggvény segitségével. Igy a
nagy szamok torvényébsl adédonal lényegesen pontosabb valaszokat kapunk ugyanazokra a kérdésekre.
Tekintsiik példaul a mintavétel esetét, azaz n; := &, Y := X — persze igy X is fliggetlen, azonos elosz-

l4st valoszintségi valtozok dsszegeként all els, és standardizaltja Z = —2=22_ Tegyen & > 0 rogzitett
g g , j Tty Logy gitett,

Z:

és vizsgaljuk meg, ezittal a centralis hatareloszlas-tétel segitségével, a sikerek aranyanak p-hez képesti
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eltéréseire vonatkozo kérdésiinket (most a komplementer esemény valdszintiségét konnyebb szamolni):
X —np

X nd

P(np‘§5) = P(IXHPISM)P(\/,MS np(l—p))
m>P< \/ﬁ‘sgzg\/ﬁa)% (4)
p(1—p)

Vp(l—p) Vp(l—p)
® RV _ P _ﬂ — 2P VA _ 1.
p(1—p) p(1—p) p(1—p)
A kidolgozott példak és a gyakorlo feladatok megoldasa soran latni fogjuk, hogy (4) lényegesen jobb becs-
léseket ad, mint (3). Példaul a centralis hatéareloszlas-tétel ravilagit, hogy a nagy szamok toérvényébol
adodonal lényegesen kisebb mintavétellel is elérhetjiik ugyanazt a pontossagot, ugyanolyan biztonsaggal.
Hasonloképp a centrélis hatareloszlas-tétel alapjan érdemes szédmolni altalanos Y esetén (ha tetszle-

ges mennyiség fiiggetlen mérésekbél adodo atlagat tekintjiik). Eppen ezért alapulnak a matematikai
statisztika moédszerei is a centralis hatareloszlas-tételen.

I
=
—
N
IA
=
|

Q

A centralis hatareloszlas-tétel szemléltetése. A centralis hatareloszlas tétel allitasat a 15. dbrasor
szemlélteti: legyen & egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo [0, 1]-ben. Ennek fi(x) strtiségfiggve-
nye [0, 1]-ben egységnyi magassagu, egyébként nulla (legfelsd abra). Ha Osszeadunk két fiiggetlen, ilyen
eloszlasu valtozot, akkor az fo(x) strtségfliggvény kiszdmithato (lasd [4]; p.195), grafikonjat a feliilrsl
mésodik abran mutatjuk be, "haromszog" alakd. Ha harom illetve négy fiiggetlen ilyen eloszlasu val-
tozot adunk Ossze, akkor az fs(x) és fi(x) strtsegfiiggvények grafikonjat az alsé két abra mutatja. Az
abrasorozat alapjan vizualisan érzékelhetjiik, hogy az Osszeg siirtiségfiiggvénye az Osszeadott valtozok
szaménak ndévekedésével egyre jobban hasonlit a normalis eloszlas stirtiségfiiggvényéhez.

Az abrasorozaton tehat azt latjuk, hogy az Gsszeadott fiiggetlen valtozok n szamanak novekedtével
a slrtségfiiggvény alakja egyre jobban hasonlit a haranggorbére. Ugyanakkor az is megfigyelhets, hogy
n novekedtével a strtségfiiggvény egyre szélesebb tartoméanyra huzodik szét. Ahhoz, hogy a szokasos
haranggorbe alakot kapjuk meg, a kiszamolt véletlen mennyiséget 1/n-nel kell osztanunk.

Ezt a jelenséget szemlélteti a 16. abra. A kék, piros illetve zold hisztogramok rendre azokhoz a
valtozokhoz tartoznak, amelyeket a szévegben (Y — nm)-mel, (Y/n — m)-mel, illetve Z-vel jeloltiink.
Normaélas neélkiil (kék hisztogram) az eloszlas egyre inkdbb szétteriil, n-nel osztva (piros hisztogram)
a nagy szamok torvényének megfelelen rahuzodik egyetlen pontra, y/n-nel osztva (z6ld hisztogram)
pedig a centralis hatareloszlas-tételnek megfeleléen egyre pontosabban kirajzolodik a standard normalis
eloszlas strtségfiiggvénye.

4.2. Kidolgozott példak

4.1. Kidolgozott Feladat. A kristdlycukrot 1kg-os zacskokban druljik: egy zacskd cukor témege m =
1000 g, 0 = 2 g szdrdssal. Legaldbb mekkora valdszindséggel (a forgalomba kerild zacskok legaldbb
mekkora hdnyaddra) esik a tomeg 995 g és 1005 g kozé? Vilaszoljunk a feladat kérdésére ha a tomeg
eloszldsa (a) ismeretlen; (b) normdlis.

Megoldas. Jeloljik &-vel egy zacsko cukor tomegét, mint valdszintségi valtozot, gramm egységekben.
Ekkor B¢ = m = 1000, D€ = 0 = 2. A feladat kérdése: legalabb mennyi P(995 < £ < 1005) 7

(a) Mivel ¢ eloszlasa ismeretlen, a komplementer valoszintiséget szamoljuk a Csebisev egyenl6tlenséggel
(e =5):

2

2
P(j¢ = 1000 > 5) < =5 = 0,16
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15. &bra. [0, 1]-n egyenletes, fiiggetlen valtozok Gsszegeinek stirtségfiiggvényei.
fgy
P(995 < ¢ <1005) =1— P(995 < £ < 1005) > 0, 84.
(b) Felidézve az m varhato értékd, o szorasi normalis eloszlasrol tanultakat a 3. fejezetbdl:

P(995 <é< 1005) = (1)100072(1005) — @100072(995) = (I)(Q, 5) — (I)(—Q, 5)
— 2.3(2,5)—1=2.0,9938 — 1 = 0, 9876.

4.2. Kidolgozott Feladat. Feldobunk 10000-szer egy szabdlyos pénzémét, (legaldbb) mekkora a valdszi-
nisége, hogy a Fejek ardnya 0,49 és 0,51 kozé esik? Vilaszoljunk a feladat kérdésére (a) a Nagy szdmok
torvénye, illetve (b) a Centrdlis hatdreloszlds-tétel segitségével.

Megoldas. Az elméleti dsszefoglalod jeloléseit hasznalva: p = 1/2 a fej valoszintisége egy érmedobéasra,
n = 10000 az érmedobasok szama, X jeloli ebbdl a fej eredmények szamat, 6 = 0,01 pedig a relativ
gyakorisag és p eltérése.

(a) A (3) formulaval a komplementer esemény valoszintisége becsiilhets:

X
P =
< n 4-10000 - 0,012

S P Sp(lfp) 1 =0,25
no?

tehat legalabb 0,75 a keresett valoszintség.
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16. adbra. Sy; hisztogramja kiilonb6z6 normalasokkal 25 kisérletbsl. A hisztogram téglalapjait a jobb
lathatosag kedvéért huztuk szét, valojaban egymas mellett kellene alljanak, mint a 6. 4bran. A fiiggéleges
tengelyen az adott 1/2 hosszt intervallumba es§ kisérletek szaméat tiintettiik fel. A kék téglalapok
folytatodnak az dbrazolt tartoményon tul is.

(b) Most a (4) formulat hasznaljuk:

P(’E—p‘ 25> ~op VM —1=2P(2)—1=2-0,9772 — 1 = 0, 9544.
n (1 —p)

4.3. Kidolgozott Feladat. Hdnyszor kell feldobni eqy szabdlyos dobdkockdt, hogy 99% wvaldsziniséggel
a hatosok ardnya 0,1 és 0,2 kozé essen? Vilaszoljunk o feladat kérdésére (a) a Nagy szdmok térvénye,
illetve (b) a Centrdlis hatdreloszlds-tétel segitségével.

Megoldas. Most tudjuk, hogy p = 1/6 = 0,1667, és az a kérdés, hogy mennyinek kell valasztanunk n-t,
hogy P(0,1 < X/n < 0,2) legalabb 0,99 legyen.

(a) Egy kicsit el kell gondolkodnunk, mert a Csebisev egyenlStlenséggel (és ennek megfelelden a nagy
szamok torvényével) a varhato értékre szimmetrikus intervallumok valoszintiségei becsiilhetdk, és a
[0,1;0, 2] intervallum nem ilyen. Ezért a kévetkezSképp jarunk el:

P(0,1 < X/n<0,2) > P(0,1333 < X/n < 0,2) = P(|X/n— 1/6] < 1/30),

igy ha P(|X/n —1/6] > 1/30) > 0,99, akkor nyertiink. Masrészt az utobbi esemény komplemente-
rének valoszintségére a (3) formulabol:

1/6-5/6 125
P(|X/n—1/6] > 1/30) < n (/302

tehat % < 0,01-t kell biztositani, vagyis n > 12500.
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(b) Most is ugyanaz a gondolatmenet, mint az el6z6 részfeladatnal, csak a (4) formulat hasznaljuk. Igy:

J/1/6 - 5/6 5V5

tehat elegendd 2@(%) — 1 > 0,99-t biztositani. Mivel ®(2,58) ~ 0,995, és ®(z) monoton névd

fiiggvény, ez \/n > 2,58 - 5v/5-tel ekvivalens, tehat n > 833.

P(0,1 < X/n <0,2) > P(|X/n—1/6] > 1/30) ~ 2® <m> 1_2(1)(\/5) -

4.4. Kidolgozott Feladat. Magyarorszig lakossdganak szdmunkra ismeretlen p hdnyada dohdnyzik.
Felméreést készitiink p meghatdrozdsdra: megkérdeziink n magyar dallampolgdrt, kozilik X mondja magdt
dohdnyosnak: ez alapjdan p-t X /n-nel becsiiljik. Persze X valdszintdségi vdltozd, hiszen fiigg a véletlentdl,
hogy milyen dllampolgdrokat sikeriilt megszolitanunk. Feltételezve, hogy a felmérés résztvevdit eqgymdstol
fiiggetlen kérilmeények kozott vdlasztjuk, hatdrozzuk meg, legaldbb mennyi legyen n, ha azt szeretnénk,
hogy X /n legfeljebb 0,01-gyel térjen el p-tél, 98% wvaldszinidséggel. Vilaszoljunk a feladat kérdésére (a) a
Nagy szamok térvénye, illetve (b) a Centrdlis hatdreloszlds-tétel segitségével.

Megoldas. Ezt a feladatot pontosan ugyanugy kell megoldani, mint az el6z6t — adott biztonsag és
pontossag eléréséhez keressiik a megfelels n-t — egy kiilonbség van csupan, nem ismerjiik p-t (hiszen épp
p felmérése a célunk!). Igy olyan becslésre van sziikség, amely 0,98 valoszintiséggel biztositja a 6 = 0,01
pontossagot, akirmennyi is legyen p. Ehhez mindkét részfeladatnal a szamtani és mértani koézép kozti
egyenlGtlenségbdl kovetkezd

\/p(lfmsw:m = p(l-p)<1/4 (5)

elemi becslést fogjuk hasznélni.

(a) Célunk n meghatéarozasa, ha
0,02 > P(|X/n — p| > 0,01).

A (3) és (5) formulak alapjan:

p(1 —p) 1
—_pl > < <
P(|X/n—p|>0,01) < 52 S a0t

tehat n > (0,024 - 104~ = 125000.

(b) Célunk 0,98 < P(|X/n — p| <0,01). Kihasznalva a (4) és (5) formulakat, valamint ®(z) monoton
novekedését:

P(|X/n—p| <0,01) ~ 2® <W> —1=2-9(0,02y/n) — 1.
p(1—p)

Ugyanakkor ®(2,34) = 0,99, tehat 0,02/n > 2,34 sziikséges a cél eléréséhez, vagyis n > 13689.

4.5. Kidolgozott Feladat. FEgy fémdtviozet fajhdjét 100 fiiggetlen, azonos kérilmények kozitt elvég-

zett mérés seqgitségével szeretnénk megdllapitani, a mérések dtlaga 293 kg%c. Hatdrozzuk meg azt az

J

intervallumot, amelybe az otvozet fajhdje 95% biztonsdggal beleesik, ha a fajhd szérdsa 15 FgoC

4.2. Megjegyzés. A statisztikdban ezt ugy is mondjdk, hogy hatdrozzuk meg a fajhd 95%-0s megbizha-
tosdgi (konfidencia) intervallumdt.
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Megoldas. Jeloljiik az n = 100 mérési eredmény Osszegét Y-nal, atlagat Y/n-nel (ez utobbirdl tudjuk,
hogy 293). A minden egyes mérésre azonos m varhato értéket nem ismerjiik, tudjuk viszont, hogy

a szords 0 = 15. A centralis hatéareloszlas-tétel alapjan Z = Y\;%Z" eloszlasat tekinthetjiik standard

normalisnak. Lemaésolva a (4) formulanal latott levezetést, tetszéleges § > O-ra:

(Eonfs0) - vz )

_ <|Z|<f5> P( f‘s<z<\f‘5>

o (VO _ g (VPO og (VO _y _g (100) g
o o o 15
Célunk annak a (minimélis) d-nak a meghatarozasa, amelyre ez a valosziniiség legalabb 0,95. Ekkor

ugyanis 95% valoszintiséggel: Y/n beleesik az m koriili 0 sugard intervallumba, tehat a kimért érték és
m eltérése legfeljebb ¢ lehet. Ehhez:

%

106
0, 95>2<1>< 05>—1 = 0,975 > B(26/3),

tovabba ®(1,96) = 0,975, és ®(z) monoton né, tehat § = 1,4625. Osszefoglalva, 95% biztonsaggal allit-
hatjuk, hogy kg%C egységekben az Gtvozet fajhdje a [293 — 1,4625; 293 + 1, 4625] = [291, 5375; 294, 4625]
intervallumba esik.

4.3. Megjegyzés. A feladat fenti megfogalmazdsdaban az a valdszeritlen, hogy a szordst eleve ismerjik:
jellemzden az dtlaghoz hasonloan a szordst is a mérésekbdl becsiiljik meg a tapasztalati szordsnégyzet
segitségével (lasd a 2.1.2. fejezetben a mérnoki bevezetést.) Ilyenkor eqy kicsit mdsképp kell szamolni
(a standard normdlis eloszlds helyett az un. Student eloszldst kell haszndlni, errél bévebben olvashatunk
barmilyen bevezetd statisztika konyvben). Kellben nagy minta esetén azonban (és n = 100 mdr feltétlen
elég nagy) szdmolhatunk a fent leirt médon akkor is, ha a szdrdst a mért adatokbol becsiiljik meg.

4.3. Gyakorlé feladatok

4.6. Feladat. A TV-t véletlenszeriden bekapcsolva az esetek i—ében latunk éppen rekldmot. Szdzszor
bekapcsolva a TV-t, mi a valdszintdsége, hogy legaldbb 22 és legfeljebb 28 alkalommal megy éppen reklam?
Becsiiljiik meg ezt a valdszintséget a centrdlis hatdreloszlds-tétel alapjdn.

4.7. Feladat. FEgy oltoanyag hatékonysdgdt dllatkisérletekkel teszteljik: eqy emlds szervezete ismeretlen
p valdsziniséggel vdlik a betegséggel szemben rezisztenssé az oltéanyag hatdsdra. n patkdnyon elvégezve a
kisérletet, p-t a rezisztenssé vdld patkdnyok n-hez képesti ardnydval becsiiljik. Legalabb hdny patkdnyon
kell a kisérletet végrehajtani, hogy 97% valdszintdséggel becslésiink p tényleges értékétdl legfeljebd 0,02-vel
térjen el? Vilaszoljunk a kérdésre (a) a Nagy szdmok térvénye, illetve (b) a Centrdlis hatdreloszlds-tétel
alapjdn.

4.8. Feladat. Egy automata gépsor fogaskerekeket gydrt, melyek dtmérdjének vdrhato értéke m = 20
mm, szérdsa o = 0,5 mm. A vdrhatéhoz képest legaldbb § mm eltérést mutato fogaskerekeket selejtesnek
mindsitik. Mennyi lehet &, ha tudjuk, hogy a selejtardny 4% % Vilaszoljunk a feladat kérdésére, ha az
atmérd eloszldsa (a) ismeretlen; (b) normdlis.

4.9. Feladat. Tekintsik a 4.8. feladat gépsordt: felmeriilt, hogy a gépsort djra kell kalibrdlni. Erre akkor
van sziikség, ha a legydrtott fogaskerekek dtmérdje mdr nem 20 mm, hanem valamilyen attdl lényegesen,
legaldbb 0,1 mme-rel eltérd érték. Ennek eldontésére megmérjik n legydrtott fogaskerék datmérdjét, és
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megnézzik, a mérések mm-ben vett dtlaga beleesik-e a [19,9; 20, 1] intervallumba. Persze egy ilyen eljdrds
csak akkor megbizhatd, ha a mérések dtlagdnak és a fogaskerék-dtmérd vdarhato értékének az eltérése nagy
valdszintséggel nem haladja meg a 0,1 mm-t. Hdny mérést kell elvégezni, ha azt szeretnénk, hogy ez a
valdszinidség legaldbb 94% legyen? Szdmoljunk a 4.8. feladat o = 0,5 mm szdrdsdval, és becsiiljink a
centrdlis hatdreloszlds-tétel alapjdan.
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Fiiggelék: gyakorl6 feladatok numerikus eredményei

Feladat szama Megoldas

1.8 (a) HM, (b) H-M, (¢) HM + HM, (d) HM.

1.9 0,9856.

1.10 (a) P(A) =1/2, (b) P(A|B) =1/3, (c) igen.

1.11 (a) 1/12, (b) nem.

1.12 1/8.

1.13 1/3.

2.6 E€ =17, DE = \/3;5 ~ 2,415.

2.7 (a) B=1, (b) 1/2, (c) E¢ =1, (d) D¢ = /7 — 3 ~ 0,3763.

2.8 (a) p=0,1, (b) nem, (c) R(&,n) ~ —0,4138.

2.9 (a)B =33, (b) fe(x) = 22(22* + 2) ha |z| < 1, egyébként 0,
fo(y) = 32(2y° + 2) ha |y| < 1, egyébként 0, (c) nem.

2.10 (a) fe(z) = 27”7:“”2 ha |z| < 1, egyébként 0,

Foly) = 2272 ha |y| < 1, egyébkent 0, (b) R(&,7) = 0.

3.7 (a) 26722 0,27, (b) 1 —5e 2 =~ 0,325.
3.8 (a) 4/7, (b) B¢ = 47,5, D¢ =~ 10, 104.
3.9 Ld. az elméleti osszefoglalot.
3.10 ~ 0, 9875.

4.6 ~ 0,51.

4.7 (a) n > 20834, (b) n > 2944.

4.8 (a) 6 <2,5, (b) d =1,03.

4.9 n > 85.
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