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Kivonat

Ez az 6sszefoglalo a BME gépészmérnoki MSc szak hallgatéi szaméara késziil, a matematika targy
valoszintiségszamitas részéhez segédletként. Egyrészt igyeksziink — a terjedelmi és id6beli korlatok
ellenére — egy matematikailag pontos, ugyanakkor mérnokok szaméra is szemléletes targyalast kiala-
kitani. Ennek megfelel6en a matematikai elmélet ismertetését helyenként mérnoki magyarazatokkal
egészitjiik ki. Masrészt célunk az ismeretek alkalmazasa a gyakorlatban, a problémamegoldasi kész-
ség fejlesztése. Igy minden fejezet harom alfejezetbdl all; az elméleti 6sszefoglalast (melyet esetenként
tovabb tagolunk) kidolgozott mintapéldak kovetik, végiil pedig minden témakoérhéz megadunk gya-
korl6 feladatokat, melyek numerikus megoldasat a fiiggelékben lehet megtalalni.

1. Valé6szintliségi mezd, feltételes valoszintiség, fiiggetlenség

1.1. Elméleti 6sszefoglalo
1.1.1. Véletlen és valoszintiiség

Mérndki bevezetd a véletlen fogalmahoz. A mérndki tudés nagy része a kiillonbozs valtozok kozotti
kapcsolatok ismeretét jelenti, és a valtozok tobbnyire a klasszikus newtoni fizika valtozoi. A kozottiik
1év6 kapcsolat egy része mérnoki kozelitésben determinisztikus kapcsolat, abban az értelemben, hogy egy
Osszefiiggés "bemend" valtozoi egyértelmiien meghatarozzak a "kimens" valtozok értékeit. Példaul, ha
ismerjiik egy bels6 égési motor fordulatszaméat és a "gazpedal" helyzetét, akkor a motor jelleggorbéje
egyértelmiien meghatérozza a motor nyomatékat és teljesitményét. A valtozok kozotti kapcsolatok méasik
részében a bemend valtozok nem hatarozzéak meg ilyen egyértelmien a kimend valtozo értékét, ugyan
ahhoz a bemend valtozohoz esetrdl esetre kiilonb6zé kimend valtozod értéket tapasztalhatunk. Ez azért
lehetséges, mert a figyelembe vett bemend valtozok mellett még sok més, nehezen vagy alig figyelembe
vehet§ hatas is befolyésolja a kimeng valtozo értékét. Ezek a hatasok esetrdl estre valtozhatnak. Tudjuk
példaul, hogy a villamost szigora menetrend szerint inditjak a végallomésrol, de a 3-4. megall6 utan
maér jelentSs eltérést is tapasztalhatunk a beérkezés tényleges és a menetrend szerinti idépontja kozott.
Nyilvanvalo, hogy a tobbi jarmii forgalma, a le- és felszalld utasok szama, a jarmid vezetjének pillanatnyi
vezetési "stilusa", az idGjaras, stb. befolyasolja az érkezési id6t, de e tényezdk hatasa nehezen szam-
szertlsithets. A figyelembe nem vett, de befolyassal biré paraméterek hatasat nevezziik véletlen-nek, és
mondjuk azt, hogy a villamos beérkezési idejét a menetrend és a véletlen egyiittesen hatarozzak meg.
Ugyan ilyen értelemben mutat ingadozast egy automata gépsorrél lekeriil6 darab meérete, egy termék
élettartama, egy azonos koriilmények kozott megismételt mérés eredménye is.

Mérndki bevezets a valdsziniiség fogalmahoz. Tekintsiik az utas szaméara kedvezs V' eseménynek
azt, ha a villamos a megalloba a menetrendszerinti id6ponthoz képest a [0,+3] perc intervallumban



érkezik. Tegyiik fel, hogy rendszeresen, minden nap ugyanakkor kozlekediink, és megfigyeljik, hogy e
kedvezd V esemény bekovetkezik, vagy sem. Mondjuk, hogy n napon keresztiil végezziik a megfigyelést,
és ebbdl k alkalommal kovetkezett be a szamunkra kedvezs esemény. Ez a k szam az esemény bekovetke-
zésének gyakorisaga, a k/n hanyados pedig a relativ gyakorisaga. Abrazoljuk grafikonban a k/n relativ
gyakorisagot az n fliggvényében (lasd 1. &bra). Természetesen az abra diszkrét pontsort mutat, csak
azért kotottiik dssze a pontokat, hogy a tendencia jol lathato legyen. Tegyiik fel, hogy a V' esemény beko-
vetkezését befolyésolo tényezk naprol napra hasonloak, akkor feltételezhetjiik, hogy a relativ gyakorisag
is bizonyos foku stabilitast mutat: n névekedésével k/n értéke egyre kevésbé ingadozik. Ha n elegendSen
nagy, és igy az ingadozés kicsi, akkor jo mérnoki becsléssel berajzolhatunk az abraba egy atlagot: e koriil
ingadozik a relativ gyakorisag. Ezt az atlagot tekintheti a mérnck a V esemény p valészintiségének, és
ugy jelolik, hogy : P(V) = p. Tekintve, hogy 0 < k/n < 1, ezt a tulajdonsagot 6rokli a valoszintiség
is: 0 < p < 1. E magyarazat lényeges eleme, hogy hogyan definidljuk a V' eseményt. Ha az automata
gépsoron gyartott darab valamely méretét figyeljiik meg, akkor a szamunkra az a V esemény kedvezd,
ha a gyartott darab mérete beleesik a névleges méret + ttiréshatar intervallumba. Hasonloképpen fogal-
mazzuk meg a kedvezs eseményt a termék élettartam vagy a mérési eredmény értékelése esetén is. A
valoszintiség fogalméanak szemléletes bevezetése azt is sugallhatja, hogy ha n — oo, akkor k/n — p. Ez
a kozonséges konvergencia, amelyet a soroknal ismertiink meg, a jelen esetben ilyen szigoriian nem igaz.
Hogy mégis milyen értelemben beszélhetiink konvergenciarél, az a 4. fejezetben fog kidertiilni.
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1. abra. Valoszintiség, mint a relativ gyakorisag hatarértéke

Alapfogalmak. A valdsziniiségszamitéasban egy kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek
hivjuk. Az elemi események Gsszessége az eseménytér, altalaban -val jeloljik. A kisérlet kimenetelével
kapcsolatos kijelentéseinket €2 bizonyos részhalmazaival azonosithatjuk — ezeket eseményeknek hivjuk,
és nagybettivel jeloljik — az A esemény, mint részhalmaz, azokat (és csak azokat) az elemi eseményeket
tartalmazza, amelyek az esemény bekdvetkezését maguk utan vonjak.

Néhany jelolés: () a lehetetlen esemény — az tires halmaz — ami sohasem kovetkezik be, Q a biztos ese-
mény — a teljes eseménytér — ami biztosan bekévetkezik; és néhany mitvelet: A+ B jeloli azt az eseményt,
hogy az A és a B események koziil legalabb az egyik bekovetkezik — halmazelméleti szempontbol ez a két
halmaz AU B unioja, AB pedig azt, hogy az A és a B esemény egyszerre bekévetkezik — halmazelméleti
szempontbol ez a két halmaz A N B metszete, végill A az A esemény komplementere, amely pontosan
akkor kovetkezik be, amikor A nem — halmazelméleti szempontbol ez A Q-ra vonatkoz6 komplementere,
Q\ A. Hasonloképpen definialhatoé pl. események egy A, Ag,... sorozatihoz az Ay + As + ... ese-
mény, ennek jelentése, hogy a sorozatban szerepls események koziil legalabb az egyik bekovetkezik. Itt
is érvényesek a halmazmiiveleteknél mar megszokott atalakitasok, pl. az Gn. de Morgan azonossagok:
A+ B=A-B,és AB=A+B.



1.1. Megjegyzés. A széba jovd események dsszességét dltaldban F-fel jeloljik. Mélyebb matematikai
oka van annak, hogy F-be — a diszkrét Q) esetétdl eltekintve — nem vessziik be ) dsszes részhalmazdt.
F azonban mindig tartalmazza O-t, Q-t, és zdrt a fenti miveletekre, pl. ha Ay, As,--- € F, akkor
(A1+A2+...)€f.

Még a valdszintség fogalmdra van sziikségiink, ez egy P : F — R hozzéarendelés, amely tehat minden
szoba jové A eseményhez hozzarendel egy P(A) szamot, az esemény bekovetkezésének valoszintiségét.
A valosziniséget minden kisérletben mashogy kell meghatarozni, intuiciénk alapjan is posztulalhatjuk
azonban a kovetkezs axiomékat, amelyek mindig teljesiilnek: (I) minden A eseményre 0 < P(A4) < 1,
(IT) P(Q) =1, (III) ha az A, Ag, ... események egymast paronként kizarjak — azaz A;A; = () minden
i # j esetben — akkor P(A; + Ao +...) = P(A1) + P(42) +....

1.2. Példa (Klasszikus valoszintiségi mez8). Ha (i) Q egy véges halmaz, (ii) intuicionk alapjin az
elemi eseményeket egyenld valdszintségiieknek tekintjik. Ilyenkor tetszéleges A esemény valdszintségét a
P(A) = % képlettel hatdrozhatjuk meg, itt a nevezd a teljes eseménytér elemszama — "dsszes lehetdség”,
a szamldlo pedig az A-t megualdsito elemi események szama — "kedvezd lehetdségek”.

1.3. Példa (Geometriai valésziniiségi mezs). Ha (i) Q C R? valamely sikbeli tartomdny, és (ii) int-
dicionk alapjdn ezen a "valdszinidség egyenletesen oszlik el". Ekkor minden széba jovd A C Q) eseményre

P(A) = %—é;, azaz A terilete (kedvezd teriilet) osztva Q) teriiletével (teljes teriilet).

1.1.2. Feltételes valoszintiiség, fiiggetlenség.

Mérndki bevezets a feltételes valdszintiség fogalmahoz. Folytassuk a megfigyeléseinket a villa-
mosmegalloban, ahol esetenként talalkozunk egy cimborankkal, akivel egylitt szoktunk utazni. Legyen
tovabbra is ugy, hogy az n napon keresztiil folytatott megfigyelésbél k alkalommal érkezik villamos a
szamunkra kedvez§ intervallumban. Ebbdl a k alkalombol m alkalommal cimborank is megérkezik, és
egylitt utazunk. A cimborank beérkezésének relativ gyakorisaga, ha mar beérkezett egy villamos: m/k.
Ez a mennyiség egy feltételes relativ gyakorisig, hiszen feltételiink volt, hogy villamos méar beérkezett
a szamunkra kedvezd intervallumban. Az m/k tort bévithets: (m/n)/(k/n) alakara. Itt a szamlalo
a villamos és cimborank egyiittes beérkezésének relativ gyakorisaga, a nevezd a villamos beérkezésének
relativ gyakorisiga. Ez a hanyados magyarazza a feltételes valoszindség fogalmét: Legyen C' esemény
a cimborank beérkezése, P(C|V) jelolje cimborank beérkezésének valoszintiségét, feltéve, hogy a villa-
mos is megjott. Ez a feltételes valoszintiség (a relativ gyakorisagok példaja alapjan) egyenls az egyiittes
bekovetkezés valoszintisége osztva a villamos beérkezésének valoszintségével: P(C|V) = P(CNV)/P(V).

Mérnoki bevezets a fiiggetlenség fogalmahoz. Altalaban azt gondoljuk, hogy az el6z6 példa-
ban a villamos beérkezése és cimborank beérkezése nincs kapcsoltban egymassal, fiiggetlenek egyméastol.
Vagyis cimborank beérkezésének valoszintisége, feltéve, hogy a villamos is beérkezett, ugyan akkora, mint
cimborank beérkezésének valoszintisége a feltétel nélkiil: P(C|V) = P(C). Ezt beirva a feltételes valo-
szintiség definiciojaba, azt kapjuk, hogy P(C)- P(V) = P(C'NV). Szavakban: az egyiittes bekovetkezés
valoszintsége egyenld a valoszintségek szorzataval, ha a két esemény fiiggetlen.

Alljon itt még egy példa a feltételes valoszintiség és a fiiggetlenség fogalmanak szemléltetésére. 365
reggelen keresztiil figyeljiik meg az id6jarast Budapesten és Didsdon. Legyen B illetve D az az esemény,
hogy Budapesten, illetve Diosdon esik az es6 (az adott reggelen). A 365-bél rendre kp, illetve kp
alkalommal figyeliink meg es6t Budapesten, illetve Diosdon; ennek megfelelGen az egyes valoszintiségeket
P(B) =~ kp/365, illetve P(D) ~ kp/365 kozeliti. Ha kpp-vel jeloljiik azon reggelek szamat, amikor
Budapesten és Didsdon egyarant esik az es@, akkor nyilvan kgp < kp, de nem lehet kpp sokkal kisebb
kp-nél, hiszen ha Budapesten esik az esd, akkor altaldban Diosdon is esni szokott. Ennek megfelelgen azt
tapasztaljuk, hogy kp-kp < kpp, tikrézve, hogy P(BND) > P(B)-P(D), illetve P(D|B) > P(D) —ez a
két esemény nem fliggetlen egymastol. Ha D helyett azt az M eseményt tekintenénk, hogy Melbourne-
ben esik az es6 (ugyanazon a reggelen, ami ott estét jelent...) — akkor az M és a B eseményeket



fliggetlennek talalnank, kp - kas =~ kg teljesiilne, hiszen Budapest és Melbourne idGjarasat nagyjabol
fiiggetlennek tekinthetd koriilmények alakitjak, és igy P(BN M) = P(B) - P(M)-re, a két esemény
fiiggetlenségére szamithatunk.

Feltételes valosziniiség, fiiggetlenség — matematikai targyalas. Tegyiik fel, hogy P(B) # 0,
egyébként legyenek A és B tetszlleges események. Ekkor A feltételes valdszinisége B bekivetkezése
mellett:

P(AB)

P(B) -

A fogalom jelentése: ha tudjuk, hogy B bekovetkezett, mi a valoszintsége, hogy (B mellett még) A is
bekovetkezett.

Az A és B események fiiggetlenek, ha

P(A|B) =

P(AB) = P(A)P(B).
Egy fontos észrevétel. Tegyiik fel most, hogy P(A) # 0 és P(B) # 0. Ekkor
A és B fiiggetlenek <= P(A) = P(A|B) és P(B) = P(BJA).

Ezek alapjan: A és B fiiggetlenek, ha A bekdvetkezése nem befolydsolja B wvaldszintdségét. Masképp
fogalmazva, ha tudjuk, hogy A bekovetkezett, semmi plusz informéciot nem nyeriink B esélyére vonat-
kozoan (hiszen B valoszintiségét A bekovetkezése mellett pontosan ugyanannyinak szamolnank, mint
ezen informacio nélkiil).

1.4. Megjegyzés. A kizdaré események és a fiiggetlen események fogalmdt ne keverjik 6ssze! Ha A és
B kizdré események, azaz AB = 0, akkor P(AB) = 0 — vagyis a fiiggetlenség semmiképp sem teljesiil-
het, ha pozitiv valdszindségld eseményekrdl van szo. Mdsképp megfogalmazva: ha A és B kizdréak, A
bekovetkezésével nagyon sok informdcidt nyerink B esélyeire vonatkozdlag...

Bayes tétel. Sokszor bizonyos feltételes valoszintiségeket konnyebb kiszamolni, mint magukat a valo-
szintiségeket. Egy a gyakorlatban el6fordulo szituacio: a B eseményt kiilonb6zd okok el6zhetnek meg.
A kivalté okokat tekinthetjiik egy teljes eseményrendszer elemeinek: az A;, As, ... A, események teljes
eseményrendszert alkotnak, ha (i) A1 + As +---+ A, = Q, (ii) A;A; = 0 minden i # j parra. Szavak-
ban kifejezve, az A; események koziil legalabb egy biztosan bekovetkezik, de egyszerre ketté semmiképp
sem koévetkezhet be. Ha konnyen ki tudjuk szamolni a P(A4;)-ket (az egyes okok valdszintdségeit), il-
letve a P(B|A;)-ket (B esélyét az egyes megel6z6 okok bekovetkezése mellett) akkor kézenfekvs a teljes
valdsziniség tétele néven ismert képlet:

P(B) = <Z P(BA;) => > P(BlA)P(4).

Az alkalmazasok szempontjabol legalabb ennyire fontos a kovetkezs kérdés. Az Ai,..., A, teljes ese-
ményrendszer egyes elemeinek a valoszintiségére vagyunk kivancsiak, de azon informécio birtokdban, hogy
a B esemény bekovetkezett. Masképp fogalmazva: az A, ..., A, lehetGségek esélyeit miképp véltoztatja
meg az a tény, hogy B bekovetkezett? Vagyis P(Ag|B)-re vagyunk kivancsiak. Némi szamolassal adodik
Bayes tétele:

P(AB) = (P (BA) :> P(BI A1) P(Ar)

P(B) Yoim1 P(BlA)P(Ai)

1.5. Megjegyzés. Mieldit elszornyilkodnénk ezeken a képleteken, egy tandcs a teljes vszg. tétele/Bayes
tétel feladatok megolddsihoz. Készitstink dgrajzot, ezen dbrdzolva a B-t megvaldsitd n lehetdséget. Az
egyes dgakra irjuk rd felilre az el6zmények valdszindségeit (P(A;)), alulra pedig B esélyét az adott eldz-
mény mellett (P(B|A;)). Az egyes dgak silydt ezen szamok szorzata adja. A teljes vszg tétel jelentése:
mi az dgak sulya dsszesen? A Bayes tétel jelentése: mi a k-adik ag relativ sulya az dsszes dg siulydhoz
képest?



1.2. Kidolgozott példak

1.1. Kidolgozott Feladat. A wvaldsziniségszamitas eqy fontos miszaki alkalmazdsa, amikor egy tobb
részbdl dllo rendszer megbizhatdsdgdt vizsgdljuk, ismerve az egyes alkotoelemek mikodési valdsziniségeit,
valamint kapcsoldoddsi hdldjukat — gondolhatunk példdul egy elektromos dramkérre.

(a) A sorba kapcsolt A és B kapcsoldkat az id6 65, illetve 75 %-ban zdrjuk. Feltételezve, hogy a kapcsoldk
mukdodtetése fliggetlen, az idd hany szdzalékdaban folyik dram a teljes rendszeren?

(b) Helyezziik most el az Ay, Ay és Az kapcsoldkat az aldbbi dbra szerint, és tartsuk zdrva ezeket egy-
mdstdl fiiggetlenil rendre P(A1) = 0,9, P(A3) = 0,8 és P(A3) = 0,7 valdszintségekkel. Mi a teljes
dramkor zdardsdnak valdszinisége?

ABRA
Megoldas.
(a) A kovetkezSképp gondolkodhatunk:
P(aramkor zarva) = P(A zarva és B zarva) = P(A zarva) - P(B zarva) =

= 0,65-0,75 =0, 4875,

ahol az elsé egyenlGségnél a kapcsolok soros kapcesolasat, a masodiknal fliggetlenségiiket hasznaltuk.
Tehat az aramkor az id6 48, 75 szazalékaban van zarva.

(b) Hasznalni fogjuk az alabbi, tetszGleges A és B események tnidjanak valoszintiségére vonatkozo for-
mulat (az an. szita formula legegyszertbb esete):

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(A-B). (1)

Visszatérve a feladathoz, az aramkor akkor van zarva, ha vagy az A; kapcsolot zarjuk, vagy az Ao
és As kapcsolokat egyszerre zarjuk. Ezt a tényt, majd az (1) formulat, végil pedig a kapcsolok
fiiggetlenségét hasznalva:

P(aramkor zarva) = P(A; vagy (A2 és Az)) = P(A1) + P(As és A3) — P(A; és (A és A3z)) =
= P(A1)+ P(A2)P(A3) — P(A1)P(A2)P(A3) =
— 0,940,8-0,7—0,8-0,8-0,7=0,956.

Ellendrzésképp: a kapott valoszintiség nagyobb 0,9-nél, A; zarasanak valoszintiségénél, megfelelGen
annak, hogy ha A;-t zarjuk, akkor az dramkor is biztosan zarul.

1.6. Megjegyzés. Az (1) formula levezetéséhez csak annyit kell haszndlnunk, hogy kizdré esemé-
nyek unidjdra a valdsziniség dsszeadodik:

P(A+B) = P(A-B)+P(A-B)+P(A-B) =
(P(A-B)+P(A-B))+ (P(A-B)+P(A-B)) —P(A-B) =
= P(B)+ P(A) - P(A-B).

1.2. Kidolgozott Feladat. Feldobunk két szabdlyos dobdkockdt, egy pirosat és eqy kéket. Tekintsik a
kovetkezd eseményeket:

A = { A piros dobokockdn pdros szdm dgll. } B = { A két dobds osszege tiz. }

C = { A két dobds eredménye azonos. } D = { A piros dobokockdn pdratlan szdm dll. }

E = { A kék dobokockdn pdratlan szdm dll. }



(a) P(B) =%, P(C)="*
(b) P(A|B)=?
(¢) A B, C, D és E események kiziil melyiktdl figgetlen A, és melyiktsl nem?

Megoldas. A kisérlet eredményét megadhatjuk, ha megmondjuk, milyen szam &ll az egyes kockakon.
Ennek megfelel6en az eseménytér:

Q={@,j)li=1,....6;5=1,...,6}

ahol i, illetve j a piros, illetve a kék kocka eredménye. Tehét klasszikus valdszintiségi mezével van
dolgunk, és a valoszintiségek szamolasanal a nevezé minden esetben |2 = 6 - 6 = 36.

(a) B = {(4,6),(5,5), (6,4)} tehat |B| = 3 és igy P(B) = 3/36 = 1/12. C = {(1,1),...,(6,6)} igy
IC| = 6 és P(C) = 1/6.

(b) Mivel P(A|B) = % és itt a nevez6t mar az imént kiszamoltuk, ezért a szamlalot kell megha-
tarozni. Ehhez AB = { A piros kockan péros szam all, és a dobasok dsszege 10.} = {(4,6), (6,4)}.

Tehit P(AB) = 2/36 = 1/18 & P(A|B) = ¢35 = 2/3.

Masképp gondolkodva: a B-t megvalosité 3 elemi esemény koziil pontosan 2 valositja meg A-t is,
igy A esélye, ha tudjuk, hogy B bekovetkezett, 2/3.

(c¢) Ehhez elészor A = {(1,2),...,(6,2),(1,4),...,(6,4),(1,6),...,(6,6)} tehat |A| = 18 és P(A) = 1/2.
Az el6z6 részfeladatok alapjan P(A)P(B) # P(AB) tehat A és B nem fliggetlenek. Ugyenez latszik
abbol is, hogy P(A|B) # P(A) — pozitiv valoszintségi eseményekrdl van sz6. (Ha B-rél tudjuk,
hogy bekovetkezett, inkabb fogadnank A-ra, mint ha nem tudnank semmit).

AC = {(2,2),(4,4),(6,6)} és igy P(AC) = 1/12, amibsl P(AC) = P(A)P(C), tehat A és C
fliggetlenek.

P(D) = 1/2 és P(FE) = 1/2 ugyantgy adodik, mint P(A). Ugyanakkor nyilvin AD = 0, tehat
P(AD) = 0, vagyis A és D nem fliggetlenek (emlékeztets: pozitiv vszg-ii kizaro események nem
lehetnek fiiggetlenek). Masrészt AE = {(1,2),(3,2),(5,2),(1,4),(3,4),(5,4),(1,6),(3,6),(5,6)} és
igy P(AE) = 1/4, vagyis P(A)P(E) = P(AE), tehat A és E fiiggetlenek.

1.3. Kidolgozott Feladat. Egy urndban tapintdsra megkilonboztethetetlen, 1-t6l 90-1g szdmozott cé-
duldk vannak, ezek kizil a 8,19,23,64 és 74 szdmiak feketék, a tébbi fehér. Belenyulunk az urndba, és
kihizunk (visszatevés nélkil) 5 céduldt. Mi a valdszintsége, hogy a kihizottak kozott pontosan k fekete
(k=0,1,...,5)? (Hogy hivjdk ezt a jdtékot mds néven?)

Megoldas. Elgszor el kell donteniink, mik legyenek az elemi események. Kézenfekvd valasztés, ha azt
tekintjiik egy elemi eseménynek, hogy megmondjuk, melyik a kihtzott 6t cédula. Ezzel a konvencio-
val eltekintiink a céduldk huzdsdnak sorrendjétél. Lényeges, hogy ezt végig tartsuk észben. Az elemi
események tehat az {1,2,3,...,90} halmaz Stelem( részhalmazai, azaz

Q={{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},...,{86,87,88,89,90} }.

Fontos latni, hogy pl. {1,3,6,8,10} és {6, 10, 3,8, 1} ugyanaz az elemi esemény.

Jeloljiik Ag-val azt az eseményt, hogy pontosan k talalatunk van (k =0,1,...,5).

Az Gsszes lehetSségek szama, ahanyféleképpen ki lehet valasztani 90 elembdl 5-t, tehat |Q| = (950).
Minden esetben ez lesz a nevezd.

A szamlalok szamolasahoz | Ag |-t kell meghatarozni. Nyilvan As = {{8,19,23,64,74}} ésigy |As| =1,
P(45) = (950)_1. A t6bbi |Ag|-hoz azt kell kiszdmolni, hany olyan részhalmaza van az {1,2,...,90}



halmaznak, amely a {8,19, 23,64, 74} halmazbol pontosan k elemet tartalmaz, ennek komplementerébsl
pedig pontosan (5 — k) elemet. Mivel egy 6telemt halmaz k elemd részhalmazainak szama (2), egy 85
elemi halmaz (5 — k) elem részhalmazainak szdma pedig (58_5k), adodik

ad= (1) (%) = %

5
1.4. Kidolgozott Feladat. Vdlasszuk az

a 1
=l
szimmetrikus mdtriz a és d elemeit egyenletes eloszldssal, egymdstdl fiiggetleniil az [1/2, 2] intervallumbdl.
Mi a valdszinidsége, hogy det A > 07

ABRA
Megoldas. Mivel az a és a c elemeket fliggetleniil és egyenletes eloszlassal valasztjuk, geometriai valo-
szintiségi mezdvel van dolgunk, az eseménytér:
0=1[1/2,2] x [1/2,2]; aholaz (a,d) €

par els6 és masodik tagja az A véletlen matrix (1/2 <)a(< 2) illetve (1/2 <)d(< 2) diagonalis elemeit
jeloli.  Jeloljiik C-vel a det A > 0 eseményt. P(C) szamolaséhoz a teljes teriilet nyilvan: ¢(Q2) =
(2 —1/2)? = 2,25. A hasznos teriilethez a

O ={(a,d) € Qdet A > 0} = {(a,d) € [1/2,2] x [1/2,2] | ad > 1}

tartomany teriiletét kell kiszamolni, egyszertibb azonban C teriiletének szamoléasa, ugyanis ezt a halmazt
az 1/2 < a <2;1/2 < d < 1/a egyenl6tlenségek jellemzik, és igy integralassal:

\w
SHN

t(C) = da—1,5-1/2=2In2 -0, 75.
0,5
Veégiil
_ 2In2 — 0,75
P@U=1—P@U=1——35%L—z0jnz

1.5. Kidolgozott Feladat. Egy kikotohéz 24 ords iddtartamon beliil véletlen idépontban két hajo ér-
kezik. Az elébb érkezdn régton megkezdik a rakoddst, amely két ordig tart. Ha a mdsodik hajo akkor
érkezik, amikor az elsdn még rakodnak, akkor vdrakoznia kell a rakodds befejezéséig. Mi a valdszinisége,
hogy sziikség lesz vdrakozdsra?

Megoldas. Geometriai valoszintségi feladatrol van most is sz6: jeloljiik a-szel és y-nal (6ra egységekben)
az egyes hajok érkezésének idépontjat. Ekkor az elemi események leirhatok, mint (z,y), 0 < @ < 24,
0 < y < 24 pontparok: az ) eseménytér egy 24 egységnyi oldalhosszusagu négyzet. Jeloljik A-val azt
az eseményt, hogy sziikség van varakozéasra. Ez akkor és csak akkor fordul el§, ha a két hajo érkezési
idépontja kozott kevesebb, mint 2 ora a kiilonbség, vagyis ha | — y| < 2. A megfelel§ tartomanyt a ...
abran satirozassal jeloljik. Konnyen lathato, hogy a komplementer tartomany el6all, mint két diszjunkt,
derékszogli egyenls szart, 22 egységnyi befogoju haromszog. Igy:
2

22
P(A) =1~ 55 ~0,1507.



1.6. Kidolgozott Feladat. 6 doboz mindegyikében 6 cédula van, ezek kézil rendre 1,2,...,6 fekete, a
tobbi fehér. Feldobunk egy szabdlyos dobdkockdt, ha a dobds eredménye k, a k-adik dobozbdl hizunk egy
céduldt.

(a) Mi a valdsziniisége, hogy a kihizott cédula fekete?

(b) tegyiik most fel, hogy fekete céduldt hiztunk, és a szomszéd szobdban levd bardtunknak csak ennyit
drultunk el a kisérletrdl. Bardtunk szerint mi a valdszinisége annak, hogy hatost dobtunk?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezd eseményeket:

Aj := { a kockaval k-t dobunk } = {a k-adik dobozbol hizunk}; k£ = 1,...,6; tovabba B := {a
kisérlet végén fekete cédulat huzunk.}

Az Ay; k=1,...,6 események teljes eseményrendszert alkotnak, és nyilvan P(Ay) = 1/6 mindegyi-
kiikre. P(B|Ay) annak valoszintisége, hogy a k-adik dobozbol fekete cédulat hizunk: mivel az ebben a
dobozban talalhato 6 cédula koziil pontosan k fekete, konnyen adodik P(B|Ag) = %.

(a) A teljes valoszintség tétele szerint:

6
P(B) =) P(B|4;)P(4))

=1

142446 6-(6+1) 7

36 2-36 12°

(b) A feladat kérdése: P(Ag|B) =? Ezt Bayes tételével szamolhatjuk:

_ P(B|A)P(P(Ag))  1-1/6 2
P(Ao|B) = JGD(B) — = 12 T

1.7. Kidolgozott Feladat. Magyarorszigon minden tizezredik lakos HIV fertézott. A fertdzittség szi-
résére AIDS tesztet haszndlnak, ami az esetek kis %-dban sajnos téved. Konkrétan, az egészséges emberek
tesztjeinek 1%-a pozitiv, illetve a fertdzott emberek tesztjeinek 1,5%-a negativ. Jancsi Bdcsi tesztje sajnos
pozitiv. Mi a valdszindsége, hogy Jancsi Bdcsi valdban fertdzitt?

Megoldas. Vezessiik be a kovekez§ eseményeket:

Ay = { Jancsi bacsi HIV fertézott. }, As = A; = { Jancsi bacsi nem HIV fertézott. }

B = {Jancsi bacsi tesztjének eredménye pozitiv.} Végiil B = {Jancsi bacsi tesztjének eredménye
negativ.}

A feladat kérdése: P(A;|B) =7 Bayes tételét fogjuk hasznalni.

Nyilvan A; és Ay teljes eseményrendszert alkotnak. Mivel Jancsi bacsirol (a teszt elvégzése el6tt)
semmi informéacionk nincsen, igy 6 a magyar tarsadalom egy véletlenszerten valasztott tagjanak tekint-
hets, és igy:

P(A;) =0,0001; P(A3) =1— P(A1) =0,9999.

Meg kell még hatérozni P(B|A;)-t és P(B|Az)-t. P(B|A3) annak valoszintisége, hogy egy egészséges
embert fert6zottnek mutasson a teszt, a feladat szovege alapjan P(B|A2) = 0,01. A maésik, feladat
szovegébdl kozvetleniil kiolvashaté valoszintiség P(B|A;) = 0,015, annak esélye, hogy egy fert6zott
embert egészségesnek mutat a teszt. Ebbdl:

P(B|A)) =1— P(B|A;) = 0,985.
Most alkalmazhatjuk Bayes tételét:

P(B|A1)P(A1) B 0,985 - 0,0001
(B|A1)P(A1) + P(B]A2)P(As) 0,985 -0,0001 + 0,01 - 0,9999

P(41|B) = 5 ~ 0,00975;

tehat kevesebb, mint 1 %!



1.3. Gyakorl6 feladatok

1.8. Feladat. Egy medencét egy hideg- és eqy meleguizes csapon keresztiil lehet feltolteni. A H esemény
jelentse azt, hogy a hideguvizes csapon keresztil folyik a viz, az M pedig azt, hogy a meleguvizes csapon
keresztiil. Irjuk le miveletekkel, melyik az az esemény, amikor (a) csak a hideguizes csapon keresztiil
folyik a viz; (b) egyik csapon keresztil sem folyik viz; (c) pontosan egy csapon keresztil folyik a viz; (d)
legaldbb az egyik csap el van zdrva. (Esetenként tobb ekvivalens alak is lehetséges.)

1.9. Feladat. Tekintsik a ... dbra dramkorét. A kapcsoldkat egymdstol fiiggetlendl 0,8 valdszinidséggel
zarjuk. Milyen valdszintdséggel van zdrva az dramkor?

ABRA

1.10. Feladat. Feldobunk 3 szabdlyos érmét: egy 20, eqy 50 és eqy 100 Ft-ost. Tekintsik a kévetkezd
eseményeket:

A = { A 20 Ft-os Fej oldalra esik. } B = { Az eredmények kézitt pontosan kettd Irds. }

C ={ A 100 Ft-os és az 50 Ft-0s érme azonos oldaldra esik. }

(a) P(A) =? (b) P(A|B) =? (c) Fiiggetlen-e egymdstol az A és a C esemény?

1.11. Feladat. 32 lapos magyar kdrtydbdl hizunk két lapot.
(a) Feltéve, hogy a két lap egyike sem piros, mi a valdszindsége, hogy szerepel koztik a tok dsz?

(b) Fiiggetlenek-e az aldbbi események? Indokoljuk a vdlaszt!
A = {A két lap kozott szerepel piros.} B = {A két lap kozott szerepel a tok dsz.}

1.12. Feladat. 5 napos szabadsdgunk alatt a hitdszekrény akkor és csak akkor mikodik, ha az A és B
akkumuldtorok kozil legaldbb az egyik be van kapcsolva. Az A akkumuldtor a szabadsdg kezdetétdl folya-
matosan mikodik, majd a 3. napon 0 és 12 dra kézétt véletlen idépontban kikapcsol. A B akkumuldtor
ugyanebben az iddintervallumban véletlen iddpontban bekapcsol, és hazatértinkig folyamatosan mikodik.
A hitében tdrolt his akkor és csak akkor romlik meg, ha legaldbb 6 drdig nincs hités. Mi a valdsziniisége,
hogy hazatérve romlott hist taldlunk a hitdben?

1.13. Feladat. Zabhegyezéstanbol — mint minden tdrgybol — a puskdzds csak rontja a vizsgdzok esélyeit:
akik csalnak, 30 % eséllyel mennek dt a vizsgdn, a becstiletesek 60 % eséllyel sikeresek. Ennek ellenére a
vizsgdzoknak pontosan a fele puskdzik. Kukutyin Kdzmérrdl csak annyit tudunk, hogy dtment a vizsgdn.
Mi a valdszinisége, hogy puskdzott?

2. Valészintiségi valtozok

2.1. Elméleti 6sszefoglalo
2.1.1. Valo6szintiségi valtozok.

Mérndki bevezetd a valoszintiségi valtozé fogalmahoz. A véletlen fogalmanak mérnoki megfogal-
mazasakor példaként hasznaltuk azt az idépontot, amikor egy villamos beérkezik egy megalloba. A koz-
vetlen megfigyelés alapjan azt a kovetkeztetést vontuk le, hogy ezt az idSpontot a véletlen és a menetrend
egylittesen hatarozzak meg. A mérnoki gyakorlat sok ilyen tipusi valtozot ismer: példaul egy szerkezeti
anyag szakitoszilardsaga azonos gyartastechnologia mellett is ingadozik, szigorti mindségbiztositasi fel-
tételek mellett elGallitott termék élettartama is valtozik, azonos koriilmények kézott végrehajtott mérés
eredménye is esetrdl esetre kiillonbo6z6 lehet. Az olyan valtozokat, ahol a valtozo értékét a figyelembe
vett koriilmények nem hatarozzék meg egyértelmien, valoszintségi valtozoknak nevezziik. A korabban



felsorolt valtozok egy intervallumon beliil barmilyen értéket felvehetnek, ezeket folytonos valésziniiségi
valtozoknak hivjuk. De a miiszaki gyakorlatban gyakoriak az olyan valoszintiségi valtozok is, amelyek
csak diszkrét értékeket vesznek fel. Egy mthelyben egy adott idgszak alatt meghibasodd gépek szama,
egy szallitasi tételben a selejtes darabok szama, egy telefonkézpontba percenként befut6é hivasok szama,
egy weblapot idGegység alatt felkeresSk szama, stb. ilyen diszkrét valtozo. Ahhoz, hogy a véletlensze-
riien ingadoz6 valészintiségi valtozokbol a mérnoki gyakorlatban hasznalhato kdvetkeztetéseket tudjunk
levonni, mas modszereket kell hasznalnunk, mint a determinisztikus valtozok esetén. Ehhez sziikséges
megismerniink az eloszlas- és stirtiségfiiggvény, tovabba a varhato érték és a szoras fogalmat.

Mérndki bevezets az eloszlasfiiggvény fogalmahoz. Vegyiink egy L hosszisaga, homogén, prizma-
tikus rudat, és a két végére hato hizoerdvel szakitsuk el. Most ne foglalkozzunk a befogés kornyezetében
torvényszerien felléps fesziiltségtorzulasokkal, és tekintsiik tigy, hogy a rid minden keresztmetszete
ugyanolyan fesziiltségi allapotban van. A tett feltételek miatt minden keresztmetszet egyformén ve-
szélyes, igy a szakadas helye véletlenszerti. A rud egyik végpontjatol mérjiik meg a szakadas helyét,
legyen ez a & jeld, tavolsag mértékegységii valoszintiségi valtozd. Hajtsunk végre n szakitési kisérletet,
a szakadasi helyek sorozata: £1,&s,...&,. Rajzoljuk meg a kivetkezd grafikont: az x fiiggetlen valtozot
mérjiik a rad hossztengelyének irdnyaban: 0 < z < L. Rogzitsiink egy tetszéleges x értéket, és szamoljuk
Ossze, hogy hany rad szakadt el a [0, ) intervallumban (vagyis az x-t6l "balra"), jelolje ezt a szamot
k;. Minden z fiiggetlen valtozohoz mérjik fel a k,/n relativ gyakorisagot. Nyilvan, hogy ha = < 0,
akkor k,/n =0, ha z > L, akkor k,/n = 1. Egy adott méréssorozat ismeretében megrajzolhatjuk ezt az
abrat (lasd a 2. abrat), amely nyilvanvaloan lépcsds fliggvény lesz, minden szakadési helyen athaladva
k; értéke ugrik. Feltételezhetjiik, hogy ha a mérések szadma novekszik, akkor a 1épcsds fiiggvény egy
folytonos fiiggvény felé tart. Ha n — oo akkor k, /n kozeliti a p, valoszindséget: annak az eseménynek
a valoszintségét, hogy a szakadéas helye kisebb, mint x, ezt gy jeloljiik, hogy P(§ < z). Az el6bbiek
alapjan nyilvanval6, hogy ez az érték z-t6l fligg, tehat P(§ < z) = F(x). Ezt az F(x) fiiggvényt hivjuk
eloszlasfiiggvénynek. Az eloszlasfiiggvény fontos tulajdonsaga, hogy ismeretében meg tudjuk mondani
egy adott [a,b] intervallumba esés valoszintségét: Pla < £ < b) = F(b) — F(a).

09 ==

08 -
2 07
@ .
5 06
£
S 05
o
Z 0.4 —
5
® 03

0,2

0,1

2. dbra. Az eloszlasfiiggvény szemléletes szarmaztatasa

Mérndki bevezetd a stirtiségfiiggvény fogalmahoz Az eloszlasfliggvény grafikonja nem nyujt szem-
léletes képet a valosziniiségi valtozo "eloszlasarol": példaul ranézésre nem koénnyd megéllapitani, hogy
azonos hosszusagu intervallumok koziil, melyik intervallumba esik nagyobb valészintiséggel a valtozo.
Szemléletesebb képet kapunk, ha stirtiségfiiggvényt szerkesztiink az alabbi modon. Egy megfigyelésso-
rozat végén rendelkezésiinkre all a &1, &9, ...&, szamsorozat, mint a & valdszintségi valtoz6 megvalo-
sult értékei (példaul a rudszakadés helyei). Nevezziik ezt a szamsorozatot mintanak. A legkisebb és
a legnagyobb mintaelemmel hatéarolt intervallumot osszuk fel Axi, Axa, ..., Axg részintervallumokra.
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Szamoljuk meg, hogy a £1,&s,...&, elemekbdl hany darab esik az els6, a méasodik, stb. a K-adik ré-
szintervallumba. Ezeket a szamokat, az egyes a részintervallumokba esés gyakorisagait, a tovabbiakban
v, Vs, ... vk -val jeloljik. Rajzoljunk a részintervallumok f6lé olyan lépcsdsfiiggvényt, hogy minden
részintervallum feletti teriilet legyen egyenls a részintervallumba esés relativgyakorisagaval (lasd a 3.
abrat). Egy-egy teriilet nagysaga v;/n, a Ax; alaphossz f6lé igy v;/(nAx;) magassaga lépcsét kell
rajzolnunk. Az igy kapott lépcsGsfiiggvényt nevezziik tapasztalati strtiségfiiggvénynek, jele f,(z). Ha
mintaelemek szaméat noveljiik és a Ax részintervallumok hosszéat cstkkentjiik, akkor a lépcsés fiiggvény
egy folytonos fiiggvényt kozelit. Nevezziik ezt a fliggvényt strtségfiiggvénynek. Ez a fiiggvény olyan
tulajdonsagu, hogy [a,b] intervallum feletti integralja egyenls az intervallumba esés valoszintiségével.
Ezt Gsszevetve az eloszlasfiiggvény definiciojaval, lathatjuk, hogy a stirtségfliggvény az eloszlasfliggvény
derivaltfiiggvénye. El6nye, hogy szemléletes képet ad a valoszintiségi valtozo eloszlasardl: ha egyenls
hosszisagu részintervallumokra osztjuk fel a valoszintségi valtozo értékkészletét, akkor a valtozo abba
az intervallumba esik nagyobb valoszintiséggel, amely feletti teriilet nagyobb.

0,3

0,25

02
X 015
=

0.1

0,05

3. abra. A stirtiségfiiggvény szemléletes szarmaztatasa

Matematikai értelemben valoszintiségi valtozoknak hivjuk az X : Q — R (mérhetd) fiiggvényeket.
A gyakorlatban ez véletlen szdmot jelent. Természettudomanyos vagy miszaki hattérrel pedig ugy is
gondolhatunk ra, mint egy mérési eredményre — egy mennyiségre, aminek az értéke fiigg a kisérlet
kimenetelétdl, és igy a véletlentSl. A valoszintiségi valtozokat altalaban latin nagybetikkel (X,Y, Z,...)
vagy gorog kisbettikkel (£,7,¢,...) szoktuk jeldlni.

Az eloszlasfiiggvény egy minden valoszintiségi valtozora értelmezhets, azt jol jellemzé F : R — R
fliggvény, melyet a kovetkezSképp definiadlunk:

F(z)(= Fe(x)) == P(§ < ), Vr € R,

ahol £ a szoban forgd valoszintiségi valtozo. Fontos latni a € és az x kozti kiilonbséget: £ egy véletlen
szam, x pedig egy (tetsz6leges moédon) rogzitett, véletlentsl nem fiiggd érték. Az eloszlasfiiggvény alabbi
tulajdonsagai intuicié alapjan kénnyen végiggondolhatoak:

(F1) 0< F(z) <1, Vz eR;
(F2) F(x) monoton névé fiiggvény: Vg < xo @ F(x1) < F(x3);
(F3) lim F(x) =0, lim F(z) =1;

r——+0o0

(F4) F(x) balrol folytonos: lim F(x) = F(a), Va€R.

r—a—0

11



2.1. Megjegyzés. Bizonyithatd az is, hogy minden (F1)-(F4) tulajdonsdgokkal rendelkezé F : R — R
fiiggvényhez taldlhato valdsziniségi vdltozd, amelynek F(x) eloszldsfiggvénye. Tehdt ezek a tulajdonsdgok
pontosan karakterizdljdk az eloszldsfiigguényeket.

Az eloszlasfiiggvény jelentGsége, hogy segitségével megfogalmazhatok a valoszintiségi valtozora vonatkozo
kijelentések, példaul annak valészintisége, hogy £ egy adott intervallumba essen:

Pla<&<b)=Fe(b) — Fe(a), Va<b.

Diszkrét valoszintiségi valtozo olyan véletlen mennyiség, amely csak véges vagy megszamlalhatdéan
végtelen sok kiilonbozé értéket vehet fel. Legyenek ezek az értékek rendre az xq,x2,... valos szamok.
Diszkrét valoszintiségi valtozo fontos jellemzGje a valdsziniség-eloszlds:

Pk ::P(§:xk), k= 1,2,...
melynek alaptulajdonsagai:

o0 n
(p2) > pr =1 (véges sok — n —kiilonb6z6 érték esetén persze Y pr = 1).
i=1 i=1
Diszkrét valoszintiségi valtozo F' : R — R eloszlasfiiggvénye lépesés fliggvény: azaz F(x) a véges (vagy
megszamlalhato végtelen sok) xy értéktdl eltekintve konstans, az xj pontokban pp nagysagu pozitiv
ugrasai vannak, és persze a fenti (F4) értelmében itt is balrol folytonos.
Abszolut folytonos valoszintiségi valtozo esetén ezzel szemben nemcsak hogy F'(z) folytonos Va € R-
re, hanem (esetleg néhany kivételes ponttol eltekintve) differencialhato is. Pontosabban, létezik egy
f R — R fliggvény, a valoszintiségi valtozd sdriségfigguénye, hogy:

F(a:):/f(t)dt; Vz € R.

A sirtségfiiggvény ugyanazt a szerepet tolti be abszolut folytonos esetben, mint a valoszintiség-eloszléas
diszkrét esetben. Alaptulajdonsagai:

(f1) 0 < f(=), Vz € R;
(£2) _T Fz)dz = 1.

2.2. Megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy vannak olyan valdszintségi vdltozdk, amelyek se nem
diszkrétek, se nem abszolut folytonosak. Ez nem csupdn matematikai absztrakcid, ilyen véletlen mennyi-
ségek eldfordulnak a természettudomdnyos és a miszaki alkalmazdsokban is — szoros kapcsolatuk van
példaul a fraktalokkal — tdargyaldsuk azonban meghaladja ennek az dsszefoglalonak a kereteit.

2.1.2. Varhat6 érték, szoras.

Mérnoki bevezetd a varhato érték fogalmahoz. Amint a pontos matematikai megfogalmazéasbol
kideriilt, egy valosziniiségi valtozé minden jellemz8je kiszamithato az eloszlasfiiggvénybsl (vagy a si-
riiségfiiggvénybdl). Sajnos e két fliggvény megismerése, vagy statisztikai adatokbol valo becslése sok
kisérletet és (az eloszlasra vonatkozo) ellenérzendd feltevést kivan. Szamos esetben meg kell elégedniink
ennél kevesebb informacioval. Bizonyos esetekben elegendd, ha meg tudjuk mondani, hogy mely érték
koriil ingadozik véletlenszertien a szoban forgd valtozo, és tudunk értéket mondani az ingadozas mérté-
kére. Az ingadozas kézépeként természetes modon a megfigyelt értékek atlagat szokas tekinteni. Az itt
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kovetkezé mérnoki gondolatmenet megmutatja, hogy hogyan juthatunk el az atlagtol a varhato érték
fogalmahoz.

A siirtiségfiiggvény bevezet§jében mondottakhoz hasonldéan, mondjuk, hogy rendelkezésiinkre all a
&1,&2, ... &, szamsorozat (minta). Ennek szamtani atlaga:

1 n
ga = E;gz

Egy Ax; intervallumba es6 mintaelemek Osszegét kozelitSleg ugy is kiszamithatjuk, hogy az inter-
vallum z; kozépértékét szorozzuk az intervallumba esé mintaelemek v; szdméaval. Ezeket a szorzatokat
Osszegezziik az Osszes intervallumra, igy a mintaelemek 6sszegének kozelitését kapjuk.

n K K K
1 1 V;
§a = — E gz ~ — E ViTt; = E X A—JA,TJ = E l‘jfn(l'j)ALL'j.
nia ni3 = e j=1

A tortet bovitjiikk Ax;-vel, az Gsszefliggésben felismerhets az f,(z) tapasztalati striségfiiggvény. A
kapott Osszefliggés egy improprius integral kozelits Gsszege, ezt az integralt hivjuk a valoszintiségi valtozo
varhato értékének. A varhato érték ebben a megfogalmazasban az atlag altalanositéasa, fizikai szempont-
bol ugyanolyan jellegli mennyiség, mint maga a valoszintiségi valtozo, ugyanazzal a mértékegységgel.
Ertéke egy adott valoszintségi valtozora allando, nem fiigg a véletlentsl.

Mérndki bevezets a szoras fogalmahoz. A valoszintiségi valtozo ingadozaséat a pillanatnyi érték és
a varhato érték kiilonbsége mutatja. Ez is véletlen mennyiség, kérdés, hogy hogyan tudjuk ezt egyetlen
szammal jellemezni. Kézenfekvs, hogy vegyiik e kiilonbség varhato értékét. Belathato, hogy ez minden
valtozora zérus (a pozitiv és negativ kiilonbségek "kiegyenlitik" egymaést), ezért ez nem jo jellemzs. Ha
a kiilonbség négyzetét, vagy abszolut értékét vessziik, akkor a varhato érték pozitiv lesz. A gyakorlatban
a négyzet mutatkozott hasznosabbnak, ezért a valoszintiségi valtoz6 ingadozéisat az atlagos négyzetes
eltéréssel jellemezziik: vessziik a valtozo és a varhatd érték kiilonbségét, ezt négyzetre emeljiik, és en-
nek vessziik a varhato értékét. Ezt a mennyiséget nevezziik a valoszintiségi valtozo szorasnégyzetének,
és pozitiv négyzetgyokét szorasnak. A varhatod értéknél tett megallapitasaink a szoérasra is vonatkoz-
nak: adott valészintiségi valtoz6 szorésa allandd, nem fiigg a véletlentsl, mértékegysége megegyezik a
valoszintiségi valtozo mértékegységével. Megfigyelési értékekbd] (mintabol) becsiilhetd a szoras értéke, a
becslést tapasztalati szorasnak hivjuk. Ismerjiik a &1, &s, ... &, szdmsorozatot, ennek atlaga &,, ezekbdl
az adatokbdl az sg tapasztalati szérasnégyzet igy szamithato:

sg = % > (&= )
=1

A varhato érték és a szoras valoszintségi valtozok tovabbi fontos jellemzdi, szokasos jelolésiik EE
(expectation) illetve D¢ (deviation). Gépészmérnokként hasznos analogia lehet: ha egy diszkrét, illetve
folytonos eloszlasra, mint egydimenzios pontrendszerre, illetve folytonos inhomogén siirtiségii anyagra
gondolunk, akkor a varhato érték a sulypontnak, a szorasnégyzet pedig a (sulypontra vonatkoztatott)
tehetetlenségi nyomatéknak felel meg. Méasképp szolva, a varhato érték az eloszlas "kézepét", a szoras
annak "szétkentségét" jellemzi. Szamolasuk:

diszkrét folytonos
vérhato érték, EE S Tk [ zf(x)dx
k=1 —00
szorasnégyzet, D*¢ | > (zp — E€)?pr | [ (x — E)?f(z)da
k=1 —o0
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Definialhatjuk a & valoszintiségi valtozotol (determinisztikusan) fliggs t(£) mennyiség varhato értékeét is,

Et(&)) = Y t(xk)pk illetve [ t(x)f(z)dr alapjan. A szorasnégyzetre konnyen adodik a D¢ = EE? —
k=1 —o00
(E€)? hasznos alternativ képlet (vessiik ssze a Steiner tétellel!). Végiil pedig a szoras: DE = /D2E.

2.3. Megjegyzés. Amennyiben az E¢-t, illetve D*¢-t definidlo végtelen sor/improprius integrdl nem
abszolut konvergens, azt mondjuk, a vdrhato érték, illetve a szords nem létezik.

2.1.3. Egyiittes eloszlasok.

Mérnoki bevezetd a korrelacios egyiitthatdé fogalmahoz. A mérndki gyakorlatban ritkan fordul
el6, hogy egyetlen valtozot figyeliink meg, gyakran a valtozok kdzotti kapcesolatot vizsgaljuk: egyszerre
figyeliink meg tobb valtozot. Egyes esetekben a vizsgalt jelenség fizikai hattere nyilvanvalova teszi, hogy
a megfigyelt valtozok kozott kapcesolat van: példaul a gépkocsira hato légellenallas fiigg a gépkocsi hala-
dési sebességétsl. Mas esetekben a kérdés éppen a kapcsolat 1étezése: egy 6tvoz6 anyag mennyiségének
valtozasa maga utan vonja-e az acél szilardsagi tulajdonsagainak valtozasat, vagy egyetemi hallgatoknal
Osszefiligg-e a felvételi pontszam és a késébbi félévek gorgetett atlaga. Ilyen tipust kérdés eldontéséhez
készitsiink megfigyeléssorozatot, amelynek végén rendelkezésiinkre all az Osszetartozd valtozo-péarokbol
alkotott minta: (&1,m1), (€2,12), .-+, (§ny Mn). Szamitsuk ki mindkét valtozo (&,,7,) atlagat, és megfigye-
léseinket abrazoljuk olyan grafikonban, ahol a tengelyekre a valtozok atlagtol valo eltérését rakjuk fel
(lasd 4. abra). Minden abréazolt pontra szamitsuk ki rendezdk ¢; szorzatat:

ci = (&a = &i)(Ma — mi)-

Ez a szorzat az elsé és a harmadik siknegyedben pozitiv, a masik két siknegyedben negativ. Ossze-
gezziik ezeket a szorzatokat minden pontra.

n
Ci = (ba = &)(0a — mi)-

i=1
Ha a pontok az els6 és a harmadik negyedben helyezkednek el, akkor C? > 0, ha a masik két
negyedben, akkor C’ < 0. Ha pedig a pontok rendezetleniil helyezkednek el az egész sikon, akkor
Cr =~ 0 (lasd 5. abra). Vagyis C}: értéke informaciot tartalmaz a pontok elhelyezkedésére vonatkozoan.
C} nagysaga fiigg attol, hogy hany pontra végeztiik az Osszegzést, és mennyi a valtozok szorasa. Az
Osszehasonlithatosag érdekében szokés C;; értékét a pontok szamaval és a két valtozo szorasaval normélni.

3=
M=

(§a = &) (Ma — i)

S¢Sy
Az eredményiil kapott mennyiség a tapasztalati korrelacios egyiitthato, altalanositasa pedig a korre-
lacios egyiitthato.

1
Cp=—"

Ha a (&, 7) véletlen mennyiségeket egyszerre szeretnénk vizsgalni, a két valoszintségi valtozd k6zbs el-
oszlasat kell tekinteniink. Itt is megkiilonboztethetiink diszkrét és abszolut folytonos eseteket. Diszkrét
esetben ¢ illetve n lehetséges értékei az x1, s, ... illetve yi1,ys,... szdmok, az egyiittes valosziniségel-
oszlds, pij = P(§ = x4, = y;) értékeit sokszor tablazatba sszefoglalva adjuk meg. Abszolat folytonos
esetben az f : R? — R kéz0s stiriségfiigguény jellemzi a kozos eloszlast, segitségével (mérhets) T C R?
tartomanyokra megadhato annak valoszintisége, hogy a (£,7n) véletlen szampar a T halmazba essen:
P((&n) € T) = [[; f(z,y)dedy. Ha csak énmagéban £ (vagy 1) viselkedésére vagyunk kivancsiak,
a peremeloszlasokat kell tekinteniink, ha pedig valamilyen, a (§,n) partol (determinisztikusan) fiiggs
t(£,m) mennyiség varhato értéke érdekes, értelemszerti szummazasokat/integralasokat kell elvégezniink.
A kozos eloszlas/stirtségfiiggvény alaptulajdonsagai mellett ezeket a képleteket foglalja Gssze az alabbi
tablazat:
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diszkrét folytonos
pij 20,3 pij=1 flx,y) >0, [ fz,y)dedy =1
i, R?2

peremeloszlasok: peremsﬁrﬁség—fl'iggvények:

pt = ple=u;) = zpw fel@ f f(x,y)dy

P =pn=y;) = Epw faly) = 7[ f(z,y)dx
E(t(faﬁ)) = Zt(xlayj)pZJ fft(xvy)f(xvy) d:Z?dy
R2

,J

Amennyiben csak £-t61 (vagy n-t6l) fliggs mennyiségeket, kijelentéseket akarunk vizsgalni, szamolhatunk
a peremeloszlasok alapjan, igy pl. pusztan a peremeloszlasokbol meghatarozhatoak az E¢ (En) varhato

értékek és a DE (Dn) szorasok. Altalaban a kozos eloszlas lényegesen tobb informaciot hordoz, mint a
), ( )

peremeloszlasok; fontos specialis eset azonban a kovetkezs: ha p; ; = p;

minden i, j parra, illetve
f(z,y) = fe(x)f,(y) minden (x,y) € R? pontra, akkor azt mondjuk, & es n fliggetlenek. Koénnyen
ellendrizhets, hogy fliggetlenség estén tetszéleges a < ¢ és b < d szampérokra az A = {a < £ < ¢} és a
B = {b < n < d} események fiiggetlenek.

Kiilonb6z6 mennyiségek varhato értékének, szorasanak szamitasakor hasznos, kénnyen ellenérizhets

Osszefiiggések:
e E(£+n) = E¢+ En tetszbleges (£, n) valoszintiségi valtozokra;
e Ha ¢ és 7 fiiggetlenek, akkor D?(¢£ + 1) = D¢ + D?n;
e Ha ¢ és 7 fiiggetlenek, akkor E(¢n) = E¢ - En.

Az utobbi Gsszefliggés motivilja a kovariancia fogalmat tetszdleges valoszintdségi valtozok esetén:

C(&n) = E(&n) — ES - En.

Amennyiben C(&,7n) = 0, azt mondjuk, £ és n korreldlatlanok. A fentiek alapjan: ha ¢ és n fiiggetlenek,
akkor korrelalatlanok. Ennek megforditasa azonban nem igaz: altalaban a korrelalatlansagbol nem
kovekezik a fiiggetlenség. C(&,n) # 0 azt jelenti, hogy & és n kapcsolatdban van valamilyen tendencia:
ha C(&,n) > 0, "¢ novelésével 7 is néni szeret", ha C(€,n) < 0, "¢ novelésével i csokkenni szeret".

Ni—Ma

4. abra. Pozitiv korrelacio
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¢inca

5. dbra. Negativ korrelacid

A|C(& )| < D) -D(n) egyenltlenség mindig teljesiil (megjegyezhetjiik, ha felirjuk az E£ = En =0
specialis esetben, ilyenkor latszik konnyen, hogy a linearis algebraboél és a fiiggvényterek elméletébdl jol
ismert Cauchy-Schwartz egyenlStlenségrdl van sz0). Ez motivalja a korreldcids egyiitthatd bevezetését:

REn) = o melyre  [R(Ew) <1
Egyszert szamolassal ellenérizhetd, hogy amennyiben ¢ és n pontosan linearis kapcsolatban dllnak,
|R(&,m)| = 1, vagyis a korrelacio aszolat értéke a lehets legnagyobb.

2.2. Kidolgozott példak

2.1. Kidolgozott Feladat. Bemegyek a kaszindba, és elkezdem a rulettpirgetéseket figyelni.' Addig
maradok, amig elsé alkalommal fekete nem lesz a porgetés eredménye.

(a) Mi a valdsziniisége, hogy pontosan 5 porgetést fogok megfigyelni?
(b) Mi a valdszindsége, hogy pdros sok porgetést fogok megfigyelni?
(¢) Mi a megfigyelt porgetések virhato szdma?

Megoldas. Vezessiik be a £ valoszintiségi valtozot, amelynek értéke a sziikséges porgetések szama. Ez
a diszkrét valoszintiségi valtozo tetszéleges pozitiv egész értéket felvehet. & valdszintiség-eloszlasahoz a
{€ = k} esemény valoszintiségét kell meghatarozni (k € Z1); ez pontosan akkor kovetkezik be, ha k — 1
nem fekete porgetést egy fekete porgetés kovet. A rulettkeréken 37 mez6 van, ezek koziil 18 piros, 18
fekete és egy zold (a nulla). Tehat minden egyes porgetésre a fekete eredmény valdszintsége (p :)%,
annak valoszintisége, hogy az eredmény nem fekete, (¢ = 1 —p :)%. Itt a p és a ¢ paramétereket
az egyszerlibb lefrdsmod, illetve az altalanosithatdsag kedvéért vezettiik be. Mivel az egyes porgetések

fliggetlennek tekinthetsk, adodik:

k—1
p=PE=k) =¢" p= (%) 5. (2)

I Tekintsiink egy idealizalt kaszinot: tegyiik fel, hogy a rulettkeréken szerepl 37 szammezs barmelyikébe ugyanakkora
eséllyel keriilhet a rulettgolyd, minden egyes porgetésre.
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(a)

(b)

A feladat kérdése éppen ps, amit (2) alapjan kénnyen szamolhatunk:
ps = (19/37)*18/37 ~ 0, 034.

Ismét (2) alapjan szdmolhatunk:

1 18 19/37

= T~ 0,327.
1—¢2 371—(18/37)2

P(& paros) =pa+pa+ps+--=ap+¢’p+¢p+---=qp

Felhasznaltuk a mértani sor dsszegképletét is.

A kérdeés a (2) eloszlas varhato értéke, tehat

BE=) kpe=> kpd" ' =p) k¢* .
k=1 k=1 k=1

Ennek az 6sszegnek a kiszamolasahoz tekintsiik a
9(q) = i ¢ = ——
k=1 1-q

fliggvényt. Mivel ¢ < 1, ez a mértani sor konvergens, a tagonkénti derivilassal kapott sor is konver-
gens, és éppen a ¢'(q) derivaltfiggvényt allitja el. Ebbgl:

> 1
D ke" T =g'(q) = 5
= (1-q)
Osszefoglalva tehat az eddigieket:
1 37
Et =pg'(q) = s =~ = "=~ 2,056.

(1-¢? p 18

Ennek a kérdésnek a megvalaszolasdhoz kiilondsen érdemes volt a feladatot a p parméterrel altala-
nositani.

2.2. Kidolgozott Feladat. Koir alakid, 10 cm dtmérdyi tabldba pontszerd lovedék csapodik, a becsapodds
helye egyenletes eloszldsi a tdbldn. Jeloljik &-vel a becsapddds helyének tavolsdgdt a tdbla kézéppontjdtdl.

(a) Adjuk meg & eloszlasfiggvényét!

(b) Szamoljuk ki a P(2 < & < 7) valdsziniséget!
(c) E€=?
Megoldas.

(a)

Fe(x) meghatarozasahoz (a tovabbiakban az alsé £ indexet elhagyjuk) elsé 1épésként megallapithat-
juk, hogy F(0) = P(§ < 0) = 0, hiszen tavolsag csak pozitiv értékd lehet, valamint F(10) = P(§ <
10) = 1, hiszen a tablat a l6vedék biztosan eltalalja. F'(z) alaptulajdonsagai miatt adodik:

0 hax<0,
F(z)=<? ha0<uz<10,
1 hax > 10;
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ahol mar csak a kozéps6 agat kell meghatarozni. A P(§ < x) esemény valoszintiségére van sziikség
(0 < & < 10), és mivel a becsapodas helye egyenletes eloszlasi, geometriai valosziniségi feladatrol
van sz6. A teljes teriilet egy 10 cm sugart korlap, a kedvezd teriilet egy = cm sugart korlap. Tehéat:

(E27T (E2

1027 100

F(z) = ha 0 <z < 10.

ABRA

(b) Az eloszlasfiiggvény alapjan konnyen szamolhato:

P(z<g<7)=P(2g§<7)=F(7)—F(2)=%:o,zxa

Kihasznaltuk azt is, hogy folytonos eloszlasrol van sz6, P(§ = 2) valoszintisége 0.

(¢) A varhato érték szamolasahoz sziikség lesz a stirtiségfliggvényre:

0 ha x <0,
flz)=F'(r) =< & ha0<az <10,
0 ha x > 10;

ebbdl:

00 10 - x3 10
E¢ = /xf(a:)da::/x—d:c: — | =20/3=6,6067.
150,
0

2.3. Kidolgozott Feladat. Legyen a £ valdszinidségi valtozo striségfiggvénye

CN bl
(a) A=?
(b) P(10 <¢§) =7*
(¢) Szamoljuk ki & vdrhatd értékét és szordsdt.
Megoldas.
(a) Az A paraméter meghatarozasahoz ki kell hasznalnunk, hogy f(z) strtségfiiggvény, és igy:

- [ o= [ 4 Y —dar—%f;o[@] -
Es /

1

tehat A = 3.
(b) Abszolut folytonos eloszlas esetén, kihasznalva az eloszlasfiiggvény és a stirtiségfiiggvény kozti kap-
csolatot:
3 17"
P(10 =1-F(10) = dr = 1i —dr= lim |—| =0,00L
00 <9 =1- 700 = [ sydo = gy [ Sas= o [23] <o
10
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(c) A definiciok alapjan:

[e'e) T 3 T 3
Efz/xf(:v)dac: lir{l)o —de:Tliir;o [ﬁ}l =5
oo 1
[e'e) T
E¢? = | 2%f(x)dr = lim 3 dr = lim =3 ’ =3;
T—oc0 2 T—oo | T 1 ’
oo 1

D*(6) = B¢ — (BE) =3 (3/22=0,75: = D) = /D*(€) ~ 0,866.

2.4. Kidolgozott Feladat. A (£,7) valdsziniségi vdltozé-pdr egyenletes eloszldsi a D C R? sikbeli
tartomadanyon, ha az egyiittes striségfiggvény:

) const. = % ha (z,y) € D,
f(xay)_{o ! ha (x,y)¢D

Itt tp a D tartomdny terilete, ezzel a vdlasztdssal érjik el, hogy ffR2 f(z,y)dedy = 1. Szamoljuk ki a
peremsiriségfigguényeket, a kovariancidt, a korreldcios egyiitthatdt, €s ezek alapjan diontsik el, £ és n
fiiggetlenek, illetve korreldlatlanok-e, ha

(a) D a(0,0), (1,0), (1,1), (0,1) csicsponti négyzet;
(b) D a(0,0), (4,0), (0,1) csticsponti hdromszdg.

ABRA

Megoldas.

(a) A fenti képlet alapjan
1 ha0<z<1é0<y<1,
fl,y) = .
0 egyébként.

Igy a peremstirtiség-fiiggvények:

o 0 ha z <0,
k@%=/f@wﬂy= fMyzl ha 0 < z < 1,
o 8 ha z > 1.
o 0 ha y <0,
faly) = /f(:c,y)d:vz }1dx:1 ha 0 <y <1,
o 8 hay > 1.

Konnyen ellendrizhets, hogy f(z,y) = fe(x) - f,(y) minden (z,y) € R? esetén, és igy £ és n fiigget-
lenek. Igy ¢ és 1 korrelalatlanok is, tehat C(&,7n) = 0 és R(&,n) = 0.
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(b) Ezittal

1/2 ha0<zx<4é0<y<1—a/4,
Flag) =7 a0 /
0 egyébként.

Igy a peremsUriiség-fliggvények:

0 ha z <0,
1—z/4
=/f(:v,y)dy= [ 1/2dy=1/2—2/8 haO<uaz<4,
0
0 ha x > 4.
0 ha y < 0,
4—4y
W= [ fade={ [ 1j2dr=2-2 m0sysl
0
0 ha y > 1.

Mivel példaul f(3,1/2) =0 de f¢(3) =1/8 és f,(1/2) =1, £ és n nem fiiggetelenek.

A kovariancia szamolasahoz:

1—z/4

B(en) = /Agyf(m)dzdy—j/ ydydz—j"”“%wd:c—
0

1
4¢3
= /4t2—4t3dt: [— —t4] =1/3;
3 0

0

E¢ = /xfg(x)dxz/x(1/2—x/8)dx= [x2/4—x3/24]§=4/3;
—0o0 0
= [ve—ma— -2 — s
En—_éyfn(y)dy O/y(2 2y) d [y 3]0 1/3;

és ezekbdl adodik:
C(&n) =E(En) — E§En=1/3-4/9=—1/9.

A korrelacios egyiitthatohoz sziikségiink van a szorasokra is:

oo 4
E¢? = /a:2f£(ar)da::/x2(1/2—x/8)d:c: [3:3/6—174/32]3 =8/3;
—00 0

D*(¢) = BE — (B€)* =8/3 - (4/3)=8/9; = D(¢) = /D*(&) = 0,943.

oo 1 3 1
En? = / yfn(y) dy = /y2(2 —2y)dx = {2% - y4/2] = 1/6;
0
— 00 0
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Dn) = Bn? = (En)? = 1/6— (1/3)2 = 1/18;  —  D(&) = v/D2() ~ 0,553.

Mindezek alapjén:

_ C&n) _ CEn
Rl&m) = D(E)D(n)  /D2(E)D%(n) 1/2.

2.5. Kidolgozott Feladat. Legyen a (£,7) valdszintdségi vdltozé-pdr egyiittes sdriségfiigguénye:

A(x? 4+ 42 ha|z| <1 és|y| <1,
flany) = ( ) |’|’ [yl
0 egyébként.
(a) A=?
(b) Fiiggetlen-e € és n?

(¢) Korreldlatlan-e £ ésn?
ABRA

Megoldas.

(a) Ismét a stirtségfiiggvény alaptulajdonsagat hasznaljuk fel:

11 1
Ay?1"!
1 = // f(x,y)d:vdyz//A(:v2+y2)dydw=/[Ax2y+ Ty} dr =
R2
14

=—1
—1 Y

1
24 2423  24z1°7" 84
_ 2, “4 _ _ %4
= /(2Aw + 3 ) dx [ 3 + 3 L_l 3

21
és igy A =3/8.

(b) A kérdés megvalaszolasdhoz hatarozzuk meg a peremstirtiség-fiiggvényeket:

- 0 ha x < —1,
fe(x) = /f(w,y)dy= fg<x2+y2>dy=§—% ha —1<z <1,
o 61 ha z > 1.

oo 0 hay < -1,
foly) = /f(%y)dwz }%(IQ-l-yz)d:E—i—% ha — 1<y <1,
- 61 hay > 1.

¢ és 1 nem fiiggetlenek, mert példaul f(0,0) =0, de f¢(0) = £,(0) = 1/4.

21



(c) Az alabbi integralok mindegyike 0, mert paratlan fiiggvényt integralunk origéra szimmetrikus inter-

vallumon:
11 5
Ben) = [[ suty)dody= [ [ oyl ) dydo = o
Rz

11
h 1
E{:/:z:fg /le—?):z: dz = 0;
—00 —1
[ee) 1 1
En= /yfn(y)dyz/zy(l—i%y?)dy:&
—o00 -1

Igy tehat C(&,n) = E(¢n) — (BE)(En) = 0, vagyis € és n korrelalatlanok.

2.3. Gyakorlo feladatok

2.6. Feladat. Feldobunk két szabdlyos dobokockdt. Jeloljik &-vel a dobott szdmok Osszegét. Hatdrozzuk
meg a & valdszindségi valtozé vdarhato értékét és szordsdt!

2.7. Feladat. A & folytonos valdszintségi valtozo sidriségfigguénye:

Bsinx ha 0<z<Z,
f(x)—{ 2

0 egyébként.
(a) Mennyi B értéke? (b) Szamoljuk ki a P (0 < § < ) valdsziniséget!
(¢) Mennyi & vdrhato értéke? (d) Mennyi & szordsa?

2.8. Feladat. A (&,n) diszkrét valdszindségi vdltozo—pdr kézos eloszldsdt az aldbbi tabldzat irja le.

| E=—-1 ¢€=0 ¢=1
0 0,1 p 0,2
1 P 0,3 2p

(a) p="* (b) Fiiggetlen—e & ésn? (¢) Szamoljuk ki az R(&,m) korreldcids egyiitthatdt!
2.9. Feladat. A (&,n) valdszindségi vdltozck egyiittes eloszldsdt az

B*+9% ha —1<2<1 é —1<y<1,
[l y) = .y
0 egyébkeént.

k6z0s striségfigguény irja le.
(a) B=% (b) Szdmoljuk ki a peremsiriség-figguényeket! (c¢) Fiiggetlen-e € ésn?

2.10. Feladat. A (&, n) valdszindségi vdltozé-pdr egyenletes eloszldsi az origd kozépponti, egqységnyi
sugarid kérlapon.
(a) Hatdrozzuk meg a peremsiiriség-figgvényeket! (b) Szdmoljuk ki a korreldcids egyiitthatot!
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3. Nevezetes eloszlasok

3.1. Elméleti 6sszefoglald

A természetben és a miszaki életben leginkabb el6forduld valészintiségi valtozok sokszor valamilyen
ismert, egy-két paraméterrel jellemezhetd eloszlast kévetnek. Az alabbiakban néhany ilyen nevezetes
eloszlas tulajdonsagait foglaljuk Ossze.

A diszkrét eloszlasok koziil csak a két legfontosabbat vizsgaljuk meg. Legyen n € ZT és p € (0,1)
rogzitve. A ¢ diszkrét valoszintiségi valtozo (n,p) paraméterti binomialis eloszlasi, ha lehetséges
értékei a k = 0,1...n szamok, valosziniiségeloszlasa pedig:

P =pe=n=([)ra-pt k=0t

A binomialis eloszlas jelentése: elvégezziik n-szer ugyanazt a kisérletet, az egyes probalkozasaink
fiiggetlenek. Minden egyes kisérletet sikeresnek tekintiink, ha az egy bizonyos eredménnyel végzsdik.
Tegytik fel, hogy az egyes kisérletek kiilon-kiilon p eséllyel adhatjak ezt az eredményt. & jeloli a sikerek
szamat: azt a (véletlentdl fliggs) szamot, ahany alkalommal (az n fiiggetlen kisérletb6l) a kivant eredmény
adodott. Példaul: feldobunk 10-szer egy szabalyos dobokockat, £ jelolje a hatos dobéasok szamat (n =
10,p =1/6).

A binomiélis tétel alapjan ellendrizhetd, hogy valoban valdszintiségeloszlast adtunk meg:

n n

Zpén’p) => <Z>pk(1 —-p) N =(p+1-p" =1

k=0 k=0

A binomialis eloszlas varhato értéke:

n n n—1
" nn—1)...(n —k e 1) (ke n—1\ . el
Be=Y hpr? = Y MO DB it — §:< j )pﬂ(l—m( ) = mp.

—_ 1\
k=0 k=1 (k 1)' §=0

(Ez szemléletesen is érthets: a sikerek varhato szama a probalkozésok szamanak és az egyedi kisérletben
a siker valoszintiségének a szorzata.) Hasonld szamolassal kaphatjuk meg a szorast: DE = /np(1 — p).
Legyen most A > 0 rogzitett: az n valdszintiségi valtozé \ pareméterti Poisson eloszlasd, ha értéke

tetszGleges k = 0,1,2,... természetes szadm lehet, és valdszintiségeloszlasa:
k
A A
p =Pln=k)=e? =

k!

A Poisson eloszlast a binomialis eloszlas hatareseteként is megkaphatjuk, amennyiben n — oo, p —
0, tgy, hogy np — X. (Belathato, hogy ekkor tetszéleges rogzitett k-ra pggn’p ) pgg’\).) Szavakban
kifejezve a Poisson eloszlast valészintiségi valtozo jelentése: nagyon sok, egymastol fiiggetlen, kiilon-kiilon
nagyon kis valoszintiségii eseménybdl ahany bekdévetkezik. Ilyen véletlen mennyiségek a természetben
és a miiszaki életben is gyakran el6fordulnak: pl. anyaghibak szama térfogategységnyi mintaban, téves
kapcsolasok szdma egy nagy telefonkdzpont napi forgalmaban, egy év alatt ahany baleset el6fordul egy
forgalmas ttkeresztez&désnél, stb.

Ezuttal az exponencialis fliggvény 0 koriili Taylor sorara hivatkozva ellenérizhets, hogy tényleg valo-
szintségeloszlast adtunk meg;:

- (N Y o AF —AA
Zpk =e Z i e et =1.
k=0 k=0

A varhato értékre:

5 7°°k(/\)7 7A°°/\/\(k—1) 7/\7,\00/\j7/\
R N Y
k=0 k=1 §=0
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Hasonlo szamolassal adodik Dn = v/\.
Térjiink 4t a nevezetes folytonos eloszlasokra. Legyenek a < b valés paraméterek, ekkor ¢ az [a, b]
intervallumon egyenletes eloszlast, ha striségfiiggvénye:

b—

0 egyébként.

f(:v)z{% haa <z <0,

Egyenletes eloszlasok leginkdbb geometriai jellegi problémak soran szoktak elGkeriilni.

3.1. Megjegyzés. Az intervallumon egyenletes eloszldsok mellett érdemes megemliteni az adott tarto-
mdnyon egyenletes (tébbdimenzids) eloszldsokat, ld. a 2.4 kidolgozott feladatot.

Konnyt integralassal adodik az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye:

T 0 ha z < a,
F(:c):/f(t)dt: ia haa<az<b
—o0 1 ha x > b.
A varhato érték pedig:
&S] b b2 5 b
T —a a+
¢ / of(x) dx /b—a v 2(b—a) 2
ami intuiciénknak megfeleléen az intervallum felez6pontja. Hasonlé szamolassal: D¢ = b;\/%.

Legyen paraméteriink ismét A > 0; ekkor a 7 valdszintiségi valtoz6 A paraméterti exponencialis
eloszlasu, ha strtségfliggvénye:
0 ha z <0,
fr(2) = {

Ae ™ ha x> 0;

és ebbdl integralassal eloszlasfiiggvénye:

FT(x):/fT(t)dt:{o ha z < 0,

1—e* hazx>0.

Az exponenciélis eloszlas élettartamok, varakozasi id6k, altalaban egy esemény bekovetkezéséig el-
tel6 véletlen idStartamok hosszéanak jellemzésekor szokott elGkeriilni. Ezzel Osszefiigg, hogy értéke csak
pozitiv lehet (F(0) = 0). Az exponencialis eloszlas legfontosabb tulajdonsaga az tgynevezett rokif-
jusdg. Legyenek Ty és Ty tetszlleges pozitiv szamok, és tekintsiik az A = {7 > T1}; B = {7 > Tr};
C = {r > T1 + T»} eseményeket. Egyrészt P(A) = P(t > T1) = 1 — F,(T1) = e 1, és P(B)-t és
P(C)-t szamolhatjuk hasonloan. Masrészt BC' = C, és igy

P(BC) AT

P(TZT1+T2|T2T2)= P(B) = T =e :P(TZTl).

Szavakban kifejezve: annak valdszindsége, hogy T> idG varakozas utan még tovabbi T3 ideig varnunk
kell, ugyanannyi, mint a varakozas kezdetében volt annak valoszintisége, hogy T} id6t kell varnunk. Ugy
is mondhatnénk, hogy az exponenciilis eloszlasnak nincs memoridja, a tovabbi varakozasi esélyeket nem
befolyasolja az, hogy méar valamennyi id6t vartunk.

Az exponencialis eloszlas varhato értékét parcialis integréalassal kaphatjuk meg:

00 00 T
2z T
_ _ — Az T 1T Az T € _
ET = /:Cf(x)dx—/)\xe d:v—Tlgr;o [—ze ]0 +/e dz —Tlgr;o [— 3 ]0 =1/
—o0 0 0
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A szorashoz kétszer kell parcialisan integralni, D7 = 1/\ adodik.
A nevezetes eloszlasok koziil kétségkiviil a normalis eloszlassal lehet leginkabb talalkozni a termé-
szetben és a miszaki életben. A standard normdlis eloszlds strtségfiiggvénye:

1
efx2/2

x) = ,
p(x) W
a jol ismert haranggorbe, eloszlasfiiggvénye pedig ®(z) = [ ¢(t) dt. ®(x) értékeit tablazatban szoktak

— 00

megadni, fontos tudni, hogy ®(—z) = 1 — ®(z). Hogy a haranggorbe valoban stiriiségfiiggvény, azt a
kovetkezSképp lathatjuk:

27

o 2
1 22 4y? 1
/ plx)dx | =— // e dxdy = —/
2m J Jre 2m
0

— OO

/e_r2/2r drdyp = 1.
0

A standard normalis eloszlas varhato értéke 0, szordsa pedig 1 (a megfelel§ integralok konvergenciaja
kénnyen latszik, a varhaté érték esetén egy paratlan fiiggvényt integralunk a teljes szamegyenesre, a
szorasnégyzet pedig parciélis integralassal szamolhato.)

3.2. Megjegyzés. Altaldban azt mondjuk, egy & valdsziniségi vdltozd standard, ha vdrhatdé értéke 0,
szordsa pedig 1.

Legyenek m € R és o > 0 paraméterek; azt mondjuk, X m vdrhato értékd és o szordsi normdlis
eloszldst kovet, ha a megfelels linearis atskalazottja, ¥ = £=7 standard normalis eloszlasi. Ennek
megfelelGen X eloszlas- és stirtiségfiiggvénye ilyenkor:

r—m 1 (@—m)?
D, ()= : mo(@) =@ ()= ——e 202
o= (227) ) = @) 0) =

Azt, hogy X m wvdrhaté értékii és o szdrdsu normdlis eloszldst kovet, roviden igy is szoktuk jelolni:
X € N(m, o). A normalis eloszlas fontos tulajdonsaga az tn. stabilitds: ha X, és X fliggetlen, normalis
eloszlast valoszintségi valtozok, akkor osszegiik, X7 + X5 is normalis eloszlasu (és a 2. fejezetnek meg-
felelgen a varhato értékek és a szorasnégyzetek 6sszeadodnak). Pontosabban, legyen X1 € N (my,01) és
X5 € N(ma,03), valamint a € R és b € R tetszdleges, ekkor a X1 +bX2 € N(amy +bma, \/a?0? + b203).
Fontos, hogy negativ a és/vagy b esetén is ezt a képletet kell alkalmazni.

Mint emlitettiik, a normalis eloszlas rendkiviil gyakran el¢fordul a természetben és a miiszaki életben:
a mérési eredményekben, mitiszaki adatokban jelentkez6 ingadozasok is jellemzSen normalis eloszlast
kovetnek. Ennek elsGdleges oka a 4. fejezetben targyalt centralis hatareloszlastétel.

Tovabbi, a miiszaki alkalmazéasokban elSkeriils eloszlasok:

e Az (n,3) paraméterti Weibull-eloszlds (n és (8 pozitiv paraméterek) strtiségfiiggvénye:

B-1 x
fa =5 (5) W mazo
0 egyébként.

A [ =1 speciélis esetben az 1/n paraméterid exponencialis eloszlast kapjuk vissza. Ezt az eloszlast
is élettartamok leirdsara hasznaljédk, abban az esetben, ha az ¢rokifjusagi feltevés nem allja meg a
helyét (a 8 paraméter jellemzi, hogy mennyire tériink el az orokifjusagtol).

e Az (n,)\) paraméterd Gamma eloszldis annak a véletlen mennyiségnek az eloszlasa, amelyet n
fiiggetlen, egyarant A > 0 paramétertd exponenciélis eloszlast valoszintiségi valtozod Osszegeként
kapunk meg. Strtségfiiggvénye:

(n—1)!

f() PN A T > 0;
xTr) =
0 egyébként.
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3.2. Kidolgozott példak

3.1. Kidolgozott Feladat. Reggelente az Operenciai Kézlekedési Vallalat 13-as buszdval jarok dol-
gozni. Ezen a vonalon a buszok harmada légkondiciondlt. Mi a valdszindsége, hogy a hét 6t munkanap-
jabal legfeljebb egyszer kell légkondiciondlds nélkili busz miatt bosszankodnom?

Megoldas. Jelolje &-vel azon reggelek szamat, amikor légkondicionalt buszhoz van szerencsém. Az

egyes napokat tekintsiik fiiggetlennek, ezért £ megmutatja, hogy 5 fiiggetlen probalkozésbol hanyszor

kovetkezik be egy 1/3 valoszintiségii esemény. Igy ¢ binomialis eloszlast, p = 1/3, n = 5 paraméterekkel.
A feladat kérdése: P(€ > 4) =7 A valaszt a binomiélis eloszlas képlete alapjan hatarozzuk meg:

1 2 (1

P(¢>4)=P(E=5)+P=4)= (§)5+5§ <§)4z0,0453.

3.2. Kidolgozott Feladat. A kertinkben dllo meggyfdat sok kukac tdmadja meg, de szerencsére bd a
termés: tapasztalataim szerint egy kosdr meggyben é ~ 0,37 eséllyel egydltaldn nincs kukacos szem.

(a) Mi a valdsziniisége, hogy egy adott kosdr meggyben pontosan két kukacos szemet fogok taldlni?
(b) Mi a valdszinidsége, hogy egy adott kosdr meggyben legaldbb két kukacos szemet fogok taldlni?
Megoldas. Jelolje ¢ az egy kosar meggyben talalhato kukacos szemek szamat. Eszrevételek:

e a fat sok kukac tamadja meg,

e az egyes kukacok viselkedése fliggetlennek tekinthetd,

e egy konkrét kukacra (a sok tdmado koziil) annak valoszintisége, hogy ez a kukac épp az én kosa-
ramban kosson ki, nagyon kicsi, hiszen az én kosaram a teljes meggytermésnek csak téredéke.

A ¢ valoszintiségi valtozé megmutatja, hogy sok, fliggetlen, kis valoszintiségii esemény koziil — az egyes
kukacok épp az én kosaramba jutnak — hany koévetkeztik be. Tehat & Poisson eloszlastinak tekinthetd.
Meg kell hataroznunk a A paramétert. A tapasztalatok szerint P(§ = 0) = %, maésrészt a Poisson eloszlas

képlete szerint P(§ = k) = e_’\%, igy
(a) A feladat kérdése: P(§ =2) =? A Poisson eloszlas képlete alapjan:

2
LN 0,37

P =2) TR

=0,185

(b) A feladat kérdése: P(£ > 2) =7 A komplementer esemény valoszintiségét érdemes szamolni:
Pl>2)=1-Pl=1)—PEl=0=1—e*-Xe*~1-0,37-0,37=0,26.

3.3. Kidolgozott Feladat. A HOMALY willanykérték élettartama 1000 éra — valdjdban az élettartam

véletlen mennyiség, exponencidlis eloszldssal, 1000 dra vdrhato értékkel.

(a) Veszek eqy HOMALY kértét a boltban. Mi a valdszinisége, hogy 1500 dra haszndlat alatt nem ég ki?

(b) HOMALY kértémet mdr 1000 érdn dt haszndltam. Mi a valdszindsége, hogy még tovdbbi 1500 érdig
fogom tudni hasznadlni?

(¢) Az alagsori mosdé ldmpdjdba, melyet folyamatosan bekapesolt dllapotban tartanak, hétfén 0.00-kor
szerelnek be eqy HOMALY villanykértét. Mi a valdszintsége, hogy valamikor hétvégén fog kiégni?
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Megoldas. Jelolje 7 a HOMALY villanykorte (6rakban mért) élettartamat. 7 exponencialis eloszlas,
tehét strlség- és eloszlasfiiggvényét ismerjiik, csak a A\ paramétert kell még meghataroznunk. Tudjuk,
hogy exponencialis eloszlasra ET = 1/A. Igy:

1000 = BT =1/ - A =0,001.
(a) A feladat kérdése: P(7 > 1500) =7 Az eloszlasfiiggvény képlete alapjan:

P(1 > 1500) = 1 — F(1500) = e 500 — ¢=15 ~ 0, 0223

(b) A feladat kérdése: P(r > 2500|7 > 1000) =? Az exponencialis eloszlas 6rokifjusaga, valamint az
el6z6 részfeladat eredménye alapjan:

P(r > 25007 > 1000) = P(7 > 1500) ~ 0, 0223.

(¢) Probaljuk meg 7-ra vonatkozo egyenl6tlenségekre atfogalmazni a feladat kérdését. A villanykorte a
(beszerelését kovetd) elsé hétvégen ég ki, ha egyrészt 7 > 5-24 (kibirja az els6 5 munkanapot), viszont
T < 7-24 (a 7. nap végét mar nem éli meg). Hasonld okoskodéssal, a villanykorte a (beszerelését
kévets) k. hétvégén ég ki, ha (k—1)- 168 + 120 < 7 < k - 168.

Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a villanykorte éppen a (beszerelését kovetd) k. hétvégén ég ki
(k=1,2,...). A fenti érvelés, valamint 7 eloszlasfiiggvénye alapjan:

P(Ar) = P((k—1)168+ 120 < 7 < k168) = F(k168) — F((k — 1)168 + 120) =
e~ M168(k—1)+120) _ ,—A168k _ 670,168(k71)(670,12 _ 0,168y,

Ugyanakkor az Ay események paronként diszjunktak, igy:

o0 o0
P(A korte hétvégén ég ki) = ZP(Ak) = 2(370’168(]“71)(670’12 — 0168y —

k=1 k=1

-0,12 _ ,—0,168

0,12 _ o0,

= T oot ~ 0, 269.

3.4. Kidolgozott Feladat. Nagymamdm eqgy fazék levest f6z6tt, ennek mennyisége vdrhatéan 4,5 1,
4 cl szordssal. Unokatestvéreim, Andrds, Béla és Cili mdr vettek beldle egy-egy tdnyérral, vdrhatéan
fejenként 0,5 litert; a szords a fiuk esetében 2 cl, Cilinél 1 cl. A szerepld véletlen folyadékmennyiségek
fiiggetlennek €s normdlis eloszldsunak tekinthetdk. Mi a valdszinisége, hogy 2,9 liternél kevesebb leves
maradt a fazékban?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezd valoszintiségi valtozokat: X a nagymamam altal f6z6tt leves, Y7,
Y5 és Y3 rendre az Andras, Béla és Cili altal kivett, Z pedig a fazékban maradt mennyiség, centiliterben
kifejezve. Nyilvan:

Z=X-Y1-Y2-Y3

és mivel X, Y1, Y5 és Y3 fliggetlenek és normalis eloszlastak, igy Z is normalis eloszlasa. Tovabba:
EZ =FEX —FEY) — EY; — EYs =450 — 50 — 50 — 50 = 300
és
D?>Z =D?X +D?Y1+ D*Yo+ D?*Y5=16+4+4+1=25 = DZ =5,

tehat Z € N(300,5). A feladat kérdése: P(Z < 290) =? Z eloszlasfiiggvényét visszavezethetjik a
standard normaélisra, majd hasznaljuk az arra vonatkozd tablazatot:

290 — 300)

- =0(—2)=1-®(2) =1-0,9772 = 0, 0228.

P(Z < 290) = (1)300)5(290) =0 (
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3.5. Kidolgozott Feladat. Egy X véletlen mennyiség normdlis eloszlasi m vdrhato értékkel és o szo-
rdssal. A mennyiség érteke nagy valdsziniiséggel kevéssé tér el m-tdl: a o-ndl lényegesen nagyobb eltéré-
seknek kiilondsen kicsi az esélye. Hatdrozzuk meg, legaldbb mennyinek kell a-t vdlasztani, hogy teljestiljon:
a vdrhato értéktdl vald o - o-ndl nagyobb eltérés valdszinisége kisebb, mint egqy szdzalék!

Megoldas. A feladat kérdése: legalabb mennyi «, ha P(|X —m| > «-0) < 0,017 Ehhez el6szor
hatarozzuk meg, mennyinek addédna ez a valdszintiség, ha ismernénk a-t. A komplementer esemény
valosziniségét tudjuk kozvetleniil szamolni. Mivel X € N (m,0):

P X—-m|<a-0) = Pim—a-c<X<m+4a-0)=%,,(im+a-0)—Pp,(m—a-0)=

P <w> _ 3 (W) = ®(a) — B(—a) = 2d(a) — 1.

g g

Keressiik, legalabb mennyi o, ha P(|X —m| > « - 0) < 0,01, vagy ami ezzel ekvivalens:
0,9 < P(|X —m|<a-0)=2%(a)—1 = ®(a) > 0,995.

Mivel ® szigorian monoton névekvd fliggvény, és a standard normaélis eloszlas tablazata szerint ®(2, 58) =
0,995, o > 2,58 adodik.

3.3. Megjegyzés. Gyakorlati szempontbdl: normdlis eloszldsra a szdrds hdromszorosdndl nagyobb ki-
lengéseknek mdr elenyészden kicsi a valdszinisége.

3.6. Kidolgozott Feladat. A TRAGACS személyauté csomagtartdja szabvdany szerint 70 cm széles,
a REMALOM gyerekdgyakat lapra szerelve, szabvdnyosan 65 cm széles csomagban druljdk. Valdjdban
mindkét szélesség normadlis eloszldsiu valdszindségi vdltozo, a csomagtato esetében 3, a lapra szerelt csomag
esetében 4 cm szordssal (a két szélesség figgetlennek tekinthetd). Veszek egy REMALOM gyerekigyat,
és szeretném a TRAGACSommal hazavinni. Mi a valdszinisége, hogy bele fog férni a csomagtartéba?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkez6 valoszintiségi valtozokat: X a TRAGACSom csomagtartéjanak,
Y a REMALOM &gy lapra szerelt csomagjanak a szélessége. A feladat szovege szerint X € N(70,3),
Y € N(65,4) és fiiggetlenek. A feladat kérdése: P(Y > X) =7 ehhez vezessilkk be méga Z = X — Y

valoszintiségi valtozot, ez is normaélis eloszlast, tovabba:
EZ=FEX—-FEY=70—-65=5
és
D*Z=D’X+D’Y =3°+4*>=25 =  DZ=5,

tehat Z € N(5,5). A kérdést Z eloszlasara, azt pedig a standard normalis eloszlasfiiggvényre visszave-
zetve:

P(Y > X)=P(Z <0)=®550) = <%5) =®(—1)=1-®(1) =1—0,8413 = 0, 1587.

3.3. Gyakorlo feladatok

3.7. Feladat. Magyarorszdagon nydri éjszakdkon rengeteg a hullocsillag, de a teraszunkrol ezeket elég
rosszul lehet észrevenni: tapasztalataim szerint a nydri éjszakak 8% ~ 0.135 részében egydltaldn nem
latok hullocsillagot a teraszrol.

(a) Mi a valdsziniisége, hogy egy adott éjszaka pontosan egy hulldcsillagot fogok ldtni?

(b) Mi a valoszindsége, hogy egy adott éjszaka legaldbb hdrom hulldcsillagot fogok ldtni?
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3.8. Feladat. Az 100 km hosszi telefonkdbel valahol a 30 km-nél és 65 km-nél levd ellenérzd pontok
kézott meghibdasodott. Tegyiik fel, hogy a meghibdsodds helye egyenletes eloszldsi ezen a 35 km hosszi
szakaszon.

(a) Mi a valdsziniisége, hogy a meghibdsodds a 100 km hosszi kdbel elsé 50 km-re esik?
(b) Szdmoljuk ki a meghibdsodds & helyének vdrhaté értékét és szordsat!

3.9. Feladat. Ellendrizzik az (n,p) paraméterd binomidlis, a A paraméterd Poisson, a A paraméterd
exponencidlis, valamint a standard normdlis eloszlds szordsdra vonatkozo képletet.

3.10. Feladat. A hivatalosan 50 grammos RANDOM csokolddé szeletek sulya valdjaban normdlis el-
oszlasu, 49 gramm vdrhato értékkel és 3 gramm szdrdssal. A 60 perces valdszintségszdmitds vizsgdra 6
RANDOM szeletet viszek magammal, és szellemi teljesitéképességem ndvelésének érdekében 10 percen-
lént ezek koziil egyet-egyet elfogyasztok. Atmenni a vizsgdn csak akkor van reményem, ha a 6 alkalombol
legaldbb négyszer sikeril legaldbb 45 gramm csokit juttatnom a szervezetembe. Mi ennek az esélye?

4. Nagy szamok torvénye és centralis hatareloszlas-tétel

4.1. Elméleti 6sszefoglald

A mérnoki munkaban is igen fontos feladat lehet olyan mennyiségek ingadozéasainak pontos megértése,
amelyek sok, egymasra rakodo, és egymaéstol fiiggetlennek tekinthetd véletlen jelenség hatasara alakul-
nak ki. Ennek a fejezetnek a célja az ilyen ingadozasok megértése. Bevezetésiil nézziink két fontos
egyenlGtlenséget, amelyek valoszintiségi valtozok ingadozasait dltalaban jellemzik.

Markov egyenlétlenség. Legyen & egy nemnegativ valoszintiségi valtozo (azaz P(€ < 0) = 0). Ekkor

tetszéleges a > 0 szamra:
E

P(§a)< =,

Az egyenl6tlenség persze semmitmondo, ha a < E£. Méasrészt a > FE esetén érthetjik meg igazan a
szemléletes jelentését: igen kicsi annak az esélye, hogy egy pozitiv véletlen mennyiség a varhato értékénél
lényegesen nagyobb legyen.

A bizonyités igen egyszert, tekintsiik pl. az abszolut folytonos £ esetét. Ekkor £ nemnegativitasa
miatt f(x) =0 tetszdleges z < 0 esetén, igy

oo

B¢ = 7wf($)d£v > /:vf(w)dﬂc > a7f(w)d$ =aP(§ > a);
0 a

a
ahonnan atrendezéssel adédik a Markov egyenl&tlenség.

Csebisev egyenlstlenség. Legyen ¢ egy tetszileges (véges szorasi) valoszintiségi valtozo, és a jelolés
egyszertisitésének céljabol vezessiik be az m := F¢, o := D¢ jeloléseket. Ekkor tetszSleges € > 0 esetén:

o2
P(l¢=m|>¢) < =

A Csebisev egyenlGtlenség szemléletes jelentése (¢ > o valasztas esetén): a véletlen mennyiségek a
varhato értékiik koriil ingadoznak, a szérésnal 1lényegesen nagyobb kilengések azonban csak kis valoszi-
niiséggel fordulnak els. Példaul a szoras tizszeresét meghalad6 ingadozasoknak legfeljebb 0,01 lehet a
val6szintisége.

A Csebisev egyenlStlenség konnyen adodik, ha bevezetjiik az 1 := (£ — m)? valoszintiségi valtozot,
hiszen ekkor En = D%¢ = 02. Ha n-ra felirjuk a Markov egyenl6tlenséget a = €2 valasztéssal, éppen a
&-re vonatkozo Csebisevet kapjuk vissza.
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Nagy szamok torvénye. Az alabbiakban valoszintiségi valtozoknak egy fontos tipusat fogjuk vizsgalni:
végezziik el n-szer ugyanazt a kisérletet, probalkozasaink fiiggetlenek, és jeloljiikk X-szel, hogy az n pro-
bélkozasbol 6sszesen hanyszor adodott egy bizonyos eredmény, amelynek esélye minden egyes kisérletben
p. Erre az eredményre tgy is gondolhatunk, mint ,sikerre” az egyes kisérletekben, igy X azt méri, hany
probalkozasunk volt sikeres. n jellemzéen nagyon nagy szam (sokszor probalkozunk), (0 <)p(< 1) pedig
valamilyen rogzitett paraméter. Néhany konkrét feladat: feldobunk sokszor egy szabalyos pénzérmeét,
és megszamoljuk, hanyszor esett a Fej oldalara (p = 1/2) vagy egy szabélyos dobokockat, és X a hatos
dobéasok szama (p = 1/6). Egy a miiszaki alkalmazasokhoz kizelebb allo példa: egy gépsor gyart valami-
lyen alkatrészeket, a legyartott termékekbdl mingségellendrzés céljabol nagy elemszamt mintat vesziink,
és Osszeszamoljuk, hany alkatrész selejtes. Itt p-t nem ismerjiik, s6t, éppen p-t — a gépsor hibaszézalékat
— szeretnénk minél jobban megbecsiilni mintavételiinkkel.

Matematikai szempontbol X valoszintiségi valtozo, hiszen értéke fiigg a véletlentsl. X eloszlasat
ismerjiik — emlékezziink vissza a 3 fejezetre, ezen beliil a binomialis eloszlasra, X ezt az eloszlast koveti —
igy varhato értékét és szorasat is meg tudjuk allapitani: EX = np, DX = /np(1 — p). Mindig tartsuk
szem el6tt, hogy X-re most abban a hataresetben gondolunk, amikor n nagyon nagy. Fontos észrevétel,
hogy n novelésével a varhato érték és a szoras is né, de EX novekedésének titeme nagysdgrendben nagyobb,
mint DX novekedésének tteme.

Tekintslik X/n-t, vagyis a sikerek ardnydt, ez a mennyiség szintén valoszintiségi valtozo, intuicionk
alapjan azt varjuk, hogy ez p-t, az egyedi kisérletben a siker esélyét fogja megkozeliteni n névelésével.
Alapvet8en ezt az intuiciot formalizalja a Nagy szdmok térvénye: legyen § > 0 tetszSleges(en pici)
rogzitett szam, ekkor:

p<X

n

——p‘Zé)HO, ha n — oo.

A bizonyitas egyben a konvergencia gyorsasagarol is informaciot ad. Egyszerd atalakitasok mellett a Cse-
bisev egyenlGtlenséget hasznaljuk az X valoszintségi valtozora, € := nd valasztéssal (emlékeztetésképp
EX =np, DX = \/np(1l —p)):

2 (1 — B
P<‘%—p‘25)—P(|X—np|2n5)§i2(§§)_ p(1 p):p(l p) (3)

n242 nd?

és az utolso kifejezés n novelésével mindenképp 0-hoz tart.

A nagy szamok torvénye szavakban kifejezve: a kisérletek szdmdnak novelésével a sikerek ardnya
egyre pontosabban, egyre nagyobb valdszinilséggel megkdzeliti p-t. Persze akirmilyen sokszor dobok fel
egy dobodkockat, elképzelhets, hogy a hatosok ardnya lényegesen el fog térni 1/6-t6l (mondjuk 1/2-
nél is nagyobb lesz), de ennek rendkiviil kicsi a valoszintisége. A (3) becslés harom mennyiség kozott
teremt kapcsolatot: a kisérletek szama (n), a pontossag (d, tehat a sikerarany és p eltérése), valamint
a biztonsig (legalabb 2 (iggp ) valoszintiséggel lesz §-nal kisebb az eltérés) kozott. A feladatokban (és
a mérnoki gyakorlatban is!) jellemzGen a harom mennyiség koziil ketté adott, és a harmadikat kell
kiszamolni.

4.1. Megjegyzés. A konvergencidnak ezt a valdsziniségi viltozokra felirt alakjdat a matematikdban szto-
chasztikus konvergencidnak hividk, a nagy szamok térvényének ezt az alakjdt pedig a nagy szamok gyenge
torvényének, vagy a nagy szamok Bernoulli-féle térvényének is szoktdk mondani. A nagy szdmok tor-
vényének tovabbi vdltozatai is léteznek, a mérnoki alkalmazdsok szempontjabol azonban az itt tdrgyalt
vdltozat a legfontosabb.

Egy fontos altalanositas. A fenti X valoszintiségi valtozora vonatkozo becsléseinket annak binomiélis
eloszlasa alapjan kaptuk. X-re azonban egy kicsit masképp is gondolhatunk. Legyen ¢ = 1,2,...,n
esetén

€= 1 ha az 7. kisérlet sikeres,
10 ha az i. kisérlet nem sikeres.
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Tehat példaul kockadobasra & = 1, ha a mésodik kockadobas hatos, és £&; = 0, ha a masodik kockadobés
eredménye hatostol kiilonb6zs. Ezeket a véletlen mennyiségeket indikator valdszintiségi valtozoknak is
szoktdk hivni. Konnyen kiszamolhato, hogy E¢; = p és D?¢; = p(1 — p), minden i-re. masrészt a
kisérletek fliggetlensége miatt a & valdszintiségi valtozok fliggetlenek, tovabbd X =&+ & + -+ &, a
sikerek szdma a teljes kisérletsorozatban. Felidézve a 2 fejezetben mondottakat:

EX = E&+Eé+--+E¢, =np, D?*X = D*,+D*¢+ - -+D?%¢, = np(1-p) = DX = /np(1 — p),

ahol a szoras szamolasanal kihasznaltuk a &;-k fiiggetlenségét. Az észrevétel ravilagit arra, hogy a nagy
szamok torvénye nem X binomi4lis eloszlasan mulik (a torvény levezetésénél a varhato érték és a szoras
novekedésének iiteme volt meghatarozo). Egyben megkapjuk a kovetkezd altalanositast:

Legyenek 11,12, . .., n, fliggetlen és azonos eloszlasa valoszintségi valtozok, m = En; varhato értékkel
és 0 = D), szorassal. Ez a mérnok szamara a kovetkezst jelenti: meérjiik meg ugyanazt a (véletlentsl
is fliggd) mennyiséget n-szer egymastol fiiggetlen mérésekkel, azonos kortilmények kozott. Képezziik a
meérési eredmények Y =1y + 1o+ - - - + 1y, Osszegét, illetve Y/n atlagat. Ekkor tetszdleges(en kicsi) 6 > 0
szamra:

——m 25>—>0, ha n — oo,

p(y

n

amit a nagy szamok torvényével azonos modon vezethetiink le, kihasznalva, hogy
EY =Em +Eny+---+ En, =nm, D?Y =D% +D*p+---4 D?n, =no = DY = /no.

A kapott altalanositéas jelent&ségét atlathatjuk a kovetkezds, miiszaki jellegi alkalmazasnal: kivancsiak
vagyunk valamilyen mennyiség tényleges értékére (pl. egy anyagfajta szakitoszilardsagara), amelyre
azonban a gyakorlatban szamos, véletlennek tekinthets fluktuacio rakodik ra (pl. a hémérsékletbsl, a
paratartalombol vagy mas hasonlé tényez6kbdl adoéddan). Ha a mennyiséget sokszor megmeérjiik, egy-
maéstol fliggetlen mérésekkel, akkor a mért értékek atlaga egyre pontosabban, egyre nagyobb biztonsaggal
meg fogja kozeliteni a mennyiség tényleges értékeét.

A centralis hatareloszlastétel. A nagy szdmok torvényének fenti alakjai agy is értelmezhetéek: ha
az n figgetlen mennyiség Osszegeként kapott Y (illetve X) valoszintségi valtozobol kivonjuk a varhato
értékét (igy egy 0 varhato értéki valoszintségi valtozo adodik), majd leosztjuk az Y szordsdndl lényegesen
nagyobb n-nel, akkor a kapott mennyiséghdl (nagy n-re) kiskalazodnak a véletlen fluktuaciok.
Természetes modon vetsdik fel a kérdés, hogy mi torténik, ha n helyett éppen Y szorasaval, \/no-val

osztunk. Ezzel a linearis atskalazassal
Y —nm

Vno
egy 0 varhato értékd, 1 szorasa valoszintségi valtozo, Y tgynevezett standardizdlja (1d. a 3.2 meg-
jegyzést) adodik. A centrdlis hatdreloszldstétel szerint asszimptotikusan (nagy n-re) a figgetlen, azonos
eloszldsiu valdsziniségi valtozok dsszegének standardizdldsdval kapott Z wvaldsziniségi vdltozé standard
normadlis eloszldsunak tekinthetd. A centralis hatéareloszlastétel bizonyitdsa meghaladja ennek az Gssze-
foglalonak a kereteit (az érdeklsds olvasd megtalalhatja a valdszintiségszamitast részletesen targyald
tankényvekben), azonban valoéban centralis jelentségii eredményrsl van szo6, az alkalmazasok szempont-
jabol is. A centralis hatareloszlastétel értelmében ugyanis a Z-re (és ezaltal az igazan fontos atlagra,
Y/n-re) vonatkozo becsléseinket szamolhatjuk a standard normalis eloszlasfiiggvény segitségével. Igy a
nagy szamok torvényébdl adédonal lényegesen pontosabb vilaszokat kapunk ugyanazokra a kérdésekre.
Tekintsiik példaul a mintavétel esetét, azaz n; := &, Y := X — persze igy X is fliggetlen, azonos elosz-

last valoszintségi valtozok dsszegeként all els, és standardizaltja Z = —2="2— . Legyen & > 0 rogzitett,
g g J \/m gy g

7 =

és vizsgaljuk meg, ezittal a centralis hatareloszlastétel segitségével, a sikerek aranyanak p-hez képesti
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eltéréseire vonatkozo kérdésiinket (most a komplementer esemény valoszintiségét konnyebb szamolni):
X —np

P( nd ) _
np(1 - p) np(l —p)

VAL Y V(L Ve
P(lzlg p(l—p)> P( \/p(l—p)gzgx/p(l—p)> W

o <L> e (_L> e (L) L
p(1 —p) p(1 —p) p(1 —p)

A kidolgozott példak és a gyakorlo feladatok megoldasa soran latni fogjuk, hogy (4) lényegesen jobb becs-
léseket ad, mint (3). Példaul a centralis hatareloszlastétel ravilagit, hogy a nagy szamok torvényébdl
adodonal lényegesen kisebb mintavétellel is elérhetjiik ugyanazt a pontossagot, ugyanolyan biztonsaggal.
Hasonloképp a centralis hatareloszlastétel alapjan érdemes szamolni altalanos Y esetén (ha tetszdle-
ges mennyiség fiiggetlen mérésekbél adodé atlagat tekintjiik). Eppen ezért alapulnak a matematikai
statisztika modszerei is a centralis hatareloszlastétetelen.

f—p\sa) - P(|X—np|§na>—P<

n

Q

4.2. Kidolgozott példak

4.1. Kidolgozott Feladat. A kristdlycukrot 1kg-os zacskokban druljdk: egqy zacské cukor tomege m =
1000 g, 0 = 2 g szdrdssal. Legaldbb mekkora valdszindséggel (a forgalomba kerild zacskok legaldbb
mekkora hdnyaddra) esik a tomeg 995 g és 1005 g kozé? Vilaszoljunk a feladat kérdésére ha a tomeg
eloszldsa (a) ismeretlen; (b) normdlis.

Megoldas. Jeloljiik &-vel egy zacsko cukor tomegét, mint valoszintiségi valtozot, gramm egységekben.
Ekkor B¢ = m = 1000, D¢ = 0 = 2. A feladat kérdése: legalabb mennyi P(995 < £ < 1005) 7

(a) Mivel ¢ eloszlasa ismeretlen, a komplementer valoszintiséget szamoljuk a Csebisev egyenl6tlenséggel
(e =5):

22
P(jg = 1000| > 5) < 25 = 0,16
igy
P(995 < ¢ <1005) =1 — P(995 < £ < 1005) > 0, 84.
(b) Felidézve az m varhato értéki, o szorast normalis eloszlasrol tanultakat a 3. fejezetbdl:

P(995 < 5 < 1005) = (1)100072(1005) — (1)100072(995) = @(2, 5) — @(—2, 5)
— 2.9(2,5)—1=2-0,9938 — 1 = 0, 9876.

4.2. Kidolgozott Feladat. Feldobunk 10000-szer egy szabdlyos pénzémét, (legaldbb) mekkora a valdszi-
nisége, hogy a Fejek ardnya 0,49 és 0,51 kozé esik? Vilaszoljunk a feladat kérdésére (a) a Nagy szdmok
torvénye, illetve (b) a Centrdlis hatdreloszldstétel segitségével.

Megoldas. Az elméleti dsszefoglalo jeloléseit haszndlva: p = 1/2 a fej valoszintsége egy érmedobasra,
n = 10000 az érmedobéasok szama, X jeloli ebbdl a fej eredmények szaméat, 6 = 0,01 pedig a relativ
gyakorisag és p eltérése.

(a) A (3) formulaval a komplementer esemény valoszintisége becstilhetd:

X p(l—p) 1
— — > < = =
F (’ n p’ = 5) ST T d10000- 0,002 -

tehat legalabb 0,75 a keresett valoszintdség.
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(b) Most a (4) formulat hasznajuk:

P(‘E—p‘ z5> ~op [V —1=29(2)—1=2-0,9772— 1 = 0, 9544.
n p(1—p)

4.3. Kidolgozott Feladat. Hdnyszor kell feldobni egy szabdlyos dobokockdt, hogy 99% wvaldsziniiséggel
a hatosok ardnya 0,1 és 0,2 kozé essen? Vilaszoljunk a feladat kérdésére (a) a Nagy szdmok térvénye,
illetve (b) a Centrdlis hatdreloszldstétel segitségével.

Megoldas. Most tudjuk, hogy p = 1/6 ~ 0, 1667, és az a kérdés, hogy mennyinek kell valasztanunk n-t,
hogy P(0,1 < X/n < 0,2) legalabb 0,99 legyen.

(a) Egy kicsit el kell gondolkodnunk, mert a Csebisev egyenl6tlenséggel (és ennek megfelelen a nagy
szamok torvényével) a varhato értékre szimmetrikus intervallumok valdszintségei becsiilhetk, és a
[0,1;0,2] intervallum nem ilyen. Ezért a kovetkezSképp jarunk el:

P(0,1< X/n<0,2) > P(0,1333 < X/n < 0,2) = P(|X/n—1/6| < 1/30),

igy ha P(|X/n —1/6| > 1/30) > 0,99, akkor nyertiink. Masrészt az utobbi esemény komplemente-
rének valoszintiségére a (3) formulabol:
1/6 - 5/6 125

P(|X/n—1/6| > 1/30) < - (1/30)2 =

tehdt 125 < 0,01-t kell biztositani, vagyis n > 12500.

(b) Most is ugyanaz a gondolatmenet, mint az el6z6 részfeladatnal, csak a (4) formulat hasznaljuk. Igy:

~ow Y30 ) g (YR
P(O,l<X/n<0,2)2P(|X/n—1/6|>1/30)~2<I>(\/m> 1_2<1>(5\/5> 1,

tehat elegendd 2@(%) —1 > 0,99-t biztositani. Mivel ®(2,58) ~ 0,995, és ®(z) monoton névd

fiiggvény, ez \/n > 2,58 - 5v/5-tel ekvivalens, tehat n > 833.

4.4. Kidolgozott Feladat. Magyarorszdg lakossdganak szdmunkra ismeretlen p hdnyada dohdnyzik.
Felmérést készitink p meghatdrozdsdra: megkérdeziink n magyar dllampolgdrt, kozilik X mondja magdt
dohdnyosnak: ez alapjdin p-t X /n-nel becsiiljik. Persze X valdszintdségi vdltozd, hiszen fiigg a véletlentdl,
hogy milyen dallampolgdrokat sikerilt megszolitanunk. Feltételezve, hogy a felmérés résztvevdit eqymdstol
fiiggetlen kérilmények kozott vdlasztjuk, hatdrozzuk meg, legaldbb mennyi legyen n, ha azt szeretnénk,
hogy X /n legfeljebb 0,01-gyel térjen el p-tdl, 98% valdszindséggel. Vilaszoljunk a feladat kérdésére (a) a
Nagy szdmok torvénye, illetve (b) a Centrdlis hatdreloszldstétel segitségével.

Megoldas. Ezt a feladatot pontosan ugyanugy kell megoldani, mint az el6z6t — adott biztonsag és
pontossag eléréséhez keressiik a megfelels n-t — egy kiilonbség van csupan, nem ismerjiik p-t (hiszen épp
p felmérése a célunk!). Igy olyan becslésre van sziikség, amely 0,98 valoszintiséggel biztositja a 6 = 0,01
pontossagot, akirmennyi is legyen p. Ehhez mindkét részfeladatnal a szamtani és mértani kézép kozti
egyenlGtlenséghdl kdvetkezs

<0 s g < 6)

elemi becslést fogjuk hasznalni.
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(a) Célunk n meghatéarozasa, ha
0,02 > P(|X/n —p| > 0,01).

A (3) és (5) formulak alapjan:

pd-p) _ 1

—pl > <
P(|X/n—pl 20,01) £ =™ < -y

tehat n > (0,02 -4-10~%)~1 = 125000.

(b) Célunk 0,98 < P(|X/n — p| <0,01). Kihasznalva a (4) és (5) formulékat, valamint ®(z) monoton
névekedését:

0,01/n
p(1—p)

Ugyanakkor ®(2,34) = 0,99, tehat 0,02/n > 2, 34 sziikséges a cél eléréséhez, vagyis n > 13689.

P(|X/n—p|§0,01)z2<l>( )—1:2-@(0,02\/5)—1.

4.5. Kidolgozott Feladat. Egy fémdtvizet fajhdjét 100 figgetlen, azomos kérilmények kozott elvég-
zett mérés segitségével szeretnénk megdllapitani, a mérések dtlaga 293 T '{)C Hatdrozzuk meg azt az

intervallumot, amelybe az dtvézet fajhdje 95% biztonsdggal beleesik, ha a fajhd szérdsa 15 kg 50 -

4.2. Megjegyzés. A statisztikdban ezt igy is mondjdk, hogy hatdrozzuk meg a fajhd 95%-o0s megbizha-
tdsdgi (konfidencia) intervallumdt.

Megoldas. Jeloljiik az n = 100 mérési eredmény Osszegét Y-nal, atlagat Y/n-nel (ez utobbirdl tudjuk,
hogy 293). A minden egyes mérésre azonos m varhaté értéket nem ismerjiik, tudjuk viszont, hogy a szorés

o = 15. A centrélis hatareloszlastétel alapjan Z = Y\;ﬁ"am eloszlasat tekinthetjiik standard normalisnak.

Lemasolva a (4) formulanal latott levezetést, tetsz6leges § > O-ra:

v Y —nm no
(e - -] -

= (|Z|<\/_6) P( ‘/—5<Z<\/_6)

(1) -0 () - (£ )

Célunk annak a (minimalis) d-nak a meghatarozasa, amelyre ez a valoszintiség legalabb 0,95. Ekkor
ugyanis 95% valoszintiséggel: Y/n beleesik az m koriili  sugard intervallumba, tehat a kimért érték és
m eltérése legfeljebb ¢ lehet. Ehhez:

%

0,95 > 2% (11055) —1 < 0,975 > $(25/3),

tovabba ®(1,96) = 0,975, és ®(z) monoton né, tehat § = 1,4625. Osszefoglalva, 95% biztonsaggal allit-
hatjuk, hogy ng egységekben az Gtvozet fajhdje a [293 — 1,4625; 293 4+ 1,4625] = [291, 5375; 294, 4625]
intervallumba esik.

4.3. Megjegyzés. A feladat fenti megfogalmazdsdban az a valdszeritlen, hogy a szordst eleve ismerjik:
jellemzden az dtlaghoz hasonloan a szordst is a mérésekbdl becsiiljik meg a tapasztalati szordsnégyzet
segitségével (lisd a 2.1.2. fejezetben a mérniki bevezetést.) Ilyenkor egy kicsit mdsképp kell szamolni
(a standard normdlis eloszlds helyett az un. Student eloszldst kell haszndlni, errdl bévebben olvashatunk
barmilyen bevezetd statisztika konyvben). Kellben nagy minta esetén azonban (és n = 100 mdr feltétlen
elég nagy) szamolhatunk a fent leirt modon akkor is, ha a szérdst a mért adatokbol becsiiljiik meg.

34



4.3. Gyakorlé feladatok

4.6. Feladat. A TV-t véletlenszerien bekapcsolva az esetek i—ében latunk éppen rekldmot. Szdzszor
bekapcsolva a TV-t, mi a valdszinisége, hogy legaldbb 22 és legfeljebb 28 alkalommal megy éppen rekldm?
Becstiljiik meg ezt a valdsziniséget a centrdlis hatdreloszldstétel alapjdn.

4.7. Feladat. Egy oltdanyag hatékonysdgdt dllatkisérletekkel teszteljik: egy emlds szervezete ismeretlen
p valdszindséggel vdlik a betegséggel szemben rezisztenssé az oltéanyag hatdsdra. n patkdnyon elvégezve a
kisérletet, p-t a rezisztenssé vdld patkdnyok n-hez képesti ardnydval becsiiljik. Legaldbb hdny patkdnyon
kell a kisérletet végrehagtani, hogy 97% valdsziniiséggel becslésiink p tényleges értékétdl legfeljebb 0,02-vel
térjen el? Vilaszoljunk a kérdésre (a) a Nagy szamok torvénye, illetve (b) a Centrdlis hatdreloszldstétel
alapjdn.

4.8. Feladat. Egy automata gépsor fogaskerekeket gydrt, melyek dtmérdjének vdrhato értéke m = 20
mm, szordsa o = 0,5 mm. A vdrhatohoz képest legaldbb 6 mm eltérést mutatd fogaskerekeket selejtesnek
mindsitik. Mennyi lehet 6, ha tudjuk, hogy a selejtardny 4% ¢ Vilaszoljunk a feladat kérdésére, ha az
atmérd eloszldsa (a) ismeretlen; (b) normdlis.

4.9. Feladat. Tekintsiik a 4.8. feladat gépsordt: felmerilt, hogy a gépsort ujra kell kalibrdlni. Erre akkor
van szikség, ha a legydrtott fogaskerekek dtmérdje mdr nem 20 mm, hanem valamilyen attol lényegesen,
legalabb 0,1 mm-rel eltérd érték. Ennek eldiontésére megmeérjik n legydrtott fogaskerék dtmérdjét, és
megnézzik, a mérések mm-ben vett dtlaga beleesik-e a [19,9; 20, 1] intervallumba. Persze egy ilyen eljdrds
csak akkor megbizhatd, ha a mérések dtlaganak és a fogaskerék-datmérd varhato értékének az eltérése nagy
valdszinidséggel nem haladja meg a 0,1 mm-t. Hdany mérést kell elvégezni, ha azt szeretnénk, hogy ez a
valdsziniiség legaldbb 94% legyen? Szdmoljunk a 4.8. feladat o = 0,5 mm szdérdsdval, és becstljink a
centrdlis hatdreloszldstétel alapjdn.
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Figgelék: gyakorld feladatok numerikus eredményei

Feladat szama Megoldas

1.8 (a) HM, (b) H-M, (c) HM + HM, (d) HM.

1.9 0,9856.

1.10 (a) P(A) =1/2, (b) P(A|B) =1/3, (c) igen.

1.11 (a) 1/12, (b) nem.

1.12 1/8.

1.13 1/3.

2.6 E¢ =17, DE — \/% ~ 2,415,

2.7 (a) B=1, (b) 1/2, (c) E€ =1, (d) D¢ = /T — 3 ~ 0, 3763.
2.8 (a) p=0,1, (b) nem, (c) R(&,n) ~ —0,4138.

2.9 (a)B =33, (b) fe(x) = 23(22" + 2) ha 2| < 1, egyébként 0,

fa(y) = 25(2y° + 2) ha |y| < 1, egyébként 0, (c) nem.

2.10 (a) fe(z) = 24222 ha |z| < 1, egyébként 0,

Faly) = 22 g Jy| < 1, egybkent 0, (b) R(¢,n) = 0.

3.7 (a) 2¢72 ~ 0,27, (b) 1 —5e~2 ~ 0,325.
3.8 (a) 4/7, (b) B¢ = 47,5, D¢ ~ 10, 104.
3.9 Ld. az elméleti 6sszefoglalot.
3.10 ~ 0,9875.

4.6 ~ 0,51.

4.7 (a) n > 20834, (b) n > 2944.

4.8 (a) 6 <2,5, (b) § = 1,03.
4.9 n > 85.
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