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1. fejezet

Bevezetés. Alapfogalmak és
példak

Ebben az jegyzetben dinamikai rendszeren idében determinisztikusan fejlédé —
diszkrét vagy folytonos ideji — rendszert értiink.

1.1 Definicié. Legyen (M,F) mérhets tér, azaz M az alaphalmaz, dinamikai
rendszeriink fazistere, és F M részhalmazainak o-algebraja. Az (M,F,T) har-
mast, ahol T: M — M, endomorfizmusnak nevezzik, ha T mérhets, azaz VA € F-
re T"1AeF.

1.2 Definicié. Az (M, F,T) harmast, ahol T: M — M, automorfizmusnak ne-
vezziik, ha T és T~! is endomorfizmusok.

Klasszikus példa dinamikai rendszerre a Naprendszer, amelynek mozgasat a
tudosok stabilnak tekintették. (Tekintsiik valamely dinamikai rendszer két adott,
infinitézimalisan kozeli fazispontjahoz tartozo palyakat. Attol fiiggen, hogy az
id6beli fejlédés soran a palyak tavolsaga — tipikus palyapar esetén — legfeljebb
polinomialisan illetve legalabb (pozitiv) exponencialisan vatozik, a rendszert stabi-
lisnak illetve instabilnak nevezziik.)

A Naprendszer klasszikus mechanikai szempontbdl az tgynevezett n-test prob-
lémaval modellezhets, ez alatt n tOmegpont (az égitestek) rendszerét értjiik, amint
azok az egymasra gyakorolt gravitacios erterek hatasara mozognak. Megoldani,
integralni azonban csak a két-test problémat sikeriilt, a harom-test problémat méar
nem. S&t, a konnyitett valtozat, az an. korlatozott harom-test probléma is hossza
ideig ellenallt. A korldtozott hdrom-test problémdndl feltessziik, hogy a harom to-
megpont koziil az egyik témege elenyészéen kicsi; ekkor realis volt a remény, hogy
a megoldast megkaphatjuk mint a két-test probléma ismert megoldasanak pertur-

A kozelités ésszertiségét szemléltethetjiik a Vénusz palydjanak szamolasaval. A
Vénusz mozgasat elsGsorban a Nap gravitacids vonzéasa hatarozza meg, de csekély
hatast a tobbi bolygo is gyakorol ra. A Nap koriili ellipszispalyat elsGsorban a
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Jupiter deformalja, azonban ennek atlagos ereje is kisebb mint a Napénak 2.107°-
szerese. Els6rendi kozelitésben még ezt kell figyelembevenniink, ez éppen a korlato-
zott harom-test-probléma. Finomabb kozelitésben azutdn mar a Fold vonzerejével
is szamolnunk kellene, ez atlagosan a Napénak 4.10~%-szorosa.

Széval mi is a helyzet a korlatozott harom-test-problémanal az altaldnos eset-
ben? A valasz joval bonyolultabbnak bizonyult a vartnal, amit a harom-test prob-
lémanal egyszertibb, de vele rokon példan szemléltetiink.

1.3 Példa. (A korgyiiri forgatasa) Tekintsiik az M = [a,b] x S fazistéren a
T(r,¢) := (r,¢ + f(r)) automorfizmust, ahol 0 < a < b és f(r) szigortian monoton
névekeds C1 fiiggvény. (Mivel S = R/Z, azért az (r,¢) polarkoordinata szdg-
valtozojaban az Osszeadas mod 1 értelemben szerepel.) Ennek minden r € [a, ]
értékre az r = const. gorbe invaridns gorbéje (kovetkezésképpen a fazistér ,foli-
azva” van ezekkel), a rendszer stabil. Az r = const. invarians gorbéket invaridns
toruszoknak is nevezik; topologiailag ezek egydimenziés toruszok.

1.4 Példa. (A korvonal forgatasa) Az el6z6 példa rogton egy egyszeriibbet is
tartalmaz. Tekintsiik az M = S kérvonalon az R,z = x+ « automorfizmust (ismét
mod 1). Ezt nevezik a korvonal forgatdsdinak, és « a forgatési szog. Konnyt latni,
hogy racionalis a esetén minden pont periodikus, irracionélis « esetén minden pélya
strd (ezt a 2. fejezetben bizonyitjuk is).

1.5 Példa. (A korgyiri diffeomorfizmusa) Visszatérve az 1.3 Példahoz, a
kérdés az, mi torténik, ha T helyett a T, := T.(r, ¢) := (r + ea(r,¢), ¢ + f(r) +
ef(r, ) perturbalt leképezést vessziik, ahol a és § sima fiiggvények, amelyekkel
T, az M korgytrd diffeomorfizmusa (azaz az inverz is létezik és differencialhato).

A T, leképezések tehat a korgydrd (az annulus) diffeomorfizmusai kozé tar-
toznak. Vajon ezeknek is lesznek-e — legalabbis kis e-ra — T-hez hasonléan M
minden pontjan keresztiil invaridns toruszai? A valasz, amelyet 1954-ben A. N.
Kolmogorov talalt, a korabbi varakozashoz képest rendkiviil meglepd volt. A per-
turbalt leképezéseknek valoban megmaradnak bizonyos invaridns téruszai abban az
értelemben, hogy

1. lesznek invarians I' gorbék, amelyek topologiailag toruszok,

2. tovabba az ezekre korlatozott leképezésnek az tn. forgatdsi szama (ez a for-
gatasi szog altalanositasa, a pontos definiciot 1. késébb) azonos a T' automor-
fizmus valamely r = r(T") sugarhoz tartozo f(r) forgatasi szogével:

3. végill T és T, azonos forgatasi szamhoz tartozd invarians toruszai egymas
alkalmas perturbaltjai.

Marmost, hogy milyen f(r) forgatasi szogekhez tartozo invarians téruszok ma-
radnak meg, az a szdg szdmelméleti tulajdonsagaitol fligg: minél rosszabbul ko-
zelithetd f(r) racionalisokkal, annal nagyobb perturbacionak is ellenall. El&szor
szamitogépes eredmények mutattiak, hogy Kolmogorov eredménye az igazsdgot mu-
tatja abban az értelemben, hogy altalaban a perturbaciéonal megmaradé invariédns
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téruszok kozotti tartomanyokban tipikusan olyan kaotikus, instabil palyak is els-
fordulnak, amelyek lezartjai pozitiv mértékd halmazok. Kolmogorov ériési érdeme
a szokatlan, egészen 1j jelenség észrevétele, és a bizonyitas alapgondolatanak meg-
talalasa. Az analitikus, igen nehéz részletek teljes és matematikailag szigoru kidol-
gozdsa, és a feltételek lényeges javitasa Arnold (1963) és Moser (1962) eredménye,
ezért nevezik az elméletet Kolmogorov—Arnold—Moser, roviden KAM-elméletnek.
A késtbbiekben egy mar egyszeriisitett bizonyitést ismertetiink.

A szamunkra legérdekesebb dinamikai rendszerek koziil soknak a matemati-
kai megkozelités szaméara igen el6nyds tovabbi tulajdonsaga is van: M-en megad-
haté olyan, gyakran az M topologikus tulajdonsigaival 6sszhangban levé mérték,
amelyet a dinamika invaridnsan hagy. Ez a helyzet pl. a klasszikus mechanika
Hamilton-rendszereinél, ahol az tn. Liouville-mérték mindig invaridns az idébeli
fejlédésre vonatkozolag.

1.6 Definicié. Legyen (M, F) mérhet6 tér, és rajta adott a p mérték, amelyet
az 1.1 Definici6 értelmében vett T endomorfizmus invaridnsan hagy (azaz: VA €
Fre p(T7*A) = u(A)). Az (M,F,u,T) négyest ugyancsak endomorfizmusnak
nevezzilkk. A szovegosszefliggésbdl ki fog mindig deriilni, vajon van-e invarians
mérték, avagy nincs, pontosabban gondolunk-e ra avagy nem. Ugyancsak, ha ezt
kilén nem emlitjiik, a p mértékrdl feltessziik, hogy valosziniiségi mérték, azaz
w(M) =1.
1.7 Definicié. Az (M, F, u, T) négyest automorfizmusnak nevezziik, ha T és T—!
is endomorfizmusok.

Az 1.3 és 1.4 Példakban a Lebesgue-mérték invaridns, mig az 1.5 Példaban

tipikusan nincs sima invaridns mérték.

1.8 Példa. (Gauss-leképezés) Tekintsiik az I := [0, 1) egységintervallum kovet-
kez6 transzforméciojat:
1
Tx = {}
x

ahol {z} = z — [z] az x szam tortrésze. Ez a leképezés nemcsak az 1.1 Definici6
értelmében endomorfizmus, hanem kovetkezé Lemmank szerint az 1.6 Definicio
értelmében is.

1.9 Lemma. A Gauss-leképezésnek van sima invaridns mértéke, amelynek siri-
ségfiigguénye

1
o) = T ayiog2

Bizonyitas. Ha van invarians mérték, akkor az (y, y + dy) intervallum mértéke
egyrészt p(y) dy, méasrészt

> plx) [kl =Y plax)d dy
k=1

k=1
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ahol 2 := (k+1vy)~': 1 <k az y = Tx egyenlet megoldasai. Innen

- L= (55)

=1

Elemi szamolas méar adja, hogy a Lemmaéaban szerepls stirtiség megoldja a kapott
fliggvényegyenletet. O
A Gauss leképezés alapvets szerepet jatszik a lanctortek metrikus elméletében.

1.10 Példa. (Intervallumleképezések) Az 1.8 Példa sugallja a kovetkezs leké-
pezéscsalad bevezetését. Legyen f: [0,1] — R Cl-fiiggvény, amelyre a Tz :=
{f(z)} modon értelmezett T: [0,1] — [0,1] endomorfizmus végesen invertélhato
(azaz Vy € [0,1]-rte a Tz = y egyenletnek véges sok megoldasa van). Az
igy bevezetett leképezéseket nevezziik intervallumleképezéseknek. Mivel a lehetd
legalacsonyabb-dimenzidsak, ezért — matematikai vagy akar szamitdégépes — ta-
nulményozasuk viszonylag egyszertibb, ugyanakkor mér ezek is rendkiviil gazdag
viselkedést mutatnak. S6t ugyanez elmondhato a még egyszertbb f(x) := px(l—=x)
(1 > 0) kvadratikus fiiggvény altal definialt csaladra. Kés6bb latni fogjuk, hogy
ezen leképezések akkor viselkednek ergodikus, kaotikus, sztochasztikus médon, ha
létezik sima invarians mértékiik. A Gauss leképezésnél leirt modon itt is kénnyd
felirni az esetleg létez6 invarians meérték p(y) strtségfiiggvényére az egyenletet.
Nevezetesen:

z: Te=y

A jobb oldali operétort (itt nem mondtuk meg, milyen térben értelmeztiik) nevezik
Perron—Frobenius—Ruelle-operdtornak, és ennek fixpontja a keresett stirtiség.

A valoszintiségszamitasbol jol ismert az f:[0,1) — [0,1), f(z) = 2z (mod 1)
fiiggvény altal definialt an. binaris- (vagy diadikus-) leképezés. Igen fontosak
a szakaszonként C! f-fiiggvények altal értelmezett intervallumleképezések is.

Csak emlitjiik a kétdimenzios analitikus leképezéseket, amelyek, ha lehet, még
az intervallumleképezéseknél is gazdagabb viselkedést mutatnak. Egyszerd példa
itt is a kvadratikus csaldd: Tz := 22 + ¢ ahol ¢ € C (nyilvan T: C — C).

Tovabbi fontos példakkal a kovetkezs fejezetekben is megismerkediink.

Mese a Naprendszerre vonatkozo legtajabb szimulacidkrol.

Az 1994-es parizsi Matematikai Fizikai Vilagkongresszuson J. Laskar francia kutato
meglepd eredményekrdl szamolt be. Lényeges allitasa, hogy a Naprendszer jovSbeli
fejledését 100 millio évre elére tudjak szamolni, és ez egyben elvi korlat is. Igen
érdekes elvi tjdonsag, hogy a stabilnak hitt rendszerben kaotikus oszcillaciok is
megjelennek. Nevezetesen pl. a Mars forgastengelyének iranya végez ilyet. Ez
természetesen az idGjarasra is hat, ami erdsen csokkenti az élet kialakuldsdnak
esélyeit. Ugyanezt a kaotikus oszcillaciot mutatta a Fold forgastengelye is, amikor
a rendszerbdl kihagytédk a Fold holdjat. Ez arra utal, hogy a Fold mozgéasanak
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stabilitdsa, beleértve a Fold forgastengelyének szabalyos valtozasat, annak kovet-
kezménye, hogy Foéldiink viszonylag nehéz Holddal rendelkezik.

Folytonos paraméterti dinamikai rendszerek

Differencialegyenletekbdl szarmaztatott dinamikai rendszereknél az idé folytonos.
Ezért természetes az egyparaméteres leképezés(fél)csoportok bevezetése.

1.11 Definicié. Legyen (M,F,u,S®) egyparaméteres automorfizmuscsoport,
azaz legyen Vt € R-re S! automorfizmus, és teljesiiljon Vt,s € R és © € M-re:
Sttsy = St(S%x). S® folyam, ha Vf: M — R mérhet6 fiiggvényre f(S*x) mérhets
M x R-en.

Az el6z6 definicibban az R paramétertartomanyt R -szal helyettesitve az ér-
telemszert vatoztatasokkal kapjuk a S®+ endomorfizmus-félcsoport, masnéven fél-
folyam fogalmat.

1.12 Példa. (A torusz feltekerése) Ez a korvonal forgatasanak altalanositasa.
Itt M :=T¢ ~R?/Z? | 1 a Lebesgue-mérték, és

Sla =12+ ta (mod T%)

ahol a € S? tetszbleges.
Ugyanezt a transzforméaciot tekinthetjiik csak diszkrét idépontokban

TV =+ na (mod T%). (1.1)

63

Ez a torusz eltoldsa, ami altalaban a csoport-eltolas specialis esete (1. 3.8 Példa).

A fenti példa egyben utal azokra az altalanos konstrukciokra, amelyekkel diszk-
rét és folytonos idejii dinamikai rendszerek kozott természetes kapcesolatot lehet
teremteni.

1.13 Definici6. (A felfiiggesztett folyam) Legyen (M, F, u, T) automorfizmus
a 1.2 Definicio értelmében, és f : M — RY, f € Li(u) (azaz nemnegativ és
intgralhato) fiiggvény. Folyamunk fazistere

My ={(z,s)lx € M,0 <s < f(z)}/ ~ (2, f(x)) ~ (Tx,0),

és S'(z,s) = (z,s + 1), V(z,s) € My, t € R. Kozvetlenil ellendrizhets, hogy pup =
(f5; fdp)™t- px Leb invarians valoszintisagi mérték, azaz (Mg, Fy, fuy, SR+) folyam
a 1.11 definicio értelmében (Fy = F ® L, ahol £ a Lebesgue-mérhets halmazok o-
algebraja). Az igy kapott autmorfizmus-csoportot az f(x) tetdfiggvényhez tartozo
felfiiggesztett folyamnak (angolul suspension flow) hivjuk.

A felfiiggesztett folyamnak sokszor létezik természetes "inverz konstrukcioja"
is. Legyen (M,F,u,S®) folyam, és N € F "kell6en szép" halmaz, melyre (i)
u(N) = 0, de N-n természetes modon értelmezhets egy Fy o-algebra, melyen
p mérték természetes modon indukal egy pny mértéket; (i) py-majdnem minden
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x € N esetén a {t € RT|S'z € N} halmaz nem iires, diszkrét részhalmaza RT-nak.
(Ezt garantalja példaul, ha M Riemann sokasag, pu a Lebesgue mértékre abszolut
folytonos, N pedig egy a folyam iranyara transzverzalis hiperfeliilet M-ben.) Ekkor
pny-majdnem z € N esetén értelmezhets 7(x) = min{t > 0|S'x € N}, és Tyx =
ST(®) . Az igy kapott (N, Fy, pun, Trv) automorfizmust Poincaré leképezésnek, N-t
pedig Poincaré szelésnek hivjuk.

Visszatérve a 1.12 példéhoz, a (d-dimenzios) torusz feltekerését megkaphatjuk,
mint a (d — 1 dimenziés) torusz eltolasdhoz tartozo felfiiggesztett folyamot, az
f(z) =1 tetofiiggvénnyel. Forditva, a torusz eltolasat megkaphatjuk a torusz fel-
tekerésébdl, mint az N = {; = 0} Poincaré szeléshez tartozo Poincaré leképezést.

Tekintsiink még egy példat egyparaméteres automorfizmuscsoportra.

1.14 Példa. (Az inga fazisképe) Tekintsiink egy ¢ hosszusagu fonalra felfiig-
gesztett m = 1 tomegl pontszerd tomeget. Jeldljiik ¢-val az inga kitérésének
sz0gét, p-vel momentumat, ami az adott esetben egyben sebessége is. Egyszert
elvekbdl kiévetkezGen .
q=7p
[ ) (1.2)

p = —w*singq,

ahol w = Q'

1

Rendszeriink, amely igy is irhato:
G+ w?sing =0

Hamilton-rendszer, és Hamilton-fliggvénye

P2
H(p,q) = b + (1 — cos q)w?.
Valoban
_om
=%,
. OH
p - aq bl
és igy
dH OH OH
(P,q) _ OH . OH._,
dt Op dq

miatt H = H(p(t), q(t)) mozgasallando. Tehat az (1.2) egyenlet megoldasai a H =
constans gorbék mentén valtoznak. Emellett a g szogvaltozo 2m-periodikus, igy a
fazistér a (—oo < p < 00,0 < g < 27) hengerpalasttal azonosithato.

Az (1.2) rendszernek két fixpontja, azaz szingularis pontja van, vagyis ahol
(¢,p) = 0; ezek (p1 =0,q1 =0), (p2 = 0,92 = ) (az els6 az inga legalso, a méasik a
legfelss helyzete). Mindkeét fixpont kornyezetében tekinthetjiik e rendszer linearis
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kozelitését. Ezek
d 2
amy_(0 -w P\ _p,(?
dt \¢ L0 q q
) (1.3)
dmy (0 w P\ _p. (P
dt\g) ~\ 1 0 )J\g) \g)
D, sajatértékei: A\ = +iw, Do-éi: Ao = tw.
Az els6 esetben a linearizalt egyenlet valos megoldasai p(t) = Cw cos(wt + ),
1
q(t) = Csin(wt + ), ezek ellipsziseken valtoznak (—2102 +¢* = 0?), a masodik
w
esetben p(t) = Cwch(wt + @), q(t) = Csh(wt + ¢); ezek viszont hiperbolakon
1
valtoznak (—2p2 — ¢ =0C?).
w

A linearis kozelitések azonban csak a fixpontok kozelében irjak le jol a palyakat,
globalisan igy néz ki a faziskép:

1. 4bra. Az inga fazisképe

Valéban, a H = H(p,q) = % + (1 — cos q)w? energia konstans lévén, H > 2w?
esetén a mozgas forgas jellegt, p sehol sem lehet nulla, ¢ monoton modon valtozik;
0 < H < 2w? esetén (p = 0, ¢ = arccos(1 — g)) pontja az orbitnak, a mozgés
lengé jellegti.

H = 2w? esetén a megoldas a i = w?(1 + cos ) gorbeparon, az tn. szeparat-

rixon valtozik. A (0, 0) fixpont elliptikus, a (0, 7) fixpont hiperbolikus, a szeparatrix
(m,0)-beli érint6i épp az (1.3)-ban szerepld Do linearis operator sajatiranyai.

Fiiggelék

Meérheté tér, valdszintiségi mezs. Ha M tetsz6leges nem-iires halmaz, akkor
M részhalmazainak egy F csaladjat o—algebrdnak mnevezzik, ha (i) 0 € F, (ii)

minden Aq,...,A,, - - € F esetén U A, € F, és végil (iii) ha A € F, akkor

n=1
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A€ € F (masszoval F zart a megszamlalhato egyesités és a komplementerképzés
miiveleteire nézve). A u: F — Ry fliggvényt mértéknek nevezziik, ha tetszéleges

Ay, . Ay, - € F, Ay N A, =0 (n # m) esetén “(U Ap) = ZM(A,L). Au
n=1 n=1

meérték valdszindségi, ha p(M) = 1. Az (M, F) par neve mérhetd tér, az (M, F, )
harmasé mértékes tér (illetve valdsziniségi mezd, ha p valoszintiségi mérték.) Nem
jelent&s megszoritéas, ezért a tovabbiakban mindeniitt feltessziik, hogy a szerepld
mértékek teljesek, azaz ha B C A, és u(A) = 0, akkor egyuttal B € F (és ko-
vetkezdleg pu(B) = 0). Ha M topologikus tér (pl. metrikus tér, vagy specialisan
az euklideszi tér), akkor a nyilt halmazok altal generalt o-algebra az an. Borel
o-algebra. Ha — Riemann-sokasagok, igy pl. ismét az euklideszi tér esetén — az ala-
pul vett mérték a Riemann-mérték, illetve a Lebesgue-mérték — akkor a szoban
forgo meértéknek egyetlen legsziikebb teljes kiterjesztése van (az euklideszi esetben a
megfelel6 o-algebrat a Lebesgue o-algebrdanak és az ott értelmezett mértéket pedig
Lebesgue-mértéknek nevezzik).

Integralhelyettesités. A Perron—-Frobenius-Ruelle operator levezetésénél mar
hasznaltuk és a jov6ben is sokszor alkalmazzuk az alapvetd integralhelyettesitési
azonossagot. Legyen (M, F, u) valoszintségi mezd, (M', F') mérhets tér, f: M —
M’ mérhets leképezés és ¢: M’ — R meérhet6 fiiggvény. Akkor

/ o(f@)u(dr) = [ @)u(f(dy)) (1.4)
M M’

all, valahanyszor barmelyik oldalon szerepld integral létezik. A df,u(y) = p(f~1dy)
M'-n értelmezett mértéket a p mérték eldretoltjanak is hivjuk (definicié szerint
VA € F' esetén fou(A) = u(f~1A)). Specialisan, ha M és M’ is egy interval-
lum R-ben, p abszolat folytonos a Lebsesgue mértékre p(x) stirtiségfiiggvénnyel, és
az f leképezés (szakaszonként) folytonosan differencidlhato, akkor f,u is abszolut
folytonos a Lebesgue mértékre, és p'(y) strtségfiiggvénye a

) (2)
P'(y) = '0,
x:%::y |f' ()]

képlettel szamolhato.



2. fejezet

Poincaré rekurrencia tétele.
Ergodtételek

A legegyszeriibb kérdés, amely méar a 19. szazadban is foglalkoztatta a dinamikai
rendszerekkel foglalkozo kutatokat: visszatérnek-e el6bb-utobb a fazispontok sajat-
maguk kis kornyezetébe. A periodikus pontok persze ilyenek, de ezekbdl altalaban
viszonylag kevés van. Poincaré egyszeri tétele igen altalanos, mert topologiat sem
feltételez.

2.1 Tétel. (Poincaré rekurrencia tétele, 1899) Legyen (M, F,u,T) tetszdle-
ges endomorfizmus, és A € F. Ekkor A p-majdnem minden pontja visszatérd, azaz
p—m. m. x € A-ra In € Zy, hogy T"x € A.

2.2 K6vetkezmény. A p—m. m. pontja erdsen is visszatérs, azaz végtelen sok-
szor visszatér A-ba.

Bizonyitas. Poincaré tétele miatt minden n-re T is visszatérs, azaz 3B, , hogy
o0

w(Bp) =0és A\ By-en T visszatérs. A \ U B,, pontjai végtelen sokszor térnek

1
vissza A-ba. O

2.1 Tetel bizonyitasa. Legyen N C A a nem-visszatérd pontok halmaza:

N:=A\( UT FA)=An( ﬂT (M \ A)).
k=1
Allitjuk, hogy Vn € Z_-ra N NT~"N = (). Valéban, ha z € N NT "N lenne,
akkor x € A és egyuttal T"x € A lenne, igy x is visszatérd volna, ellentétben N
definiciojaval.
Az elgbbi allitas kovetkezménye: V0 < k < l-re
T*NANT'N=T""NnT-PN)=0

tehat N,T~'N,...,T~™N,... paronként diszjunktak, ezért u végessége miatt
u(N) =0. O
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Poincaré rekurrencia tételéhez is kapcsolédik az aldbbi indukalt leképezések
fogalma (érdemes Osszevetni a felfiiggesztett folyam, illetve a Poincaré leképezés
fogalmaval az el6z6 fejezetbdl).

Legyen (M, F, u,T) endomorfizmus és A C M, u(A) > 0.

2.3 Definici6. (Derivalt leképezés) T4: A
Taz =Ty

ahol n(x) = min{k > 1| T*x € A} (Poincaré rekurrencia miatt:
u(x € A | n(r) =o00) =0).

2.4 Tétel. (A, Fa,pua,Ta) endomorfizmus, ahol pa(B) = u(AN B)/u(A).

Legyen most (M, F, u,T) endomorfizmus, és f: M — N mérhetd.
Legyen My = {(x,k) |z € M, 1 <k < fa} C M xN. F; - a szorzat altal
generalt o-algebra. pr(A x {k}) = u(A), ha x € A-ra f(z) > k.

2.5 Definici6. (Primitiv (vagy torony) leképezés) Torony vagy primitiv le-
képezés:

(r,k+1) ha k< fx
Ty: My 2 Tf(z’k):{ (Tz,1)  ha k= fa.

2.6 Tétel. Ha pu(M) < oo, és f € L1, akkor py(Mjy) :/ f(z)du(z).
M

2.7 Tétel. (Mg, Fy, Ty, py) mértéktarto.
2.8 Feladat. Ty derivdlt leképezése az M x {1} halmazon éppen T.

Poincaré tételének egyszeri alkalmazéasa: tekintsiik a korvonal forgatasat
(1.4 Példa). Ha a = r/s racionalis, akkor R, = Id, és minden pont perio-
dikus. Tekintsiik irracionalis a esetét. 2.1 Tételt alkalmazva az A := (—4,9)
halmazra, latjuk, hogy 3z € A és In, hogy —§ < (0 #) =z + na (mod 1) < 4.
Tehat —20 < na (mod 1) < 26. Innen mar azonnal adodik, hogy Vo € S-re a
{z + na (mod 1)} halmaz stirti S-en. (Megjegyezziik, hogy az {z + na (mod 1)}
halmaz strt volta kozvetlenill is konnyen belathatd pusztan azt hasznalva, hogy
irracionalis «v esetén e halmaz nem lehet véges.)

Igen gyakran olyan dinamikai rendszereket vizsgélunk, ahol a fazistér topologi-
kus strukturaval is rendelkezik; egyszertiség kedvéért ilyenkor itt mindig feltessziik,
hogy M lokalisan kompakt, szeparabilis metrikus tér. F jellemzGen a Borel o-
algebra, T" endomorfizmusroél pedig feltessziik, hogy folytonos.

2.9 Definicié. Legyen T folytonos endomorfizmus. Az X C M részhalmazt mini-
malisnak nevezziik, ha nem tartalmaz valodi, nem-iires, zart, T-invaridns részhal-
mazt. Ha maga M miniméalis halmaz, akkor a T-t minimdlis endomorfizmusnak
nevezziik. A minimalitas ekvivalens jellemzése: minden pont palyaja stirti M-ben.
A T endomorfizmust topologikusan tranzitivnak nevezzik, ha van olyan x € M
fazispont, amelynek a pélyaja stirti M-ben.



2. Poincaré rekurrencia tétele. Ergodtételek 13

Minimalis endomorfizmus nyilvan topologikusan tranzitiv. Elébbi észrevételiink
értelmében a korvonal irracionalis forgatasa minimaélis, igy topologikusan tranzitiv
is.

Boltzmann ergodikus hipotézise és Neumann ergodtétele

Ludwig Boltzmann a 19. szazad 70-es éveiben a statisztikus fizika megalapoza-
san dolgozva megfogalmazta az un. ergodikus hipotézist. Legyen My valamely N
szabadsagi foku mechanikai rendszer fazistere, és ezen fn: My — R egy mérés.
Rendszeriinkrél tegyiik fel, hogy egyensilyban van, tehat My-en adva van egy py
egyensulyi, vagyis invarians mérték (a Liouville mérték). Boltzmann hipotézise
szerint, ha rendszeriink nagy (N > 1), a megfigyelések idébeli atlaga konvergal a
térbeli, egyensilyi atlagértékhez, azaz formalisan

T
T [ s — [ g dut)

hacsak T, N — oo. Mind a rendszer ,nagy” voltara vonatkozo feltevés, mind a
hasznalt konvergenciafogalom matematikailag tisztazatlanok voltak. Barmennyire
is fontos volt és matematikailag is izgalmasnak tiint az ergodikus hipotézis, mégis
csak tobb mint 50 év elteltével sikeriilt megtenni az els6 igazi 1épéseket.

Legyen (M, F,u,T) tetszoleges endomorfizmus, és f: M — R valamilyen ,mé-
rés”; azaz a fazistéren értelmezett, alkalmas feltételeknek eleget tevé fiiggvény. Az
ergodicitds matematikai modellezéséhez fontos 16kést adott Koopman oOtlete. A
dinamikai rendszereket természetes médon pontleképezésekként értették, mi is igy
vezettiik be a fogalmat. Koopman 1929-ben a kévetkezs egyszerii atfogalmazast
javasolta: A pontleképezés helyett tekintsiik a

(Tf)(x) := f(Tx)
— linearis — fiiggvénytranszformaciot, mondjuk az L, = {f: [[fll, =
(/ (If1P) dp)'/? < oo} fiiggvénytéren. (T-t a T leképezés altal indukdlt operdtor-
M

nak nevezzik.) A p mérték invariancidjanak kozvetlen folyomanya, hogy T izomet-
ria, azaz | T'f |, = || f|l, és igy || 7], = 1. Az indukalt leképezés objektuma kénnyen
kezelhets volt a funkcionalanalitikus megkozelités szamara, hiszen a funkcionala-
nalizis a 20-as évek végére, részben éppen Neumann Janos munkassaganak is ko-
szonhetden, jol értett, természetes eszkozzé valt a matematikaban.

2.10 Megjegyzés. Ha egy T: L, — L, izometria adott, természetes kérdés, vajon
van-e olyan T: M — M, amely indukélna T-t. A valasz altaldban nem, viszont ha
(M, F, ) tn. Lebesgue-tér, akkor igen. A Lebesgue-terek tanulméanyozasa azonban
most nem célunk.

2.11 Tétel. (Neumann Lz-ergodtétele, 1932) Tetszdleges f € Lo fiigguény-
hez létezik f € Lo invaridns fligguény, hogy

[Anf = fll2 =0
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ahol A, f = (erTf +e +T"71f) (Az f € L, figguény invaridns, ha f = Tf)
Igaz tovdbbd, hogy f az f elem Lo-beli ortogondlis vetiilete az invaridns fligguvények

alterére. Végdl/fdu:/fdu,

1
n

2.12 Definicié. A T endomorfizmust ergodikusnak nevezziik, ha barmely f € Lo
fiiggvényre f = const. (Miutan altalaban az L,-fliggvények csak p-m.m. értelme-
zettek, azért ezek egyenlGségérdl is csak ilyen értelemben beszéliink). Innen azonnal
kovetkezik, hogy T csak akkor ergodikus, ha minden invarians fiiggvény konstans.

Ergodikus leképezésre a 2.11 Tétel harmadik allitasa miatt / fdu = f, vagyis

az elsg allitas igy szol

n —

1, . Lo
N e BT

Tehat rogzitett dinamikai rendszerre épp Boltzmann hipotézisének allitasat nyerjiik
— itt Lo konvergencidban. E megjegyzés méar mutatja az ergodtételek és az ergo-
dicitas fogalménak rendkiviil fontos voltat, most térjink ra Neumann-tételének
bizonyitasara.

2.11 Tétel bizonyitasa. Egyszerd lépésekben. Legyen f € Lo.
1. A, kontrakcio, azaz || An fll2 < ||f]|2-

2. Ha A, f konvergal, akkor f = lim A, f invarians, mert T folytonossaga

. n—oo
miatt

L 1 _
TF = Tlim A, f = lim (’“LAnﬂf— f) -7
n n
3. Jeloljik E :={f € Ly: A, f konvergal Lo-ben}.
Tételiink {6 allitasa kovetkezni fog az aldbbi két tulajdonsagbol:
a) E zart altér;

b) E tartalmaz Lo-ben stird részhalmazt.

4. a) bizonyitasara tegyiik fel, hogy fr € F és || fx — f|l2 — 0. Ekkor

IAnf — Amfll2 < NAR(f = fi)llz + [[(An — Am) frll2+
+ 1 Am (fe = Fll2 < 2/1f = fell+
+ [[(An — Am) fi||2-

A jobb oldali els6 tag tetszdlegesen kicsivé tehetd k alkalmas valasztasaval,

mig fix k-ra a méasodik tag is tetszoleges kicsi, ha n,m elég nagyok. Meg-

jegyezziik még, hogy lim A, f folytonos f € E-re, ugyanis | A, fr — Anf| <
n

e = [II-
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5. b) bizonyitasédhoz el6szor lassuk be, hogy f = T [ akkor és csak akkor, ha
f= T* [. Tegyiik fel elgszér, hogy f = T J. Mivel T izometria, Vg,h € L?
esetén (T*Tg, h) = (Tg,Th) = (g,h), igy T*T = Id. Igy f = T'f mindkét
oldalara hattatva 7*-t, kovetkezik, hogy f = T*f. Tegyiik fel most, hogy

f=1T"f. Ekkor [|fI” = (f.f) = (£.T*f) = (Tf.f) = (f.Tf), ugyanis
(T, f) = || /1| valos. Ekkor viszont | f=Tf|I> = || fI[*+[|Tf|*~2(f,Tf) = 0,
tehat f = Tf. Osszefoglalva, a Teésal* operédtoroknak az 1 sajatértékhez
tartozé sajatalterei megegyeznek. Ugyanakkor f = T f esetén nyilvan f € E.
Tehat f = T*f esetén f € E.

6. Korlatos A operatorok jol ismert, egyszeri tulajdonsaga: VA € C-re
Cl [Range (A — \)] @ Ker (A* — \) = Lo.

Innen esetiinkben (A = 7, A = 1) Cl [Range (I — T)] @ Inv = Ly, ahol
Inv:={f: f=Tf}={f: f =T*f}. (A felhasznalt tulajdonség igazoldsa:
valoban, ha h L Range (A — \), azaz ha Vf = Ag — Ag-re (h, f) = 0, akkor
Vg € Ly-te 0 = (h,Ag — g) = (A*h — \h,g), vagyis h € Ker (A* — )\) és a
gondolatsor megfordithato.)

7. b) mar kivetkezni fog abbol, hogy Range (I — T) C E. Ez utobbi allitas
azonban trividlis, ugyanis ha f = g — T'g, ekkor

1 N L
A,f = ﬁ(g — T"g)720.

n — oo

8. Az eddigiekbdl az is latszik, hogy f € Inv-re A, f = f = f, mig f € Range(I—
T)-re f = 0. Innen adodik, hogy barmely f € Lo-re f az f € Ly elem vetiilete
az Inv zart altérre. E megjegyzésbdl a tétel masodik allitasa nyilvanvalé.

9. A harmadik &llitas belatasdhoz tegyiik fel, hogy f = f—f—(I—T)g, ahol f € Inv,

g € Lo. Ekkor nyilvan all / fdu= / fdu. Mivel az el6bbi alakt f-ek stirt

halmazt alkotnak Lo-ben, azért a kivant egyenlSség egész Lo-n igaz. g

2.13 Feladat. (Li-ergodtétel) Ha T endomorfizmus, akkorVf € Ly-re 3f € Ly
invaridns figguény, hogy ||Anf — flli — 0 (n — o) és /fdu = /fdu.

Utalas. Lo stird altér Li-ben.

Az atlag norméaban vett ergodtételek mellett igaz a m. mindeniitt valé konver-
genciat allité an. individudlis ergodtétel is. Ennek bizonyitasat a jegyzet masodik
felében kozoljiik.

2.14 Tétel. (Birkhoff (1931) — Hincsin (1933) ergodtétele) Legyen T en-

domorfizmus, és f € Li. FEkkor 3f € Ly invaridns figgvény, hogy A,f — f
teljestil y— m. m. és /fd,u:/fdu.



16 2. Poincaré rekurrencia tétele. Ergodtételek

2.15 Megjegyzés. Mindharom ergodtétel analog megfogalmazasa igaz (i) auto-
morfizmusra és (ii) folytonos paramétertd rendszerekre is. Automorfizmus esetén
pl. 2.11 Tétel allitasa mellett igaz a kdvetkezs allitas is: a

A f=1/n(f+T ' f+... T "))

jeloléssel élve 3f~ € Ly invarians fiiggvény, hogy ||A; f — f |2 — 0, (n — o), és
fm=f4al py— m. m.

Folytonos paraméterd rendszerekre az ergodtétel egyszeri kovetkezménye a 2.11
1

illetve a 2.14 Tételeknek. Valoban elegend6 utébbiakat az F(x) := / f(S°z)ds

fiiggvényekre alkalmaznunk (a Fubini tétel — 1d. fliggelék — miatt f OE Ly (u)-bol
F € Ly(u) azonnal adodik).

Neumann ergodtételének kimondésa utan mar bevezettiik az ergodicitas fogal-
mat, és megmutattuk annak alapvet fontossagat. Most megadjuk az ergodicitas
fogalmanak egy egyszerd atfogalmazasat.

2.16 Definicié. (M,F, u,T) endomorfizmus esetén az A € F halmazt invarians-
nak nevezziik, ha x4 invarians fliggvény.

Az A halmaz csak akkor invarians, ha u(AAT~1A) = 0. Kénnyti latni, hogy az
invaridns halmazok o-algebrat alkotnak, ezt Z-vel jeloljiik.

2.17 Lemma. Az (M, F,un,T) endomorfizmus csak akkor ergodikus, ha minden
invaridns halmaz trividlis, azaz mértéke 0 vagy 1.

A lemma bizonyitasa. Ergodikus T-re VA € Z-re x4 = const, ami csakis
akkor lehet, ha u(A) = 0 vagy 1. Tegyiik fel, hogy minden invaridns halmaz
trividlis. Akkor az f invarians fiiggvényre igaz: minden ¢ € R-re az {z: f(x) < ¢}
halmazok invaridnsok lévén, mértékiik 0 vagy 1. Tehat van egy cg, hogy Ve < ¢o-ra
az emlitett mérték 0, Ve > co-ra 1. Ekkor f = ¢y, persze p majdnem mindeniitt.

|

Végill még egy megjegyzést tesziink arra vonatkozéan, mit is jelent az indi-
vidualis ergodtétel (a 2.14 tétel) ergodikus automorfizmus esetén. Egy f € L!
fliggvényre ugy is gondolhatunk, mint egy véges varhato értéki valoszintségi val-
tozora. Ekkor T™f is valoszintségi valtozo minden n > O-ra, ezek a véltozok a
mérték invariancidja miatt azonos eloszlasuak, A, f pedig az azonos eloszlasa val-
tozoknak az atlaga. Az individualis ergodtétel szerint A, f — [ fdp = Ef p-m.m
x-re. Ez épp azt jelenti, hogy az atlag egy valoszintiséggel konvergal a varhato
értékhez. Ha a 1™ f valoszintiségi valtozok fiiggetlenek volnanak, épp a nagy sza-
mok erds torvénye jelentené ezt a tulajdonsagot. Persze a ™ f valtozok altalaban
tavolrol sem fiiggetlenek, az ergodtétel allitasa szerint a nagy szamok torvényében
a fiiggetlenséget helyettesithetjiik a dinamikai rendszer ergodicitasaval.

2.18 Feladat. Mutassuk meg, hogy ha valamely n-re T™ ergodikus endomorfizmus,
akkor T is az. Adjunk példdt arra, hogy az dllitds megforditdsa nem igaz.
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n—1
Utalas. p(T~"AAA) <> (T AAT ™I A), ugyanis d(A, B) := u(AAB)
=0
metrikat definial a mérhetd részhalmazokon.

Fuggelék

Konvergenciafajtak. Véges mértéktér esetén a Holder egyenlGtlenség miatt
1 <p<yp-re|fllp, < |Ifllp all, igy Ly C L, tehat az L,-konvergencia kovet-

kezik az L,-konvergenciabol. Tovabba a majdnem mindeniitt val6 konvergencia
fiiggetlen az L,-konvergenciatol, hiszen egyrészt pl. limb, = 0 esetén a [0, 1]-

en értelmezett f,, := anXx(0s,) fliggvénysorozat mindeniitt tart 0-hoz, ugyanakkor

| fullp = by/? |an|, ami tetszolegesen beallithatd, masrészt ha

gn ‘= anX[zlgihk;;rnl]
1
ha 2™ < k < 2™ ¢s |/ == k — 2™, akkor ||gu|, = |am|(—m)1/1"7 ami mar a,, = 1

valasztassal is tart 0-hoz, viszont a fiiggvénysorozat sehol sem konvergens.

Szorzattér. Legyenek (X1, Fi, u1), (Xo, Fa, o) valoszintiségi mezok. Ezek szor-
zata (X, F) := (X1,F1,p1) x (X, Fa, u2) természetes modon igy vezethets be.
Egyrészt X = X7 X Xo = {(z1,22): 21 € X1,22 € Xo}, masrészt F az A; X
Ay: Ay € Fi, Ay € Fy tipusu szorzathalmazok altal generalt o—algebra. Végiil
w (=p1 X po) az egyetlen valoszintségi mérték, amelyre A; € Fy, Ay € Fy esetén
(A1 x Ag) = p(Ar)pa(Asz).

Fubini tétele. Tegyiik fel, hogy ¢: X — R mérhets figgvény. Ha ¢ € Li(p),

akkor alkalmas A; C X7, pu(X1\ A1) =0 és Ay C Xo, pa(Xso\ Az) = 0 részhal-

Inazokra/ o(x1, x2) o (das) illetve/ ¢(x1, o) p1 (dzy) mérhetsek és végesek
X

. 2 X1
Aji-en illetve As-n, tovabba

/X¢($17$2)M(d33) = /X1 (/XZ P(x1, 22) 2 (d$2)) p1 (dzy)

= /X2 (/X1 (1, w2) 11 (d$1)> p2 (dz2).



3. fejezet

Tovabbi példak. Ergodikus
leképezések

3.1 Tétel. A korvonal a szdggel valo forgatdsa akkor és csak akkor ergodikus, ha
« irractondlis.

Bizonyitas. Legyen az f: S — R korlatos, mérhetd fiiggvény Fourier sora
flz) = Z a,e*™ "% (a sor Lo-értelemben konvergal). Ekkor

n

Raf(a:) = f(Rax) = Z(ez’ri"aan)e%im. (3.1)

n

Tudjuk, hogy f = R f csak akkor, ha Vn-re a, = e2™"q, . Marmost ha Vn # 0-
ra a, = 0 teljesill, akkor f = const. Ha ellenben 3ng # 0 hogy a,, # 0, akkor
e2™m0 — 1 ami pontosan akkor &ll, ha 3k € Z, hogy npow = k. Tehat a € Q. O

A fenti tételbdl kovetkezik a korvonal forgatasanak néhany tovabbi érdekes tu-
lajdonsaga. Poincaré tételének alkalmazasaként megkaptuk az na (mod 1) sorozat
stird voltat irracionalis a esetén. Az ergodtétel kovetkezménye lesz viszont

3.2 Tétel. (Weyl tétele, 1916) Legyen « irraciondlis. Ekkor VI C S interval-
lumra n — oo esetén

1/ny " xi({na}) = u(l)
k=1

ahol p a Lebesgue-mérték.

3.3 Feladat. (V. Arnold) Tekintsik az 1,2,...,2",... szdmsorozat tizes szdm-
rendszerben felirt alakjdnak elsd jegyeit. Eléfordul ezek kézdtt a 7?2 A 87 Ha igen,
melyik gyakoribb? (Utmutatds: log,, 2 irraciondlis.)

R,, ergodicitasanak és Birkhoff-Hincsin tételének folyoménya, hogy p-m.m. z-
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re
1 n
LSl k) — (D) (32)
k=1
ha n — oco. Itt azonban igaz az er&sebb

3.4 Tétel. (3.2) teljesil Vo € S-re.
Innen x = 0 valasztassal mar adodik Weyl tétele is (3.2 Tétel).

Bizonyitas.

3.5 Definici6. Az {z,: z, € S, n € Z} sorozat egyenletes eloszlasi, ha tetszd-
leges I C S intervallumra

=3 al{en)) — uh)
k=1

El6szor sziikséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy az {x,,} sorozat egyenletes
eloszlasi legyen.

3.6 Lemma. Az {z,} sorozat csak akkor egyenletes eloszldsu, haVf € C(S) figg-

vényre
1 n

A lemma igazolasat késGbbre halasztva bizonyitsuk tételiinket. Legyen f €
C(S). 3.1 Tételbsl kovetkezik, hogy p-m.m. x € S-re

%Zf({a: + ka}) — /fdu (n — oo). (3-4)
k=1

Megmutatjuk, hogy e konvergencia Vx € S-re is all. Valoban legyen T € S olyan
pont, amelyre (3.4) igaz, és legyen = € S tetszSlegesen rogzitett. Mivel {{Z +na}}
stird, ezért alkalmas k = k(d)-ra dist ({Z + ka},x) < J. Igaz viszont

n+k

Zf {z + ka}) —niZf{m—&-k’a})

%Z F{z +ka}) = f({T+ (k+ F)a})] | + (3.5)
k=1
k E 7L+E _

+m max | f| + m 1;::1 |f({Z + ka})|.

f egyenletes folytonossaga miatt a jobb oldali els§ Gsszeg < — 3 ha ¢ elég kicsi. A

maésodik és harmadik tag viszont ranézésre < , ha n elég nagy. Kovetkezésképpen
(3.4) Vx € S-re igaz. O
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Bizonyitsuk végiil a 3.6 Lemmat. Tegyiik fel, hogy (3.3) all Vf € C(S)-re
és igazoljuk, hogy {z,} egyenletes eloszlasu. Jeloljik: v,(I) := ZX[(I’i). Fix
k=1

e > O-ra valasszuk meg az f, és f* € C(S) fiiggvényeket, hogy
(i) felz) < xr(x) < f () Vx € S-re,

O KEYALTES

Ekkor Zf*(:cl) <v,(I) < Zf*(xl) , azaz
k=1

k=1

LD SACAPRLCNE oy )
k=1 k=1

Itt (3.3) miatt a bal és jobb oldal konvergadl n — oo esetén / f+ du-hoz illetve

/f* dp-hoz. S6t

I I
w(I) —e < liminf vn(l) < lim sup vn(l)

n—00 n n—o00 n

< () +¢,

mivel / fedp < u(l) < / f*du. Az allitds megforditasdnak igazolasat mar elég

vazolnunk. {z,} egyenletessége azt jelenti, hogy (3.3) all intervallumok indikator-
fiiggvényeire. KovetkezSleg (3.3) igaz lesz ilyenek véges linearis kombinécidira is.
Viszont ezekkel mar minden f € C(S) jol kozelithet§ Li-ben — alulrél és felilrdl is,
igy az el6bbi gondolatmenet — mutatur mutandis — elismételhetd. O

A korvonal forgatasanak tobbdimenziés altalanositasa volt a torusz eltolasa
(1.12 Példa).
A 3.1 Tétel bizonyitasanak gondolata atvihetd, igy érvényes a

3.7 Tétel. A torusz (1.12)-gyel értelmezett eltoldsa akkor és csak akkor ergodikus,
ha 1,01, ... ,aq raciondlisan figgetlenek, ahol « = (g ..., aq).

Ugyanigy altalanosithato 3.4 Tétel, 3.5 Definicid, és 3.6 Lemma is.

Tovabbi altatlanositasi lehetGségként megemlitjiik a csoport-eltolas automorfiz-
must.

3.8 Példa. A csoport-eltolds.
Legyen M kompakt topologikus csoport és p a Haar-mérték M-en (a Haar-
mérték fogalmérol 1d. a 6. fejezet elejét). Tetszoleges rogzitett g € G-re legyen

Tyx=g-x.

Ekkor (M, F, Ty, 1) automorfizmus. Ez a példa egyben &ltalanositasa a torusz
feltekerésének (1.12 Példa).
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3.9 Feladat. Mi T, ergodicitdsdinak feltétele, ha G Abel-csoport?

3.10 Feladat. (Simanyi—Szasz) Legyen (M,F) mérhetd tér, G csoport. Le-
gyen adott minden g € G-re eqy (M,F,Ty) automorfizmus. Az (M,F,Tg) =
{(M,F,Ty): g € G} csalddot csoport-hatdsnak nevezzik, ha Vgi1,92 € G -re
Tggo = Tg,Ty, (a G csoport hat az M téren). Tetszdleges x € M esetén az x
G-pdlydjanak nevezzik a Gr = {T,x: g € G} halmazt.

Legyen adott o = (o, ...,aq) € R, és tekintsik R%-ben az a-ra ortogond-
lis g vektorok R*~'-el izomorf additiv G csoportjat. Hasson R%-n a G csoport a
kovetkezoképpen: Yg € G,z € R-re

Tyr=g+x.

Re-t faktorizdlva Z¢ szerint végiil is T?-n kapunk eqy G-hatdst. Bizonyitsuk be,
hogy

(1) G-nek csak akkor van T9-ben sird pdlydja, ha az o koordindtdi kézott van
kettd linedrisan figgetlen (és akkor minden pdlya sird);

(2) Az eldbbi feltétel mellett a palydk aszimptotikusan egyenletes eloszldsuak (mit
is jelent ez?);

(3) ** Legyen adott U C RY nyilt halmaz. Bizonyitsuk be, hogy van olyan véges
F halmaza az a-knak, hogy ha o ¢ F, akkor G = G,, minden pdlydja metszi
az U halmazt.

A 3.4 Tétel bizonyitasaban donts szerepe volt a forgatas kovetkezs, (3.5)-ban
kihasznalt tulajdonsdganak: ha két fazispont tévolsdga < §, akkor ez érvényes
marad Osszes képeikre is! A kezdeti feltételekre vald érzéketlenség, amely itt igen
er6s és egyenletes, dinamikai rendszerek stabil viselkedésének alapvetd jellemzje.
Az 5. fejezetben latni fogjuk, hogy a korvonal forgatéasa, bar ergodikus, de az ennél
valamivel erésebb keverg tulajdonsiggal mar nem rendelkezik.



4. fejezet

Stacionarius sorozatok mint
dinamikai rendszerek,
Bernoulli-sorozatok

Legyen M = E” (vagy M = E”+) ahol E véges vagy megszamlalhaté halmaz.
x € M tehét igy frhaté: « = (...,2_1,%0,21,...). Hengerhalmaznak nevezzik
a H C M részhalmazt, ha alkalmas ¢ > 1-re, i1 < i9 < --- < iy indexekre és
Fy, ..., Ey C E részhalmazra

H:{JIEM:Iil EEl,...,J),‘EEEg}.

Jelolje F a hengerhalmazok altal generdlt o-algebrat, és legyen p valdszintségi
meérték F-en. (Szokas altalanosabban hengerhalmaznak nevezni a

H={xeM: (xy,...,x;) € E}

halmazokat, ahol E C Ef tetsz6leges mérhets részhalmaz. Az ezek altal generalt
o-algebra természetesen ugyancsak F.)

4.1 Definicié. A p mérték stacionarius, ha tetszéleges H hengerhalmazra és Vk €
Z-re
/J{Cﬂil € El, ce Ty, € Eg} = [L{:Ci1+k e Fq,... s Tipg+k € Eg}

4.2 Definicié. A (Tx); = ;41 Osszefiiggéssel értelmezett T: M — M automor-
fizmust bal-eltolasnak (bal-shiftnek) nevezziik. Analég moédon értelmezhets a T'
bal-eltolas, ha M = E%+ amely ekkor csak endomorfizmus, mert nyilvanvalé mo-
don nem invertalhato.

Konnyt latni, hogy az (M, F)-en adott p mérték csak akkor stacionarius, ha
invarians a T bal-eltolasra nézve.

Hasonléan értelmezhetjilk az M = E%+ téren is a bal-eltolast, amely most
endomorfizmus.
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4.3 Definici6é. Ha a p stacionarius mérték egyuttal szorzatmérték, azaz V¢, i, <
o<1y, FEq,..., By valasztasra

L

p{wi, € Bv,...,a, € By = [ w{as, € Ej},
j=1

akkor a 4.2 Definicioban definidlt automorfizmust Bernoulli-automorfizmusnak ne-
vezzik. (Analog a Bernoulli-endomorfizmus fogalma.)

Az 1.10 Példaban mar sz6 esett a T: [0,1) — [0,1) T = {2z} binaris leképe-

oo

zésrdl. Legyen z € [0,1) binaris elGallitasa x = Z ;Jil, amit szimbolikusan igy
=1

frhatunk: = = (20, 21,...). Konnyd latni, hogy akkor Tz = (z1,22...), azaz T

ugyanigy hat mint a bal-eltolds. Pontosabban:

4.4 Definicié. Az (M;, Fi, i, T;): ¢ = 1,2 endomorfizmusokat izomorfaknak
(konjugaltaknak) nevezziik, ha IM! C M;, hogy p;(M;\ M]) =0 és Jp: M] — M)}
1-1 értelmd leképezés, hogy VA; C M/, A; € F; (i =1,2)-re

(e~ Az) = pa(Az) (%) &8 papAr) = pa (A1)

tovabba M{-n all: ©T) = Top (x) és Min all: Ty~ ! = p~1Ty.

A fenti tulajdonsagot szokas kommutativ diagramban is dbrazolni:

Ml i M1
Ly Ly
M, M,

Megjegyzés: Amennyiben ¢ nem invertalhato, és az utobbi relacioparok koziil
csak a (*)-gal jelzetteket koveteljiik meg, akkor az endomorfizmusokat szemi-kon-
jugaltaknak nevezziik.

Legyen specilisan M; = [0,1), My = {0,1}2+, Tyx = {22}, Ta(zo,71,...) =

1 1
(z1,x2,...), u1 a Lebesgue mérték és po az (250 + 251) meértékek szorzata. Ekkor

konnytd latni, hogy a két endomorfizmus izomorf. Az izomorfia fogalmara vonat-
kozoélag konnyd gyakorlat:

4.5 Lemma. FErgodikusnak lenni izomorfia-invaridns tulajdonsdg.

Igy a binaris leképezés ergodicitasa kovetkezni fog egy altalanos tételbsl.

4.6 Tétel. Minden Bernoulli-endomorfizmus (-automorfizmus) ergodikus.

Térjiink ra a 4.6 Tétel bizonyitasara. Elérebocsatunk egy egyszert feladatot.

4.7 Feladat. A mérhetd halmazok o—algebrdjdin

p(X,Y) = n(XAY) (4.1)
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szemi-metrika (azaz p(X,Y) = 0-bol nem feltétlen kivetkezik X =Y ). Ugyanakkor
az eqgymadstol nullmértékd halmazban killénbozd mérhetd részhalmazok ekvivalencia-
osztdlyain mdr a fenti p metrika.

Bizonyitas. Legyen A € Z. A mértékelméletbdl (vagy a valdszintségszami-
tasbol) jol ismert a kovetkezs approximacios tulajdonsag: VA € F-hez és Ve > 0-
hoz talalhato olyan ¢ € Z és Ay € F hengerhalmaz, amely ilyen alaka: alkalmas
Ay C B Lel

Ay ={x € M: (zo,x1,...,20) € A} (4.2)

és emellett u(AAA,) < e (azaz a szorzattér barmely mérhets halmaza tetszélegesen
jol kozelithets (véges tartoji) hengerhalmazzal). A stacionaritas kovetkeztében
w(T-"AAT " Ay) <e (n € Zy). Ha A € T, akkor

H(A) = W(ANT " A) = p(A N T Ag) + [W(ANT"A) = (A N T " Ap)]. (4.3)

Marmost |u(X NY) — w(U N V)| < w(XAU) + w(YAV) (amibdl valojaban az
kovetkezik, hogy pu(X NY') mindkét valtozojaban folytonos) miatt

(ANT"A) = u(Ag N T A)| < p(AAAY) + p(T " (AAAY) <2 (4.4)
igy
|w(A) — w(AeNT " Ap)| < 2e.

Azonban elég nagy n-re, egészen pontosan n > [-re — hasznalva, hogy T" Bernoulli-
eltolas — u(A, NT~"Ay) = (u(Ap))?, ezért Ve > O-ra

[1(A) = ((A)?] < [1(A) = ((A0)?| = [(1(A))? = ((Ar))?| < 2¢ + 26 = 4e.
Tehat p(A) =0 vagy 1. O
A 4.5 Lemmabdl és a 4.6 Tételbdl adodik a

4.8 Kovetkezmény. A binaris leképezés ergodikus.

Anal6g modon targyalhaté a

4.9 Példa. (A pék automorfizmusa) Itt M = [0,1)%, 4 a Lebesgue-mérték, és
(u,v) € M-re

({2u},v/2) ha 0<u<1/2

Tlme):=3" o ”T“) ha 1/2<u<l.

A leképezés igy hat: el6szor az egységnégyzetet az u-tengely iranyaban 2-szere-
sére nytjtjuk, és egytuttal a v-tengely iranyaban 1/2-szeresére zsugoritjuk (a tertilet
invarians marad!), majd a kapott téglalapnak az egységnégyzetbdl kilogo felét an-
nak felsg felébe toljuk parhuzamosan. (A pék megkozelitSleg valami ilyet csindl.)
A T} automorfizmus a pék automorfizmusa.
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1 1
Tekintsiik a kovetkezd Bernoulli-eltolast: M = {0,1}%, u ismét az (550 + 551)

mértékek szorzata, és Ty a bal-eltolas. Konnyt latni, hogy a

>0 Z; = T—;
O w1 w0,w1,0)) = (Z 2+122>
=0 i=1

egyenlettel értelmezett ¢: My — M, leképezés izomorfia, ezért 4.5 Lemmabol és a
4.6 Tételbdl ismét adodik a

4.10 Kovetkezmény. A pék automorfizmusa ergodikus.

Az ergodicitas itt 4.6 Tételbsl jon. Lehetséges més bizonyitas is, amely a geo-
metriai képen alapszik, nevezetesen azon, hogy a pék automorfizmusa az egyik
irdnyban nytjt, a masikban zsugorit. Ezt a mechanizmust hiperbolikus viselkedés-
nek nevezziik. Eberhard Hopf ezt kihasznalé geometriai modszerét a 7. fejezetben

targyaljuk.
Befejezésiil még egy megjegyzés. Fenti modszeriink igy is értelmezhets: a szé-
munkra érdekes dinamikak (binéris leképezés, a pék automorfizmusa, ...) helyett

a sorozatok terén keresiink veliikk izomorf eltolast. Ez utébbi gyakran attekinthe-
t6bb objektum, altalanos struktira, és tanulméanyozasahoz felhasznalhatoak pl. az
algebra, a kombinatorika, valamint — a mérték stacionaritdsa miatt — a valdszi-
nilségszamitas, s6t az informacioelmeélet illetve a statisztikus fizika (egydimenzios
rendszerek) eredményei is. Fontossaga miatt az objektumnak, illetve a modszernek
kiilon neve van: szimbolikus dinamika. A modszert a 70-es években Bowen, Ruelle
és Sinai alapoztak meg, és azota is rendkiviil széles korben alkalmazzak a dinamikai
rendszerek tanulmanyozéisa soran.

Végiil megemlitiink a Z o-algebra mellett egy maésik fontos o-algebrat, az
an. farok o-algebrdt. A fogalom motivacidja a fliggetlen valosziniiségi valto-
zokra vonatkozo Kolmogorov-féle 0 — 1 torvény. Legyen {X;,i € Z} fliggetlen,
azonos eloszlasi valdszintiségi véltozok sorozata, és jelolje minden k£ € 7Z esetén
Fr=0(..., Xp—1, Xk), a legsziikebb o algebrat, melyre az X;, —oo < i < k valoszi-
niségi valtozok mindegyike mérhets. Ekkor (i) Fr—1 C Fy, (i) az F = \/p o F 0-
algebrara nézve minden, a valoszintiségi valtoz6 sorozatra vonatkozd esemény mér-
hetd, (iii) a 7 = (g—, F-k farok-o-algebra trivialis (épp ezt mondja a Kolmogorov-
féle 0 — 1 torvény).

4.11 Definicioé. Az (M, F, u,T) Bernoulli endomorfizmus 7 farok o-algebraja
T:=()Fn
n>0
ahol F,, a kovetkezs tipusti H hengerhalmazok éltal generalt o-algebra: alkalmas
H e Eflre N
H:={xeM: (zn,Tnt1,---,Tnse) € H}.
Automorfizmusok esetén 7 mellett létezik még T~ 7 -farok o-algebraja, is,

amely nem feltétleniil azonos 7 -vel.
Igen hasznos az egyszerti
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4.12 Lemma. 7 C 7.
Bizonyitas. Valoban, ha A € 7, akkor alkalmas A € El+ra

A={z e M: (xg,21,...,) Eg}
Azonban Vn > 0-ra A =T~ "A (mod 0), vagyis
A={zeM: (xp,Tn41,...) €A} (mod 0).

Tehat Vn > 0-ra A € F,,, kdvetkezésképp A € 7. ]

A lemma jelentsége abban 4ll, hogy bizonyos esetekben 7 trivialitasa is igaz,
s6t ezt konnyebb kozvetlentil bizonyitani mint Z-ét (lasd 4.6 Tétel bizonyitasat).

Egy megjegyzés a binaris leképezésrol.

Korabban a binaris leképezést kétféle felfogasban is tekintettiik: egyrészt mint a
[0, 1] intervallum, mésrészt mint a kérvonal endomorfizmusat és mindkét objektu-
mot azonositottuk [0,1)-gyel. Az elébbi esetben a leképezés szakadasos, a maso-
dikban sima (més az intervallum és mas a korvonal topologiaja!). Ha a korvonalat
(1-re normalt, igy 1 periodusiu) szogvaltozo értelmezési tartomanyanak fogjuk fel,
akkor tehat a 1.10 Példabeli jeloléssel élve f(6) = 20. Ezt a leképezést kiterjeszt-
hetjiik a sik leképezésévé a kiovetkezSképpen: legyenek r, 0 polar-koordinaték, és
legyen
F5(r,0) == (r=,20).

r = 1-t helyettesitve azt latjuk, hogy f*(1,0) = (1,20) = (1, f(6)).

4.13 Példa. Hogyan viselkednek n — oo esetén az (f*)"(r,0) palyak?
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Keverés és kinetika

Célunk a keverés fogalmanak bevezetése, amely az ergodicitasnél valamivel erésebb
sztohasztikus tulajdonsag. Fontos alkalmazésa: biztositja a szobanforgd dinamikai
rendszer egyensilyhoz valo tartasat alkalmas kezdeti mértékek esetén (ezt nevezik
a kinetika problémajanak).

Az ergodtételekbdl folyik, hogy az (M, F, u, T) ergodikus endomorfizmusra f €
Lo esetén

1 n—1
. < ko _ _
nh_)ngo - kzzof(T x) /fd,u c (5.1)

teljestil p-m.m. = € M-re és Lo-értelemben is. Lévén g € La-re ||(Anf)g — cgllr <
lALf —cll2 |lgll2, (5.1)-bdl egytuttal

nlingo;%/f(Tkw)g(I) dp = /fdu/gdu (5.2)

is kovetkezik.

5.1 Lemma. (5.2) ekvivalens T ergodicitdsdval.

Bizonyitas. Valoban, legyen A € Z, f = g = xa. Akkor (5.2)-b6l kapjuk:
w(ANA) = pu(A) - u(A), ahonnan p(A) = 0 vagy 1. O

5.2 Definicié. A T endomorfizmus keverd, ha Vf,g € Ly parra
Jim f f(T")g(z) dp = /fdu/gdﬂ-
Standard gondolattal igaz az

5.3 Lemma. A T endomorfizmus csak akkor keverd, ha VA, B € F-re

lim u(ANT™"B) = pu(A)u(B).

n—oo
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Innen egyszertien adoédik az

5.4 Lemma.
(1) Keverdnek lenni izomorfia-invaridns tulajdonsdyg.
(2) A keverésbdl kovetkezik az ergodicitds.
Bizonyitas. (1) a definicio kozvetlen kovetkezménye. (2) igy lathato be: a
keverésbdl azonnal kovetkezik (5.2), igy az 5.3 Lemma miatt az ergodicitas is. O

Keverd leképezések alappéldai a Bernoulli-endomorfizmusok.

5.5 Tétel. Minden Bernoulli-endomorfizmus (automorfizmus) keveré.

Bizonyitas. 4.6 Tétel bizonyitasanak modszere a keverést is kiadja. Valoban,
az ott is hasznalt approximécios tulajdonsag miatt VA, B € F-re és Ve > O-ra van
(4.2) alaka Ay illetve By, hogy p(AAAe), u(BABy) < €. Ekkor

W(ANT™B) = u(A; N T "By) + [w(AAT™"B) — u(A,AT " By)] .

Marmost, ha n > ¢, akkor u(A, N T~ "By) = u(As)pu(By), viszont (4.4)-hez hason-
loan
|W(ANT™"B) — n(AeNT™"By)| < 2¢

vagyis elég nagy n-re
WANT™"B) = p(A)p(B)| < de. O
Ugyanakkor a korvonal forgatasa nem keverd.

5.6 Lemma. Ha « irraciondlis, akkor T, nem keverd.

Bizonyitas. Legyen A = B = I = [a,b] C S tetsz6leges intervallum. {na}
strd S-en (1. 2.1 Tétel bizonyitasa utén), igy minden e-hoz taldlhato alkalmas ny
részsorozat, mely mentén |pu(I N T " 1) — u(I)| < e, ami 0 < p(l) < 1 esetén
ellentmondana nlin;o w(INT™"I) = p?(I)-nek. O

Nézziik a keverés tulajdonsaganak egy egyszert, de fontos alkalmazésat. Legyen
(M, F, p, T®+) leképezés-félcsoport, de a t = 0 idépontban inditsuk rendszeriinket a
o nem-invarians meértékbsl. Ekkor ¢(> 0) id6ben rendszeriink eloszlasa igy adhato
meg: A € F-re

p(A) = pofz: T'e € A} = po(T™"A).
Tegyiik fel, hogy uo abszolut folytonos az invarians u-re nézve, és tegyiik fel, hogy

d
0 ¢ Lo (1). Ekkor
du

) = [ xa(r0) o = [ alm0) P o) e

Ha T ergodikus, akkor (5.2) miatt

t—oo t

Lt a Ao v
i ¢ [l )ds = n(4) [ @) s = (),
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S6t, ha T keverd is, akkor
Jim gy (A) = p(A) (5.3)

is all. Tehat igaz az
5.7 Tétel. Ha a (M,F,u, T™+) egyensilyi dinamika keverd, és a jo nem-egyen-

d
sulyi kezdeti mértékre % € Lo(p), akkor (5.3) igaz VA € F-re.
1



6. fejezet

A torusz algebrai
automorfizmusa

A d-dimenzios torusz, T¢ = R?/Z% kompakt Abel csoport, amelyen tovabbra is u
jeloli a Lebesgue-mértéket. (To6bb itt bevezetendd fogalom kiterjeszthets altalaban
kompakt Abel-csoportokra, amelyeken Haar Alfréd tételének specialis eseteként
létezik a csoport-eltolasra (1. 3.8 Példa) invarians Gn. Haar-mérték, mi azonban
maradunk a torusz példajanal.)

6.1 Definicié. Az (T?, F,u,T) automorfizmust csoport-automofizmusnak nevez-
ziik, ha

(i) T és T~! folytonosak,

(ii) Vz,y € T4re T(z +y) = Tz + Ty.

Legyen A = (aji)1<j,k<d €gész elemt matrix, amelyre | det A| = 1.
6.2 Lemma. T?-nek a
Tr = Az (mod Z%)

reldcio dltal értelmezett automorfizmusa csoport-automorfizmus.

Bizonyitas. Jelolje altalaban & € R? az x € T? elem valamely felemeltjét.
El6szor belatjuk, hogy T jol értelmezett. Ez azonnal adodik abbol a feltételbdl,
hogy A elemei egészek. Konnyti latni, hogy 7! is egyértéki. Valoban, |det A| = 1
miatt A7 létezik, s6t elemei egészek. T és T~! folytonossaga nyilvanvalé. A
|det A| = 1 feltevésbol az is folyik, hogy a Lebesgue-mérték invarians. Befejezésiil

Tx+y)=Alx+y) =Ax+ Ay =Tx + Ty,
ahol a = kongruencia mindig (mod Z%). O

Miel6tt ratérnénk az ergodikus tulajdonsagok szisztematikus vizsgalatara, te-
kintslink harom egyszerd példat, amelyek ravilagitanak arra, hogy a dinamikai
viselkedést az A matrix spektralis tulajdonsigai hatarozzak meg.
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6.3 Példa. Legyen

0 1 1 1 2 1
Al_(l O)a AQ_(O 1)7 Al_(l 1)7

és jeloljiik a kétdimenzios T2 torusz A; altal definidlt algebrai automorfizmusét
T;-vel (i =1,2,3).

Az A; matrix elliptikus: két sajatértéke, \; o = =£i, a komplex egységkoron
helyezkedik el. A T transzforméaciéra nézve minden 2 € T2 pont periédikus,
mégpedig 1 vagy 4 periodussal. Kovetkezésképp 177 nem ergodikus a Lebesgue
mértékre nézve.

Az A; matrix parabolikus: csak egy sajatértéke van, a méatrix a Ay = 1 -
hez tartoz6 2 - 2-es Jordan blokk. A T3 transzforméacioval mar talalkoztunk: a
korgytird 1.3 Példaban emlitett fogatasanak egy specialis esetérsl van szo (csak

ugyanazt a leképezést). Specialisan, a térusz (w1, 72) = = € T? pontjaira az x5 =
const kérvonalak invariansak: ezeken T egy xo szogi forgatasként hat. Igy Th sem
ergodikus a Lebesgue mértékre nézve.

Végiil az A3z matrix hiperbolikus: sajatértékei diszjunktak a komplex egység-
kortsl. T3 Arnold hires macska leképezése, az alabbiakban belatjuk, hogy ez az
automorfizmus ergodikus, s6t, keverd.

Az aladbbiakban a Fourier-analizis eszkézével sziikséges és elégséges feltételt
adunk a torusz algebrai automorfizmusénak ergodicitésara.

6.4 Definicié. A x: T — C nem azonosan eltiing, folytonos fiiggvényt karakter-
nek nevezzik, ha Vz,y € T4 — re

x(@ +y) = x(@)x(y).
A 6.4 Definici6é egyszerii kovetkezményei.
1. Vx karakterre x(0) = 1, ugyanis x(0) = 0-bdl x(z) = 0 adédna.
2. Vx1, x2 karakter-parra yix2 is karakter.
3. Az Gsszes karakter ilyen alaku:
Xn(x) = exp(2mi(n, x))
ahol n € Z¢ (ezek ugyanis a Cauchy-fiiggvényegyenlet folytonos megoldasai).

4. Az Td .= {Xn: n € Z4} csoportot dudlis csoportnak nevezziik.

5. [ xn(@)p(dz) = 6o p.
Sd

6. A karakterek teljes ortonormalt rendszert alkotnak Lo(T<, 11)-ben, ahol a ska-
larszorzat (¢, 1) = /qﬁ(w)iﬁ(x)u(dx) Specialisan (Xn, Xm) = On—m-
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7. 'E‘E—n is tekinthetjiik az indukalt leképezést: x € 'E‘E—re

(Tx)(x) := x(T'x).

T'x valoban karakter, mert

(TX)(z +y) = x(T(z +y)) = x(T2)x(Ty) = (Tx)(@)(TX)(y)-
8. Txn = XA*n, ahol A* az A méatrix adjungaltja.

9. Td ¢ Lo (T4, 1), igy valojaban T a 2. fejezetben hasznalt T': Ly — Ly leképe-
z6s T4-re valé megszoritasa, igy 7' itt is uniter. (N.B. T igy T is invertalhato.)
10. T(X1X2) = TX1TX2 és (T)il =T-1

Tehat T is csoport-automorfizmus.

6.5 Tétel. A torusz T algebrai automorfizmusaira az alabbi tulajdonsdigok ekviva-
lensek:

(i) T ergodikus.
(ii) T keverd.

(iii) Vx(#£ 1) € Sd karakterre a {(TYrx: k € Z} trajektoria végtelen, azaz aperio-
dikus.

(iv) Az A mdtriznak nincs komplex egyséqgyok sajatértéke.

Bizonyitas. ElGszor megmutatajuk, hogy (i)=-(iii). Tegyiik fel, hogy T er-
godikus, de Ix(# 1) € T¢ és Im(#£ 0) € Z, hogy (T)™x = x. Legyen m > 0 a
minimalis ilyen m. Koénnyd 1atni, hogy

fom ok Pk ()

invarians fiiggvény T¢-n. T ergodikus lévén f = const = ¢, viszont akkor a 6.4
Definici6 5. kévetkezménye miatt

1
0 = 9 = — ) 9
{e ) = — {6 x)
ami azonban pozitiv. Ezzel indirekte belattuk, hogy az indukalt trajektoria végte-
len.

Most megmutajuk, hogy (iii)=-(ii). Ehhez elég belatni, hogy V[, g € L$-ra (ahol
L9 :={f € Ly: /fd,u:O})

lim (1" f,¢) = 0. (6.1)

n—oo
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Tekintsiik f és g Fourier sorait:

F=>axn 9= bixx

k#0 k#0

A 6.4 Definici6 6. kovetkezménye miatt (6.1)-et elég belatni arra az esetre, amikor
f és g Fourier sorai végesek. Viszont

(T"f,9) => > axbe{T" X, x0)-

k0 €0

A 6.4 Definici6 5. és 8. kévetkezményei miatt <T"Xk, x¢) # 0 kizarolag akkor, ha
T”Xk = x¢. Feltevéslink miatt azonban ez elég nagy n-re nem fordulhat elg, igy
elég nagy n-re (I f,g) = 0.

Mivel a keverés az ergodicitdsnal erésebb tulajdonsag, a fentiek szerint az (i),
(ii) és (iii) tualjdonsagok valoban ekvivalensek. Belatjuk még, hogy (iii)<(iv), és
igy egy konnyen ellendrizhetd sziikséges és elégséges feltételt kapunk T' keverésére.
Tegyiik fel, hogy Tkxn = X, valamilyen nem azonosan nulla n € Z¢ vektrorra és
k pozitiv egészre. A 6.4 Definicio 8. kovetkezménye miatt ez akkor és csak akkor
fordul els, ha (A*)*n = n. Ez a tulajdonsag viszont pontosan azt jelenti, hogy
A*-nak — és ezzel egyidejiileg A-nak — van sajatértéke az egységkoron. O

A 6.3 példa is motivalja a kovetkezd definiciot:

6.6 Definicié. A toérusznak az A matrix altal szarmaztatott (T, F, u,T) auto-
morfizmusat hiperbolikusnak nevezziik, ha Spec AN {|z| =1} = 0.

6.5 Tétel kozvetlen kovetkezménye a

6.7 Tétel. Ha a térusz T algebrai automorfizmusa hiperbolikus, akkor T ergodikus
és keverd.

d = 2 esetén vagy mindkét sajatérték az egységkoron van, vagy mindketts valos
és egyikiikre |\s| < 1, a masikra |\,| > 1 (itt s a stable, u az unstable sz6 kez-
débetije; ennek magyarazatat 1. a 7. fejezetben). Az is konnyen meggondolhato,
hogy d = 2 esetén amennyiben az A matrix sajatértékei az egységkoron helyezked-
nek el, akkor mindketts komplex egységgyok, vagyis a kétdimenzios torusz algebrai
automorfizmusaira az ergodicitds a hiperbolicitassal ekvivalens. Az alabbi példa
mutatja, hogy magasabb dimenziéban ez nincs feltétlentl igy.

6.8 Példa. Legyen
0 0 0 -1
10 0 2
A= 01 0 O
001 2
Az A matrixnak pontosan két sajatértéke van az egységkoron, de ezek egyike sem
komplex egységegyok. Igy az A altal definialt automorfizmus ergodikus és keverd, de
nem hiperbolikus: ez a dinamikai rendszer az tgynevezett parcidlisan hiperbolikus

rendszerek egyik legegyszertibb példaja.
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6.5 Tétel bizonyitésa erésen hasznélta a 6.4 tulajdonsigokat, amelyek egyik 1é-
nyeges feltétele volt, hogy T csoport-automorfizmus. A kiévetkezd fejezetben a to-
rusz algebrai automorfizmusa ergodicitasanak alatdmasztasara olyan ,geometriai”
modszert ismertetiink, amely nem hasznalja ki a leképezés, ,egzakt” tulajdonsagait,
ezért messzemend@en altalaldnosithato.



7. fejezet

Hopf geometriai moédszere

A modszert legegyszertibb a toérusz algebrai automorfizmusanak esetére elmonda-
nunk. Kozvetlenill csak az ergodicitast adja, a keverést nem, viszont a modszer
szoros Osszefiiggésben 4all a hiperbolikus dinamikai rendszerek elméletének gyokere-
ivel, és az 4ltalanos, nem-egzakt esetekben lényegében az egyetlen eszkoz ergodicitas
igazolasara. Tehat igazoljuk a 6.5 Tételnél valamivel gyengébb allitast:

7.1 Tétel. A torusz hiperbolikus algebrai automorfizmusa ergodikus.

Bizonyitas. Egyszertiség kedvéért legyen d = 2, vagyis mindkét sajatérték
valos és legyen |A\g| < 1, |\,| > 1. Ebben az esetben A-nak vannak R?-beli sajét-
vektorai: eg és e,. A bizonyitas fontos eszkozei a szikild illetve tdguld fonalak.

7.2 Definicié. A T leképezés x € T¢ ponton keresztiil atmend szikiils (stabil)
fonala

7i(@) = {y e T lim dist (T2, T"y) = 0}
és tagulo (instabil) fonala

v (z) = {y € T*: lim dist (7", T"y) = 0} )

Valojdban T stabil (instabil fonala) éppen a T—1 leképezés instabil (stabil)
fonala. Esetiinkben e fonalak kénnyen leirhatok:

v*(z) = {Z +t es(mod Z?): t € R}
v (z) = {Z +t e,(mod Z?): t € R},

tehat ténylegesen mindkettd a torusz e, illetve e, irdnya feltekerésének (v.o.
1.12 Példa) palyaja.

Térjiink ra Hopf modszerére. Belatjuk, hogy Vf € C(T?)-re az ergodtételben
szerepls f = const (itt C'(T?) az f : T? — R folytonos fiiggvények halmazat jelsli).
Ez valoban elegendd, hiszen Vf € Lo-hoz és Ve-ra talalhato f. € C(T?), hogy
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Il f — fell2 < e. Marmost lim A, f =][; f és lim A,f. = H fe, ahol [] jeldli az
7

Z-re valo vetitést Lo-ben. Ha tehat f. Lo, f, akkor egyuttal []; f- L, [I; f, de
konstans fiiggvények limesze konstans.

Automorfizmusrol 1évén szd, hivatkozunk a 2.14 ergodtételre és az 2.15 meg-
jegyzésre:
egyrészt p-m.m. x € T2-re n — 0o esetén

(f@)+ f(Tz)+ -+ f(T" 'z) — f(x)
(f@)+ f(T7 )+ + (T ') — [ (),

Sk

és f = f all p-m.m. z-re. Jeloljiik

J={z e T T () = F)). (7.1)
Mivel f egyenletesen is folytonos, igazak a kovetkezs egyszertd megéllapitasok:
1. Ha z,y € 7, és f(x) létezik, akkor f(y) is létezik, és f(x) = f(y).
2. Haw,y €7, és f (x) létezik, akkor f (y) is létezik, és f (z) = f (y).

Igazoljuk 1.-et. f egyenletes folytonossaga kévetkeztében Ve > 0-hoz 39 > 0,
hogy |f(z) — f(2')] < e hacsak o(x,2’) < §. Mivel o(T*z,T*y) — 0, ha
k — oo (valojaban a konvergencia sebessége |A,|¥, vagyis exponenciélis), ezért
o(T*x, T*y) < 6, ha k > k. Ekkor

1= . 1| i, 2 max | f|ko
nZ(f(Tx)—f(Ty))|=n D R B G e A
k=0 k=0 k=ko

ha n elég nagy.

Kénnyt latni, hogy ha f(z) és f (z) Vo € T2-re létezne és egyenl lenne,
akkor 1. és 2. mar automatikusan adnéak, hogy f = const mindeniitt. A bizonyitas
hatralevs részében azzal a nehézséggel kiizdiink meg, hogy vannak kivételes pontok.

Tekintsiink T?-n egy elég kis P parallelogrammat, amelynek oldalai parhuzamo-
sak az e, illetve e, sajatvektorokkal. Jelolje altalaban x € P esetén v (z) és v ()
a v°(z) illetve v*(x) fonal x-et tartalmazd Gsszefiiggé komponensét. Rogzitsiink
egy xg € P pontot. Akkor nyilvan

P— U ww- U 2.
zEYE (z0) €Y% (o)

ami egyben P direkt szorzat alakban valo elallitasat is adja: P = v (o) @7k (z0),
s6t a P-n vett Lebesgue-mérték is a tényez&kon vett Lebesgue-mértékek szorza-
tanak konstansszorosa (a konstans = |sin<((es,ey)|). Nevezzik v3(x)-t (illetve



7. Hopf geometriai modszere 37

vE(x)-t) jo fondlnak, ha majdnem minden pontja € J (v.6. (7.1)). Fubini tétele
miatt v%(zo) majdnem minden x pontjara a rajta keresztiil Atmend % (z) fonal jo.
Feltehetjiik, hogy v%(zo) jo fonal. Tekintsiik a

Bi= | GE@N)

zEyH(zo)NJ

halmazt. Egyrészt ismét Fubini tétele miatt pu(B) = p(P), mivel p-m.m. z €
v (xo)-ra is a v () fonal jo.

Belatjuk, hogy Vy,z € B-re f(y) = f (y) = f(2) = f (2), ami régton adja,
hogy B-naz f(y) = f (y) fiiggvény konstans. Legyen y € v4(y')NJ, z € v%(2)NJ,
ekkor ¢/, 2/ € v%(x0) N J, és igaz a kovetkezd egyenldséglanc:

fo)=F W=Ff )=Ffy)=fE)=F ) =Ff (2)=F(2)

(a hét egyenl6ség rendre igaz, mert 1. y € J; 2. y € v4(y'); 3. ¢ € J; 4.
2 evh(y); 5. 2 € J; 6. z€q8(2); T. z € J).

A tétel igazsaga végiil abbol adodik, hogy egyrészt T2 lefedhets véges sok fenti
tipust parallelogrammaval: T? C UP;, masrészt azutan mindegyik parallelogram-
mat centralisan picit nagyitva, és felhasznalva, hogy azokon a limesz py-m.m. kons-
tans, konnyen adodik, hogy ez a konstans minden parallelogrammara ugyanaz.

O

Megjegyzés. Hopf modszere az alapveté modszer kaotikus tulajdonsagok: hi-
perbolicités, ergodicitas, keverés, ... igazolasara. Eberhard Hopf 1938-ban (és
1939-ben G. A. Hedlund is) ezzel a gondolattal mutatta meg kompakt, konstans
negativ gorbiiletd fellileten adott geodetikus aramlas ergodikus voltat. A mod-
szer paratlan elénye, hogy messzemenden altalanosithaté. Alkalmazhato nemcsak
sima leképezésekre, hanem szakadasos leképezésekre is, pl. a pék leképezésére is
miik6dik. Ennek ergodicitdsat ugyan tudjuk abbdl, hogy izomorf egy Bernoulli-
automorfizmussal. Ugyanakkor erre is konnyen megtalalhatok a stabilis és instabil
sokasagok, és a modszer miikodik.

Feladat. Keressiik meg a pék leképezésére a stabilis és instabil invarians soka-
sagokat.



8. fejezet

Invarians mérték létezése

A korabbi fejezetekben jellemz&en olyan példakkal taldlkoztunk, ahol eleve adott
volt egy invarians mérték. Gyakran vetGdnek fel olyan példék is, amikor csak az
(M, F,T) harmast ismerjik, és épp az a kérdés, létezik-e egyaltalan T-re invari-
ans mérték. Viszonylag természetes feltételek esetén garantalja invaridns mérték
létezését Kriilov-Bogoljubov tétele (8.2 Tétel). Kiilon érdekes kérdés az invari-
ans mérték egyértelmiisége: jellemzGen nagyon sok invaridns mértéket lehet T-hez
talalni, ilyenkor kérdés, van-e ezek kozott egy, amelyet valamilyen értelemben ,ter-
mészetesnek” tekinthetiink. Ezt a kérdést a kovetkezd fejezetben vizsgaljuk kicsit
részletesebben.

Mindenekel6tt azonban nézziik az alabbi hires példat: kicsit szokatlan, hogy T
itt nem sziirjektiv leképezés, de ettdl fiiggetleniil tekintheté automorfizmusnak az
1. fejezet definicidja értelmében.

8.1 Példa. (A csaldé pék leképezése: A Smale-patké.) Tekintsilk az [? =
[0,1]? egységnégyzetet. Alkalmazzuk erre elszor az

A:

S N ot
ol O

linearis leképezést, majd a [%, %] ® [0, %] téglalapot az

Fm=<§>+<_01 Ol)x

transzforméacioval vigylik at az egységnégyzet felsd élét érinté % szélességl savba. A

két leképezés T' = Fo A szorzata 1—1 értelm leképezése az My = ([O, %} U [%, 1] ) ®
[0,1] halmaznak az My = [0,1] ® ([0, %] U [%, 1}) halmazba. Az I?\M; téglalapon
nem sziikséges értelmezniink 7T-t, de ha mégis akarjuk, akkor nyilvan siméan is
folytathatjuk T-t (pl. TI? lehet éppen patko alaki is).
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Kérdés: milyen invarians mértékei vannak a T leképezésnek, és ezek koziil me-
lyek azok, amelyek valamilyen értelemben természetesek? Mi ezeknek a mértékek-
nek a tartoja?

Az adott példa lezarasaul még megjegyezziik, hogy a példa legegyszeriibb esete
a Smale &ltal az 1960-as években talalt Gn. patkd-leképezések-nek. Példank esetén
val6ban 1étezik egy természetes invarians mérték, amelynek a tartdjat, masnéven
kiilonds attraktordt nevezzikk a P Smale-patkonak:

P={rxe*IT"x € I*’Vn € Z}.

Meggondolhat6, hogy P két Cantor halmaz direkt szorzataként &ll el6.

77

2. dbra. A patkoé leképezés

Krylov-Bogoljubov tétel

A legtobb alkalmazasnal csak a dinamika adott, azaz egy endomorfizmus—félcso-
port vagy egy automorfizmus—csoport, viszont a dinamika fazistere valamilyen sima
strukturaval is rendelkezik. Igy pl. egy differencidlegyenlet-rendszer R™-en vagy
valamilyen M"™ sima sokasagon értelmezett; s ha egyaltalan van invarians mérték,
akkor még az is lehet akar sima akar nem. Masrészt rengeteg invarians mérték
is létezhet (ilyenek pl. a periodikus palyaivekre koncentralt mértékek). Invarians
mérték konstrukciojanak természetes és klasszikus modszerét adja Kriilov és Bo-
golyubov tétele.

8.2 Tétel. (Krylov-Bogoljubov tétel) Legyen M kompakt, metrikus tér és
T: M — M folytonos endomorfizmus. Ekkor T-nek van p invaridns Borel mértéke

(u(M) = 1).
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Bizonyitas. Rogzitsiik M tetszGleges x pontjat — a konstrudlandé invarians
meérték fiigg ennek a pontnak a megvalasztasatol — és legyen ¢ € C'(M). Jeldljiik

n—1
1 4
Ay = AQ(x) = - E o(T?x). Legyen tovabba ® = {¢;: [ > 1} megszamlalhato
j=0

stird részhalmaza C(M)-nek. (N.B.: ha M kompakt metrikus tér, akkor C'(M)
szeparabilis; . pl. Kelley: General Topology, 7. fejezet feladatai.)

Mivel minden ¢;-re az Agl szamsorozat korlatos, azért tartalmaz konvergens
részsorozatot. Lévén ® megszamlalhato, a Cantor-féle atlos eljarassal kivalaszthato
egy olyan n; — oo részsorozat, hogy minden [-re

lim AZ{ = L(y).

j—oo
Allitjuk, hogy
e lim A% = L(p) létezik minden ¢ € C(M)-re

j—oo
e és L(yp) folytonos és pozitiv, linearis funkecional C(M)-en.

Az els6 allitas igazolasdhoz rogzitett ¢ € C(M)-hez és tetszGleges € > 0-hoz
valasszuk elGszor [-et, hogy |l¢ — ¢i|| < e. Akkor

|45 = Lig)| < A5, + |45 — Lig)]

lp—p1

ami < 2¢, ha j elég nagy. Kovetkezésképpen {Agj 17> 1} Cauchy-sorozat min-
den ¢ € C(M)-re, igy konvergens is. A maéasodik allitds innen mar egyszertien
kovetkezik.

Riesz reprezentécios tétele miatt létezik egy valoszintiségi Borel mérték, hogy

L(p) = / edp.
Maéarmost

Jim A%y = LipoT) = [(poT)d

(N.B. Itt, az els6 egyenlGségnél hasznaljuk, hogy T folytonos!) Viszont

. nj n;
lim A7, — A

J—00

2
< lim —|p(T™z) — p(z)| = 0
J—00 n]

/(on)du:/wlﬂ

tetszoleges ¢ € C'(M)-re. A tétel allitasa kovetkezik az alabbi lemmabol.

igy

8.3 Lemma. p akkor és csak akkor invaridns a T endomorfizmusra, ha minden

w e C(M)-re
/tpdu:/(on)du- (8.1)



8. Invaridns mérték létezése 41

Bizonyitas. Jeloljiik altalaban T, pu-vel a kévetkez6 mértéket: VA € F-re
Top(A) = u(T71A). Igy p akkor és csak akkor T-invarians, ha T,u = pu. Egyszert
integralhelyettesitéssel

[edwa = [eor)an (8.2)

Ha tehat g T-invarians, akkor (8.1) nyilvanvalo. Valoban: (8.1) nyilvan fennall
mérhet6 halmazok indikatorfliggvényeire, és innen egyszerd approximacios gondo-
lattal mar adodik folytonos fliggvényekre is.

Tegyiik fel most (8.1)-t, és legyen U nyilt halmaz, amelyre p(0U) = 0. Va-
lasszuk a yy indikatorfiiggvényhez folytonos fliggvények olyan csokkend ¢, so-
rozatat, hogy @n(x) \, xv(z) minden x ¢ OU-ra. Valoban, legyen h.(z) =
1 — e tmin{p(x,U),e}, és ¢, = he,, ahol g, — 0, ha n — co. (8.2) all minden
wn, fliggvényre, igy Beppo-Levi tétele miatt yy-ra is. Kovetkezésképpen minden U
nyilt halmazra, amelyre p(0U) = 0, u(U) = u(T-1U).

Tekintstink befejezésiil egy tetszéleges U nyilt halmazt, valamint annak F =
M \ U komplemeterét. A lemma bizonyitasdhoz elegendd belatnunk, hogy u(F) =
w(T~1F). Tekintsik § > 0-ra az G° = { € M | p(x,F) < §} tn. parallel-
tartoméanyokat. FEzek nyiltak, és természtesen megszamlalhato sok § kivételével
w(0G?) = 0. Legyenek 6,-ek ilyenek, és amellett tegyiik fel, hogy d,, \, 0. Valasz-
tasunk miatt pu(Go) = p(T~'G%). Innen n — oo esetén (TGO = T~ NG~
és a mértékek folytonossagi tulajdonsidga miatt mar adédik a lemma. |

Legyen (M, F) metrikus tér a Borel o-algebraval, M a Borel valoszintiségi mér-
tékek Osszessége M-en. Ekkor M konvex halmaz, azaz Vi, pus € M és0 <t <1
esetén tpy + (1 —t)ug € M. Ismeretes az is, hogy M extremaélis pontjai (melyekre
csak trivialis konvex eldallitas lehetséges) éppen a Dirac mértékek.

Legyen most (M, F,T) endomorfizmus, és jelolje Mi,, C M a T-re invarians
Borel valoszintiségi mértékek halmazat, és Mg C My, ezen beliil a T-re ergodi-
kus mértékek halmazat. Meggondolhato, hogy My, is konvex halmaz (a konvex
kombinéacié nem visz ki Miy,-bol).

8.4 Tétel. A My, konvex halmaz extremdlis pontjainak halmaza éppen Merg.

A bizonyitas egyik fele legyen
8.5 Feladat. Ha pu nem ergodikus, létezik 0 < t < 1 €és puy # pe invaridns, hogy
p=tpr + (1 = t)ps.

A masik felehez tegyiik fel, hogy p ergodikus, mégis létezik p = tug + (1 — t)ps
nemtrivialis felbontas. Ekkor nyilvan puy < p, a strtségfiiggvényt jelolje p(z) =
dd%(:z:). p(z) < 1/t p majdnem mindeniitt, ugyanis p(x) > 1/t nem lehetséges egy
1(A) > 0 halmazon, hiszen ebbdl

p(A) = tin(4) [ playdu(e) > 4 (4) = ()
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kovetkezne. Tehat specidlisan p € L?(u). Kihasznalva, hogy u; € My, tetszoleges
f € L?(u) fiiggvényre adodik

[ t@p@dnt) = [ s@uie) = [ 1Tdn ) -

- / T F)@)p(e)du() = (Tf, o),

<fa p>H

azaz T*p = p. Azonban a Neumann ergodtétel bizonyitasanal lattuk, hogy ez
Tp = p-val ekvivalens, azaz p € L?(u) invarians fiiggvény. Ez azonban p ergo-
dicitasa miatt azt jelenti, hogy p (majdnem mindeniitt) konstans, és mivel p egy
valoszintiségi mérték strdségfiiggvénye, p(x) = 1 p-m.m. = € M-re. Vagyis u = pq,
és a felbontas trivialis.

Megjegyzés: a fenti levezetés soran bebizonyitottuk az alabbi hasznos lemmat:

8.6 Lemma. Legyen (M,F,T) endomorfizmus, it € Merg, m € Miny, és m < p.
Ekkor sziikségképpen m = u.

8.7 Feladat. Legyen (M,F,T) endomorfizmus, jr,m € Meyg €s 1 # m. Ekkor
w L m (kilonbozd ergodikus mértékek szinguldrisak egymdsra nézve, azaz a fdzistér
"diszjunkt részein élnek".)

8.8 Feladat. Tekintsiik a T : St — S, T(x) = x +esin(2nz) ( mod 1) dinamikai
rendszert, ahol 0 < € < i (az St kérvonalra szokds szerint gondolhatunk gy, mit
a [0,1] intevallumra, a két végpontot azonositva). Mi ebben az esetben My, és
Merg ?

Kriilov-Bogoljubov tétele szerint, ha (M, F,T) egy kompakt metrikus tér foly-
tonos endomorfizmusa, akkor My, # 0 (és kovetkezésképp Mg # 0).

8.9 Feladat. Mutassuk meg, hogy a Krilov-Bogoljubouv tétel feltételei "élesek”: ad-
Junk példdt olyan dinamikdkra, melyekre My, = 0, ha (a) T folytonos és X = R,
(b) T folytonos és X = (0,1), (c) T-nek van egy szakaddsi pontja és X = [0, 1].

Fuggelék

Beppo-Levi tétele. Legyen (X, ) mértéktér. Ha az f,-ek integrdlhato fiiggvé-
nyek és sup/fn dp < oo, tovdbbd f, /' f, akkor f is integrdlhats és /fn dp —

[ #an.

Riesz reprezentacios tétele. Legyen M kompakt metrikus tér. Ha L: C(M) —
R folytonos és pozitiv (azaz Yo > 0-ra L(p) > 0) linedris funkciondl, akkor létezik

egyetlen Borel mérték M -en, hogy Vo € C(M)-re /gpdu = L(p).
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Markov-leképezések

Ebben a fejezetben egydimenzios leképezésekkel foglalkozunk.

9.1 Definicié. Az f:[0,1] — [0,1] leképezést Markov leképezésnek nevezziik, ha
létezik diszjunkt nyilt intervallumok véges vagy megszamlalhatéan végtelen rend-
szere {I;: I; C [0,1]}, hogy

a) m([0,1] \ U ;) = 0, ahol m a Lebesgue-mérték;
J

b) Vj-re f|;, € C'(I;) és

¢) megadhaté 3 > 1, hogy |f'(z)| > 5;

d) megadhaté C' > 0 és 0 < v < 1, hogy minden j-re és minden z,y € I;-re

’f’(l‘)
f'(w)

— 1‘ < Clz—y|.

Megjegyzések
1. Mindeniitt az aldbbiakban f™ jeloli egy leképezés n-edik iteraltjat; azaz f! =
foes fr=fo .

2. A b) tulajdonsag az un. Markov-tulajdonsig erds forméaja, c) jelenti az f
leképezés egyenletes hiperbolicitasat, mig d) a modszereink szamara alapvetd
disztorziés becslések egyik valtozata.

3. Példak intervallum-leképezésekre:

(i) Markov-leképezés az f(x) = qx — [gz], ahol ¢ > 2 egész szam; (ha ¢ > 1
nem egész, akkor a leképezésre ugyan teljesiil a), c¢) és d), azonban nem
teljesiil a b) Markov-tulajdonsag).
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(ii) az

&%M—‘

1
L”] Gauss-leképezés (1. 1.8 Példa). (N.B. Itt ¢) nem

all, viszont a), b

) és
T,y € <n—|—1 ) esetén

y

1
d) teljestilnek. Valoban d) all v < g—el. Ugyanis

<o)l -l <

2
< =(n+ 172y — ="y —a” <

o3

< ~(n+1)°

gy — =
n nlf“/(n—i—l)l*vly zf” =

2
=+ )Py —af <

< 22+vn2v—1|y _ x|7.
Az elmélet f6 eredménye Rényi Alfréd tételének (1957) kovetkezs altalanositasa:

9.2 Tétel. Ha f a [0, 1] intervallum Markov-leképezése, és jeloljik m-mel a Lebes-
gue mértéket [0,1]-n. Ekkor [0, 1]-en létezik egyetlen olyan m-re abszolit folytonos,
f-invaridns valdszinidségi mérték v, amely rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdgokkal:

d
(i) ﬁ Hoélder-folytonos;

du
%(33) < 0

(iil) a p mértékre nézve f ergodikus;

dp
. f <
(ii) 0 < in I (z) < sup

A 9.2 tétel bizonyitasa. A Krylov—Bogoljubov tétel alapgondolatat hasz-
nalva vezessiik be az m, := fI'm jelolést, azaz m,(A) = m(f~"™A) minden A
Borel-halmazra. A kiilonbség annyi, hogy mivel most az invarians mérték stirtiség-
fliggvényét kell megkonstrualnunk, ezért a mértékek gyenge kompaktsaga helyett a
stirtiségfliggvények kompaktsagat biztositdo Arzela—Ascoli tételt fogjuk hasznalni.

b) és d) miatt f’ Holder-folytonos, azaz Vj-re Jaj(= sup f'(z)) < oo, hogy

z€l;

Va,y € Ijre |f'(z) — f'(y)| < Caj|z — y|7. Koévetkezésképp f mindegyik I; inter-

vallumot monoton és invertalhaté modon képezi le (0, 1)-re.
Vezessiik be felbontasoknak a kovetkezd finomodo sorozatéat:

no = {(0,1)},
m o ={L},
azaz VI; olyan maximaélis részintervallum, amelyet f 1-1 értelmd moédon és siman
képez (0,1)-re. Ennek altalanositasaképp:
={Ij,,...;.}, ahol VI; ., intervallumra az

f" 21,4, — (0,1) leképezés homeomorf.
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Ezt a definiciot ekvivalens modon igy is bevezethetjiik:
b)-bdl kovetkezik, hogy Vj-re létezik oly f;: I; — (0,1) homeomorf leképezés,
hogy Vx € |JI;-re f(z) = f;(z) ha x € I;. Ekkor x € I,,, . ; pontosan azt jelenti,
J

hogy
f"(x) = fj, 0 fj 0.0 fj(x).

., akkor 1 <1 < n-re fl(z) € I

Erdemes megjegyezni, hogy ha x € I, JII
-re

(persze Iy := (0,1)). Vezessiik be a kovetkezs jeldlést: x € I;

1reeJn
Nn(z) := Ljy -

Koénnyt latni, hogy x € I, . ;. -te

Ju(x) = |(f") @) = £, ("7 @) - £, (72 @) f (@) (9.1)

Most mar elkezdhetjiik a tulajdonképpeni bizonyitést. Sziikitsiik el@szor a faziste-
ret a regularis pontok teljes mértékd My halmazara:

M() = m U Ijl,m,jn'

TLZO J1seedn

Nyilvanvaléan M, invarians halmaz (itt erds értelemben, azaz Mg = f~1 My =
fMy), és m(Mp) = 1. Bizonyitasunk a kovetkezs {6 lépésekbsl all:

1. Belatjuk, hogy Vz € (0,1)-re
dm,,

1
(z) := S, (x) := yefz;@) AT (9.2)

Valojaban ez (9.1) és az el6tte mondottak egyszertd folyoméanya. (Erdemes fel-
idézni a Ruelle-Perron-Frobenius operator fogalamat az 1. fejezetbdl: az invarians
strtseégfiiggvény éppen ennek az operatornak a fixpontja.)

2. Igazoljuk a kovetkez6 technikai alap-lemmat:

9.3 Lemma. Léteznek C1,Co > 0, hogy Vn > 1, Vo € My és Vy € n,(x) esetén

Jn(y
(z

~—

<exp[Ci|f"(x) — f"(y)|"]

=~

tovdbbd

Jn(y)
In(x)

- 1] < Colf™(x) — f ()] (9.3)

3. Lemmank egyszerd kévetkezménye lesz az
9.4 Lemma.

(i) 3K > 0, hogy Vn > 1-re és Vo € (0,1)-re Sy (z) < K;
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(ii) Yn > 1-re és Vz,y € (0,1)-re
[Sn (@) = Sn(y)| < Sn(2)Colz —yl".

4. Az eddigiek alapjan marmost igy okoskodhatunk:

Jelolje H,( Z Se(x ,1)) az A, m mérték strtségfiiggvényét. A
9.4 Lemmabol kovetkez1k Vn > 1-re és Yz, y € (0,1)-re

sup H,(z) < K, (9.4)

n,r

|Hy(2) = Hn(y)| < Hn(z) C |z —y|”. (9-5)

E két tulajdonsagbol elgszor is adodik, hogy H,: (0,1) — R egyértelmien ki-
terjeszthet$ egy folytonos H,: M = [0,1] — R fiiggvénnyé, amelyre tovabbra is
teljesiilnek az (9.4)—(9.5) becslések. Mivel a {H,,} sorozat egyenletesen korlatos és
egyenlé mértékben egyenletesen folytonos az M kompaktumon, az Arzela—Ascoli té-
tel miatt alkalmas {Fn]} részsorozata egyenletesen konvergal valamely H: M — R
folytonos fiiggvényhez, amelyre ugyancsak &ll:

sup H(z) < K, (9.6)
reM
[H(x) — H(y)| < H(z)Calx -y, (9.7)

(9.6)—(9.7)-bdl természetesen
|H(z) — H(y)| < KColz —yl, (9.8)

is latszik.
Tételiink allitasa adodni fog a kovetkezs lemméabol:

9.5 Lemma. A p(A / H(x)m (dz) mértékre igazak a 9.2 Tétel dllitdsai.

Térjiink ra lemmaink bizonyitasara.
A 9.3 Lemma bizonyitasa. (9.1) és 9.1 Definici6 d) pontja alapjan

n—1

<L [1+cClfi@) - fwr],

£=0

W)
g F/(fi(2))

y € nn(x)-bol egyuttal f(y) € nn_e(f*(z)), igy 9.1 Definici6 c) pontja miatt

@) = F)l < AU (@) = f ()]
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ahol A = 71 A A\ = )\ jeloléssel élve, és ismételten hasznalva a 1 + z < €*
egyenlGtlenséget,

In(y) = n—L| rn LYPAL
T <11 [1+CN " (@) = ()] <
< [Tl +exif @ - ] <
=1
< [T +exifm@ - rwr] <
£=0

<exp Y CMN|f"(x) - f"(y) =
£=0

C
1—X\ ]

— exp [|f"<m> )P

Cy = O(1 — \;)~ ! valasztéassal adodik az elsé egyenlStlenség.
A masodik igazolasahoz valasszuk a B, B’ > 0 konstansokat ugy, hogy V 0 <
z<Cireexpz <1+ Bz és (1+ Bz)~! > 1 — B’z teljesiiljenek. Akkor

In(y)
In ()

valamint x és y felcserélésével

In(y)
In ()

Osszesitve a két becslést

In(y)
In ()

<1+ BCy|f™(x) — f"(y)|",

> [1+ BCi|f"(@) = ") = 1= B'Ci|f"(2) = f" ()" -

_ 1’ < max{B, BYCi|f"(z) — ()] . O

9.4 Lemma bizonyitasa. Egyszerti integralhelyettesitéssel VI; . ; -re és
Yy € I; re

1;~~7jn_

Jn(x
In(y

1 = m((0,1)) = / (@) dz = Jn(y) / ; dz <
j Ly, ... in

<a) [ ewlCl@ - W) do < g exp(Cm(,...i,). (99)

(9.2) alapjan annak figyelembevételével, hogy minden egyes I;, . ;. intervallum
f7™(x) pontosan egy elemét tartalmazza

Sn(z) < expCh.
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Ezzel (i)-t belattuk.
(ii) bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy

1 1
Sp(x) — Sp(y) = Z Jn(z)_ Z In(2')

zef~n(x) z'ef~m(y)

kifejezésben minden egyes I;, . ; intervallumba pontosan 1-1 z illetve 2’ érték

esik, igy (9.3) figyelembevételével

1- < CySy(x)|x —y|”. O

1S (z) — Sn(y)| < Z

zeffn

In
() 7 (?)

9.5 Lemma bizonyitasa.
(i) kovetkezik (9.8)-bol.

(ii) -ben a sup-ra vonatkozo allitads éppen (9.6), mig ha inf H(x) = 0, akkor
(9.7)-bsl H(z) = 0 adodna, ami ellentmondés.

(iii), vagyis az ergodicitas igazolasdhoz gondoljuk meg el6szor, hogy ha A € Z,
akkor létezik olyan B, hogy egyrészt u(AAB) = 0, méasrészt T~ 'B = B =
T B, azaz B erGsen invarians halmaz, mas szdval teljes orbitokbol all. Tegytiik
fel tehat, hogy A nemtrivialis erésen invarians halmaz. p és m ekvivalenciaja
miatt 0 < m(A) < 1.

Valasszunk egy tetszéleges € > 0 szamot. Lebesgue stirtiségi tétele miatt
aI;,....5.» hogy
m(ANT,  ;.) > 1 —e)m(l,.. ;)

azZaz

m(ly,,. 5, \A) <em(lj, . j,)-

in = [0,1], ezért, 1 = [ J,(z)dx. A kozépértéktételbsl adodik,

.....

hogy 3¢ € I, ._j,., amelyre Ju (&) =m (I, . ;)7

Igy " .
In(x et
max J,(x)=J, max <
€Ly, ( ) (5) z€lj, ..., in Jn(g) m(Ijhm’jn)
Tehat
0.1\ 4) T\ A)

m ([0, 1 :/ Jp(x)de < m(I;, .. . <

Iiy,in \A m(lj,...j.) I

e

< Em(ljhm,jn) =ee

m(Lj,,... ja,)

Ez igaz minden € > 0-ra, ezért m(A) = 1, ellentmondas.
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Befejezésiil térjiink ra a tételben szerepld abszolut folytonos invarians mérték
unicitasara. Tegyiik fel indirekte, hogy az altalunk konstrualt p mellett van még
egy v # i, a Lebesgue-mértékre nézve abszolut folytonos invarians mérték. Mivel

v
1 strtisége pozitiv, azért v is abszolat folytonos u-re. Jeldlje p = s Tetszbleges
n

h € Lo (p)-re igaz:

/phdﬂz/hdu:/honu:/p(hoT)dﬂ:/(poT*)hdu

ahol hasznaltuk mind v, mind p invarianciajat. Innen po T~! = p y-m. m., azaz
p invarians fliggvény. p ergodicitasa miatt ezért p = const. Azonban lévén u és v
valoszintiségi mértékek, azért p = 1, vagyis p = v. ]

Figgelék

Hoélder-folytonos fiiggvények. Legyenek (M, d), (M’ ,d') metrikus terek. Az
f: M — M’ leképezés Holder-folytonos az x € M pontban, ha megadhatok C > 0
és 0 < v < 1 konstansok és x € U C M kornyezet, hogy Vy, z € U-ra

d(f(y), f(2)) < Cd(y, 2)" .

(A jol ismert Lipschitz-tulajdonsag épp az analog kovetelmény v = 1-gyel.)

Arzela—Ascoli tétel. Jelolje C(M) az (M, d) kompakt metrikus téren értelmezett
M — R folytonos fliggvények halmazat. Az F C C(M) részhalmaz akkor és csak
akkor kompakt, ha

(i) F zart;
(ii) Vo € M-re az Flz] := {f(z): f € F} (C R) halmaz korlatos;
(iii) az F-beli fiiggvények egyenlé mértékben egyenletesen folytonosak (azaz Ve >

0-hoz 30 > 0, hogy Vf € F-reésVx,y € M-red(z,y) < 6-bol |f(z)—f(y)| < e
kovetkezik).

Felbontas. Legyen (M, F,v) valoszintiségi mezd. Pozitiv mértékd halmazoknak
egy megszamlalhato P = { A} csaladjat felbontasnak nevezziik, ha (i) A # B € P-
bél kvvetkezik v(AN B) = 0; (ii) v(M \ ] 4) =0.

AeP

Lebesgue siiriiségi tétele. Az A C R Borel-halmaznak az = € R pont strtiségi
pontja, ha tetszdleges {I,,} (x € I,,) intervallumsorozatra lim m(ANI,)/m(I,) =

1. Allitas: Az A halmaz m-majdnem minden pontja A-nak strtiségi pontja.
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Kolmogorov—Arnold—Moser
tétel

A tételt a legegyszeriibb esetre mondjuk ki és bizonyitjuk: a korgytiri sima forga-
tasanak kis perturbacidjara.

Jelolje A := (R/(27Z)) x [a,b] = {(z,y): 0 < z < 27, < y < b} a korgytrtt
(annulust), ahol 0 < a < b. Tekintsiik ennek sima, monoton forgatasat, azaz a
Tol A— A

To(z,y) == (z +7(y),y)

leképezést, ahol v € O és 7/(y) > 0, tovabba legyen a T: A — A diffeomorfizmus

T(z,y) = (z+(y) + f(z,y9),y + g(x,y))

ennek kis perturbéacidja. Az ilyen leképezéseket ,twist’-leképezéseknek nevezziik.
Az egyszertiség kedvéért azonnal feltessziik, hogy v(y) = v - .

A T, leképezésre nézve nyilvan valamennyi Sy := {(z,y): 0 <z < 27}, y € [a,b]
kérvonal invarians, Ty mindegyiken forgatas; S,-n a forgatasi szam (amely mindig

1
1-re normalt) 2—'yy. Masszoval, a Ty leképezés teljesen integralhato, és mindegyik
s

Sy Gn. invaridns térusz. Az alapkérdés az, mi torténik az invaridns toruszoknak
ezzel a ,jolfésiilt” strukturajaval a T' leképezésnél, ahol f és g megfelelGen kicsik?

1
Maéar Poincaré észrevette, hogy azok az invarians téruszok, ahol w = Q—'yy
s

racionalis (az Gn. rezonans toruszok), eltiinnek tipikus kis perturbécio esetén. Az
50-es évekig azt hitték, hogy ugyanez torténik a nem-rezonans toruszokkal is, s6t
azt is gondoltak, hogy kis perturbacié mar ergodikus leképezéshez is vezethet (a
20-as években Fermi adott erre — hibas — bizonyitast).

1954-ben azonban Kolmogorov észrevette, hogy ennek az ellenkezfje igaz: a
toruszok tobbsége tuléli a kis perturbaciot. Nevezetesen megmutatta, hogy ez all
az erdsen nem-rezondns toruszokra, vagyis amelyek w forgatasi szama eleget tesz
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a kovetkezs diofantoszi feltételnek : 1étezik olyan v; u > 0, hogy minden p, q € Z-re

14
lwg —p| > o (10.1)

10.1 Lemma. A diofantoszi feltételnek eleget tevd w-k halmaza teljes mértéki.
Bizonyitas Jeldlje v, u > 0-ra
A, ={w:0<w<1és (10.1) teljesiil Vp,q(# 0) € Z -re}.

Nyilvan p < p' esetén A, , C A, v/, tovabba v < v/ esetén A, , C A, ,. Igy elég
belatni, hogy tetszdleges 1 > 1 esetén Leb(A,, ) — 1, amint v — 04 0. Viszont

. p v
A, )= {w:nggleS w—‘<}
(A= U ql ~ lglmtt

p,q7#0
igy
c = v 1
m((Ay,)) <2 Z(q + 1)q“+1 < dv th
qg=1 g=1
ami tetsz6legesen kicsi, ha p > 1 és v elég kicsi. g

Térjiink ra a KAM-tétel pontos kimondaséara. Itt azzal az esettel foglalkozunk,
amikor f és g analitikus fliggvények. Feltessziik tehat, hogy az f(z,y) és g(x,y)
komplex valtozos fliggvények 2m-periddikusak az = szog-valtozoban, és analitikusak
a

D :={(z,y) € C*: |Im z| < ro,y € D1},

tartoméanyban, ahol D; C C nyilt tartomany, amelyre [a, b] C D;.

Megjegyezziik, hogy az altalunk tekintett leképezésekre vezethets vissza az tn.
redukalt 3-test probléma a koros esetben. Az n-test probléma n darab pontszeri
részecske gravitacios kolcsonhatassal mozgo rendszerének leirasat jelenti. A 2-test
probléma épp a Kepler-feladat, az egyenletek megoldhatok, a 2 test kuipszelet alaka
palyakon mozog, amelyek egyik fokusza a rendszer silypontjaban van. A redukalt
3-test problémaban azt az esetet nézziik, amikor a 3 részecske koziil az egyiknek a
tomege igen kicsi és tgy tekintjiikk a rendszert, mint a 2-test probléma perturbalt-
jat. Abban a specialis esetben, amikor a 2-test problémaban a részecskék palyai
korok, a redukalt 3-test probléma a korgytrd altalunk tekintett leképezésére vezet.
(Megjegyezziik, hogy a legtobb bolygd Nap koriili palyai nem nagyon térnek el a
kor-palyaktol.)

Hamilton-rendszerek alapvets tulajdonsaga, hogy rendelkezik sima invarians
mértékkel, ez a jol ismert Liouville-mérték. Ennek szellemében a korgytird dif-
feomorfizmusai esetén feltehetnénk, hogy ez a Lebesgue-mérték, a teriilet. Ennél
azonban gyengébb hipotézist fogadunk el, az tn.

10.2 Feltételt. (Metszet-feltétel) Tekintsik Yy € [a,b]-re az S, kdérvonal
TS, :={T(z,y): z €[0,2m)} képét. Feltessziik, hogy Yy € [a, b]-re

T S, NS, #0.
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Viazoljuk réviden, miért teljesiil automatikusan a metszetfeltétel, ha T-re inva-
rians Lebesgue mérték (azaz, ha T teriilet6rzs). Tegyiik fel, hogy T teriilet6rzd,
mégis Jyo, hogy T'S,, N Sy, = 0. Jelolje m, és m, az elsd, illetve a masodik ko-
ordinatara vald vetitést az annuluson. Feltehetjiik, hogy m,(T'Sy,) > yo (a zart
kérvonalat a T' leképezés "felfelé mozgatja"), m,(T'Sy,) < yo analég modon tér-
gyalhat6. Az analiticitasbol kovetkezik, hogy egyrészt m,(T'S,) = S' = [0,2n),
Vy € [a,b], masrészt Vy' > yo esetén is m, (T'Sy) > yo. Igy viszont a T(Uysy,Sy)
halmaz teriilete hatarozottan kisebb, mint a U,>,, 5, halmaz teriilete.

10.3 Tétel. (KAM-tétel) Tegyiik fel, hogy T: A — A (aholb—a=1)

T(z,y) := (x+yy+ f(x,9),y + g9(x,y)) (10.2)

a korgyiird twist-diffeomorfizmusa, amely eleget tesz a metszet-feltételnek. Tegyiik
fel tovabbd, hogy az x-ben 2 -periddikus f(x,y), g(x,y) komplex vdltozds figguények
analitikusak a D tartomdnyban. Akkor ¥y < 1l-re, YD-re és Ve > 0-ra, tovdbbd
Yy >0, Vu > 1-re létezik olyan 6 = §(e, D, v, 1), hogy ha Vx,y € D-re

119l <~-6 (10.3)
akkor minden w/2m € A, , N (1/27[a +¢€,b — €])-re T-nek van
¢:= (&) == (E+u(§),v(E)) (10.4)

invaridns gorbéje, ahol u és v 2m-periddikus, |[Im &| < "0 ben analitikus fiigguények.

A & paraméter megdlaszthaté igy, hogy (T¢)(€) = ((€ + w), tovdbbd
lu| + v — 7 lw| < e. (10.5)
Megjegyzések.

1. Tételiinkben a megengedhet§ perturbacionak pusztan a ~-tél valo fliggése
latszik. A modszer javitasaval azt is bebizonyitottak, hogy Vv < 1-re, VD-re,
Ve > O-ra, tovabba Vv > 0, Vu > 1-re létezik olyan 6§ = (s, D, u), hogy ha
Vz,y € D-re

|fl:1gl < ~év?

akkor igaz a tétel allitdsa. SO6t, az invarians toéruszok w-tél Lipschitz-
folytonosan fiiggenek, és a fazistérnek legalabb 1—O(v) mértékd részhalmazat
alkotjak.

2. Tétellink allitasa kozvetlentil kiterjeszthets tobbdimenziés Hamilton rendsze-
rek esetére. A diofantoszi feltétel ez esetben: Jv > 0 és Iu > 0 konstansok,
hogy Vk € Z", k # O-ra

k > —
(k)] > o
ahol |k| := |ki| + -+ + |kn|, w := (w1,...,wn), és n a rendszer szabadsagi
fokainak szama.
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3. Fontos megjegyzés, hogy 1 < 1 esetén A, , = (). Ugyanis w € A, ; esetén

< inf —p|< inf mi —p| < inf i —p|.
V_p}gezlqllwq p'—p7&2+0§1§1@q‘”q pl_p’géong}gQ\wq Pl

Ugyanakkor a qw( mod 1) € S, 0 < ¢ < Q pontokra alkalmazva a skatulya-
elvet, 30 < k <1 < Q, hogy dg1 (kw, lw) < 1/Q, azaz

1
min |wg —p| < =

0<¢<Q —Q
Tehat A,; = 0 ha v > 1. Hasonlo gondolatmenettel p < 1-re A, ,, = 0 is
adodik.
Fuggelék

Analitikus fliggvények. Legyen D C C a komplex sik egyszeresen Osszefiiggds,
nyilt tartoménya. Az f: D — C fliggvényrdl azt mondjuk, hogy analitikus a D
tartoméanyban, ha D minden pontjaban differencidlhat6. Akkor az is igaz, hogy
minden z € D elég kis kérnyezetében a fliggvény konvergens hatvanysorba fejthetd.

Ha I C R véges intervallum, akkor az f: I — R filiggvényt valos analitikus-
nak mondjuk, ha Vx € I-re z alkalmas kornyezetében a fiiggvény konvergens hat-
vanysorba fejthets. Ez esetben létezik olyan D C C egyszeresen Osszefiiggd, nyilt
tartoméany és fi: D — C, hogy fi analitikus és f | I = f.

Cauchy-féle integraltétel. Ha f analitikus a D C C egyenesen 6sszefiiggd nyilt
tartomanyban, akkor barmely a D-ben fekvs zart I' it mentén integrélva

ff(z)dz =0.

Fourier sor. Ha az f: R — R 2m-periodikus fiiggvény integralhato a [0, 27] inter-
vallumon, akkor Fourier egyiitthat6i

1 2m

fr: e~ f(x)dx (k€ ).

:% .

Az f formalis Fourier sora

o)
Z fkeikz

k=—o0



11. fejezet

A homolé6gikus egyenlet
megoldasa. A kis nevezdk
problémaja

Itt egy latszatra tavoli kérdéssel foglalkozunk, amely mégis a KAM-tételre adott
bizonyitasunk kiindulopontja lesz, és emellett frappansan mutatja a diafantoszi
feltétel szerepét a kis nevezSk probléméjanak feloldasaban.

A homologikus egyenlet a kdvetkezs:

w(z +w) —w(z) = h(z), (11.1)

aholz € S =R/(27Z) és = irraciondlis szam. Ennek megoldasat keressiik adott h

esetén. Itt is az analitikus fliggvények korében dolgozunk, tehat feltessziik, hogy w
és h 2m-periodikus komplex valtozos fliggvények, amelyek analitikusak az |[Im z| < r
savban (r > 0).

Természetes lesz a Fourier-transzformaltakat hasznalnunk, tehéat legyen

1 27 .
hy : = Py h(z)e”** dz (keZz)
o (11.2)
1 4 ,
Wk = 5o ; w(z)e *dx.
Akkor — egyelére formélis megoldést keresve —
h(z) = eF hy,
2 } (11.3)
w(z) = Z eF
és b
Wy = i ha k # 0, (11.4)

etkw _ 1’
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végiil feltehets, hogy
wo = 0.

A megoldhatosag trividlis sziikséges feltétele

1 2
h* :=hg = o h(z)dz = 0.
0

Kérdés, hogy a (11.4) egyiitthatokkal értelmezett (11.3) Fourier-sor mikor konvergal
(és oldja meg a (11.1) egyenletet). Mivel

1
|sinx|Zimin|m—pw|:5min‘f_p 7
P p I

2

azért — a diofantoszi feltételt is hasznalva —

lethe 1] =2 sink—w > 7 min ke >
B 2 | =" o = |kl
Mivel h analitikus |Im z| < r-ben, ezért
sup |h(z)|=K <>
Im z|<r
és
1 +ir4+27 . |k‘
hi| < — h(z)e™ "™ dz| = Ke™'"I".
|he| < o /iir (x)e x e
Ezért
N
—lklr (2
|lwg| < Ke (ﬂ|k|“) .

Tehat Z |wi| < o0, 86t az |[Im x| < p (0 < o < 1) sdvban

h - k|
()] < 3| tet] < ZKeflklrielklg
k20 € T k70 v
ahonnan |Im z| < g-ra
K
@)l < G o— vt

ugyanis
o0 1 o0
e =0 dy = — — / yHe Y dy.
/0 (r—or*tt Jo
Tehat igaz a
11.1 Tétel.

1. A homoldgikus egyenletnek — additiv konstanstdl eltekintve — egyetlen folyto-
nos megolddsa lehet, ha 21 rraciondlis.
™
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27
2. Ha h analitikus az |Im x| < r sdvban, h(z)dx = 0, és w diofantoszi,

0
akkor létezik az egyenlet w = Lh megolddsa, amelyre az |Im x| < o sdvban
(0 < o <71 esetén)

K
(@) < O p—

2
feltéve, hogy/ w(z)der =0 (K = malx h(x)).
0 Im z|<r
A tétel elsg allitasa azért kovetkezik a fentebb mondottakbol, mert folytonos h
fiiggvény esetén a wy, egyiitthatok (11.4) altal egyértelmiien meghatarozottak, és a
kérdés csupén az, van-e egyaltalan w(x) fliggvény ezekkel a Fourier-egyiitthatokkal.



12. fejezet

Az invarians torusz formalis
felirasa

A T leképezés invarians gorbéjét azonnal a

¢ = (§+u(£),v(8)) (12.1)

alakban keressiik, ahol £ a 2w-periodikus szog-paraméter, vagyis feltessziik, hogy
T
u és v 2m-periddikus fiiggvények, mindketten analitikusak az |Im &| < 50 savban.

Feltessziik tovabba, hogy
(T¢)(&) = (€ +w)

ahol 21 irracionélis és |u| + [v — vy~ 'w] kicsi.
™

Az (12.1) invariancia-feltétel pontosan azt jelenti, hogy

§+u(§) +7v(&) + f(E+u©),v(E)) = +wtu+w), (12.2)
v(€) +9(§ +u(§),v(E)) = v(€ +w). (12.3)

esete lenne, ha f(x,y) = Afo(z,y), g(z,y) = Ago(z,y)-t valasztanank, ahol X kis
paraméter. Ez azonban nem jelent lényeges kénnyebbséget, ezért inkabb feltessziik,
hogy f(x,y) = f(z,y,\), g(z,y) = g(x,y, A) ahol f és a g-nek a kis, A paramétertsl
fliggése is analitikus, amibdl itt azt fogjuk hasznélni, hogy a hatvanysor véges
részletosszegei a megfelel6 maradéktaggal kozelitenek. Ekkor w(€) és v(€) is fiiggni
fog A-tol, ismét feltessziik, hogy analitikusan (valojaban csak az kell nekiink, hogy
a fiiggvények formalis hatvanysorba fejthetsk). (12.2)—(12.3) most igy néz ki:

u(§ +w,\) =u+yv —w+ f(§+u,v,A) (12.4)
V(€ +w, A) =v+ g( +u,v,\). (12.5)
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Tegyiik fel tehat, hogy

f@y,\) = N fulz,y) (12.6)
g(xaya)‘) = ZAnQn(mvy) (127)

n=1

u(€) = u(§,N) =D N'un(€)

U(g) = U(gv /\) = ’7_1‘*} + Z )\nvn<§)

n=1
(12.4)—(12.5)-bol egyiitthatod dsszehasonlitassal
U7L(§ + w) - Un(g) = Gn(g) (129)

ahol F, (&) (és hasonloan G,(£)) A" egyiitthatoja f(€ + Z/\"un(g),fy_lw +

n=1

Z Au,(§), A) (illetve g(€ + Z Ny (), 7w + Z A0, (€),A)) A-hatvanysora-
n=1

n=1

= n=1
ban. Mivel az (12.6)—(12.7) hatvanysorokban a konstans tag 0, ezért

Fn(g) = fn(g,'yilw) + (I)n{fg,UE,’l)g: ! < n}
G’ﬂ(f) = gn(ga’)/_lw) + \Ijn{fé,ué,ve5 ! < n}

Mint 11.1 Tételbdl tudjuk, (12.9) megoldhatosaganak sziikséges feltétele: G = 0.
Ennek belatasat késébbre halasztjuk. Mindenesetre, ha ez teljesiil, akkor 11.1 Té-
tel alkalmazhato, hacsak F, (&) és G, (€) analitikusak valamely savban. A Fourier-
egyttthatokat (1. (11.2))"-al jelolve, és az n indexek kiirasat mellézve (az (12.8)—
(12.9) egyenletek alakja n-t6l fiiggetlen!), a megoldas Fourier-egyiitthatoi a kévet-
kezdk (v. 6. (11.4))

~ Gy,
. k#0

Uk ezkw 1 ( # )

~ ﬁk ’Yak

= — - k#0

Uk ezkw -1 (ezkw _ 1)2 ( 7& )
F

Vg = ——0, U tetsz6leges.

Tényleges bizonyitédsaink ezeken a formalis eredményeken alapszanak. Bizonyit-
suk azonban ezek feltételét; ez az egyetlen lépés, ahol hasznalni fogjuk a metszet-
feltételt.
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2m

12.1 Lemma. ¥n > 0-ra G,(&) d¢ =0.
0

Bizonyitas. Indirekt. Tekintsiik azt a legkisebb n értéket, amelyre

1 27
m

Gn(§)dE #0

:E .

és g helyett a g — mA™ fiiggvényt. Ekkor a (12.8)—(12.9) egyiitthato-egyenletek
megoldhatok nemcsak (n — 1)-ig hanem n-ig, és véve az

n

Z /\eUg

(=1

n
t=~"tw+ Z P
=1

w

fiiggvényeket, a (12.4)—(12.5) alapegyenletek teljesiilnek mod 0(A" 1), azaz

E+Ua+0+ f(E+T,0) =E+w+a(é+w)+ 0N

4 g(€+@,0) = 9(€ +w) +mA" + 0(A"Th)
(itt hasznaljuk f és g véges sorfejtéseinek maradéktag-becsléseit). Mindez felfog-
hato a kovetkezSképpen is: a (§ + a(&, N), 0(€, \)) gorbe képe megegyezik az elgbbi

egyenletpar jobb oldalaval. Ha a kép metszi a gorbét, akkor valamely &-re és £”-re,
A — 0 esetben (bevezetve a & = £ + w jel6lést)

E+a(EN) =& +aE, ) +0oA"t
(€, N) = 6(5’, A) +mA" + O(A”“).

Innen ¢ = ¢ + 0(A\"*1) adodik az elsé egyenletbél, mig ugyanekkor a masodikbol
m = 0-t kapunk, ami ellentmondas. O



13. fejezet

Feladatok

Megoldandok a x-tel jelolt feladatok.

1. * Legyen (M, B,T) endomorfizmus, ahol M topologikus tér, B a Borel o-
algebra, és T folytonos. A T endomorfizmust topologikusan tranzitivnak ne-
vezziik, ha létezik strt orbit. T-t minimdlisnak nevezzik, ha nem létezik
valodi, zart, nem-iires, invarians részhalmaza M-nek. 1. Igazoljuk, hogy a
kérvonal Ry, © S — S, Ry := x+« (mod 1) forgatdsa topologikusan tranzitiv,
st minimdlis, ha a ¢ Q. 2. Mutasson példdt topologikusan tranzitiv, de nem
minimdlis leképezésre.

2. * (V. Arnold) Tekintsiik az 1,2,...,2™, ... szamsorozat tizes szamrendszer-
ben felirt alakjanak elsé jegyeit. El6fordul ezek kozott a 77 A 87 Ha igen,
melyik gyakoribb?

3. * Mutassuk meg, hogy ha valamely n-re T" ergodikus endomorfizmus, akkor
T is az. Adjunk példat arra, hogy az allitds megforditasa nem igaz.
n—1
Utalds: p(T~"AAA) <> p(T™7 T AAT™ A), ugyanis d(A4, B) := u(AAB)
§j=0
metrikat definial a mérhetd részhalmazokon.

4. * (Neumann ergodtétele operatorokra) Legyen U a H szeparabilis Hilbert
tér izometridja, és P az ortogonélis vetités az invarians vektorok 7 := {f €
H |Uf = f} alterére. Ekkor minden f € H-ra teljesiil

n—1

1 .
lim ~ Y U'f=Pf.
Jim 2 U =P

5. X Mutassuk meg, hogy 2", n € ZT az 0,1,2,...,9 jegyek tetszSleges véges
hossza sorozataval kezd&dhet (az els6 jegy persze nem 0).

60
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6.

10.

* (Siményi-Széasz) Legyen (M, F) mérhets tér, G csoport. Legyen adott
minden g € G-re egy (M,F,T,) automorfizmus. Az (M,F,Tg) =
{(M,F,Ty): g € G} csaladot csoport-hatdsnak nevezziik, ha Vg1,g2 € G-
re Ty g, = Ty, Ty, (a G csoport hat az M téren). Tetszéleges x € M esetén
az « G-pdlydjdnak neveziik a Gz := {Tyz: g € G} halmazt.

Legyen adott a = (v, ..., aq) € RY, és tekintsiik R%-ben az a-ra ortogonélis
g vektorok R%1-el izomorf additiv G csoportjat. Hasson R%n a G csoport a
kovetkezSképpen: Vg € G,z € R-re

Tyx =g+ .

R?-t faktorizalva Z¢ szerint végiil is T%n kapunk egy G-hatast.
Bizonyitsuk be, hogy
o G-nek csak akkor van T-ben sird pdlydja, ha az o koordindtdi kizétt
van kettd linedrisan figgetlen (és akkor minden pdlya sird);

o Az el6bbi feltétel mellett a pdlydk aszimptotikusan egyenletes eloszldstiak
(mit is jelent ez?);

o ** Legyen adott U C R nyilt halmaz. Bizonyitsuk be, hogy van olyan
véges F halmaza az a-knak, hogy ha o ¢ F, akkor G = G, minden
pdlydja metszi az U halmazt.

** A csoport-hatas specialis esete a csoport-eltolds.
Legyen M kompakt topolégikus csoport és i a Haar-mérték M-en. Tetsz6le-
ges rogzitett g € G-re legyen

Tyz=g-x.
Ekkor (M, F, Ty, i) automorfizmus. Ez a példa egyben altalanositasa a térusz
feltekerésének (1.12 Példa).
Mi T, ergodicitdsdnak feltétele, ha G Abel-csoport?

A T4 térusz T, : T¢ — T, T, = x + o (mod 1) eltolasa akkor és csakis
akkor minimalis, ha 1,aq, ..., aq racionélisan fiiggetlenek.

*AD:S— S, Dz=2z (mod 1) diadikus leképezés

a) topologikusan tranzitiv?

b) minimalis?

2

1 1
Mutassuk meg, hogy A természetes modon szarmaztatja a T? = R?/Z? torusz

T4 automorfizmusat (kissé pongyolan Taz = Ax(mod Z?)). Keressiik meg
ennek az invaridns mértékét!

X Tekintsiik az R? stk A = < ) matrixszal adott linearis leképezését.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

% Altalanositsuk az el6z6 feladatban megjelend szituaciot magasabb dimen-
ziora is!

Tekintsiik az M = {0,1}”* halmazon a

1—ux; haVj<irezxz; =1
(Tx), = o ’
T; kiilonben

osszeado gépet. (itt x = (z1,22,...) € M).
a) Keressiink invaridns mértéket!
b) Mi 717

X f: M — M folytonos leképezése M = T%nek. f akkor és csakis akkor
topologikusan tranzitiv, ha VU V C M nyilt halmazra 3N = N (U, V) egész
szam (N > 1), hogy U N f¥V # . (Az allitds igaz lokalisan kompakt,
szeparabibilis metrikus terekre is.)

* Tekintsikk az I = [0,1] intervallum Tz = 4z(1 — z) endomorfizmusat.
Mutassuk meg, hogy I-nek vannak pontjai, amelyek sem periodikus pontok,
sem gyengén periodikus pontok. (Utmutatés: 15. feladat.)

X Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladatban szerepld leképezésnek a o(z) =

C-(z(1- x))_% fiiggvény az invarians stirtisége. Mi C' értéke?
X Mutassuk meg, hogy a 14. feladatban szerepls leképezés izomorf az
1
2 < =
x, T <5
Tx =

1
2 -2z, > =
X X )

sator-tets leképezéssel. (Utmutatas: 15. feladat.)

X Legyenek x; < @y < --- < xg a T° leképezés fixpontjai, ahol T a 14.
feladatban szereplé automorfizmus. Nyilvan z; = 0.

3
a) Mely i-re lesz z; = 1 ?

b) Csoportositsuk a maradék 6 pontot a T leképezés két 3 periodust pa-
lyajabal
X Legyen (M, F, 1) mértékter.

a) Mutassuk meg, hogy d (A4, B) := u(AAB) pszeudo-metrika. (AAB :=
(A\B)U(B\ 4))

b) Hogyan lehet d (A, B)-t metrikava tenni?
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¢) Mutassuk meg, hogy
I XNY)=pUnV)[<p(XolU)+pu(YoV).

19. * Mutassuk meg, hogy a pék leképezése: T : [0,1)? — [0,1)?

(Qx,y), O<33<1

T(z.y) 2 2

Y <2z1y+1> 1<9:<1
T2 T2

ergodikus és keverd.

20. ** (Rényi Alfréd) T akkor és csakis akkor kevers, ha V A € F-re

lim p (T""ANA) — [u(A)]?

n—oo

21. * Mutassuk meg, hogy [0, 1) kovetekezd leképezései ergodikusak és keverdek
is:

a) Tx = {2:1:4—;}

2z, T <
b) Tx =

N~ N~

20 —xz), x>
22. Bizonyitsa be, hogy egy irredubicibilis Markov-eltolds ergodikus.

23. Bizonyitsuk be, hogy minden aperiodikus irredubicibilis Markov-eltolas ke-

verd.
14¢ 1
€ 1

matrix éaltal definialt T leképezést. Legyen x € [0,1]? és vs € R?, |vs| =
0k 1,és Le,v={y=a+tvs:te[-1,1]}. Hogyan viselkedik T" Lz, v?

24. Tekintsiik [0, 1]%-en az

25. Bizonyitsuk be, hogy a

a) szorzat
b) ferde-szorzat

c) felemelés
leképezések endomorfizmusok.

26. Mutassuk meg, hogy az indukalt leképezés automorfizmus.
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27.
28.

29.
30.

31.

Bizonyitsuk be, hogy a T} és Ts keverd, akkor T7 x T5 is az.

Ha T} és T, ergodikus, akkor T7 x Ty akkor és csak akkor ergodikus, ha
Aa(T1) N Ag(To) = {1}.

(Ag(T) jeldli a T altal indukalt operator sajatértékeinek halmazat.)

X Melyek a Gauss-leképezés fixpontjai?

Jeldlések, definiciok

Legyen (M, F, u, T) endomorfizmus.

a. Tegyiik fel, hogy u(A) > 0. Legyen T4 : A — A a kovetkezs: legyen
Tax := T*z, ha k € N a legkisebb érték, amelyre TFz € A. Ta-t
Poincaré-leképezésnek (vagy els6 visszatérés leképezésnek, vagy derivalt
leképezésnek) nevezziik.

b. f : M — N mérhet6 fiiggvény. Jeldlje
My ={(z,k)|zeM, 1<k<f(x)}CcMxN.
Legyen Fy az A x {k}, A C F, k € N halmazok altal generalt o-algebra és
legyen pup(A x {k}) = u(A). Legyen Ty : My — My a kovetkezd:

[ (x,k+1) ha k< f(x)
Trle,k) = { (Tz,1)  ha k= f(z).
Ekkor (My, By, 11fTy) a torony-endomorfizmus. (Megjegyezziik, hogy py csak
akkor valoszintiségi mérték, ha / fdp =1, de a definici6 altalaban is értel-

M
mes, ha f € Li(p).)

A. Mutassuk meg, hogy a Poincaré-leképzés €s a torony-leképezés is mér-
téktartoak.
B. Ha T ergodikus, u(A) >0 és f € L1(p), akkor Ty és Ty is ergodikusak.
Jeldlések, definiciok:

Legyen M topologikus tér, u valészintiségi Borel-mérték

supp p = ﬂ F (a p mérték tartoja)
F zart, p(F)=1
w(z) = ﬂ U Tix (az x fazispont w-limeszpontjai)
nely j>n

RT)={zxeM]|zecw(x)} (T visszatérs pontjai)

Legyen (M, B, u,T) endomorfizmus, ahol M szepardbilis metrikus tér, B a
Borel o-algebra, T folytonos. Igazoljuk:
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A. M p-majdnem mindeniitt visszatérd, azaz supp p C R(T)

B. Ha M kompakt ésT ergodikus, akkor p-majdnem mindendiitt pont pdlydja
sUrd supp p-ben

32. * Tekintsiik a [0,1) intervallum Tx = {2(1 — x)} leképezését.

a) Melyek T periodikus pontjai?

b) Hatarozzuk meg a

értekét, ha f(x) = sin(27x). Milyen értelemben vehetjiik a limeszt?

33. * Ergodikus-e a [0, 1]

1 1
1 1 3
Te=4 90 _ - 2 2
X x 2 1 <z < 1

) 3
5~ 2z, 1 <zx<l1

leképezése?
34. * Keressiik a [0, 1] intervallum

3 O<x< L
€, < =
3

§x—1 1<x<1
2 37 3

leképezésének invaridns mértékét.

35. X Mikor ergodikus a T? = R?\Z? 2-torusz Ty, (7, y) = (v+a, y+r) leképezése?



