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Tartalom

Technikai kérdések: tudnivaldk a félévrdl adminisztrativ
szempontbdl

Bevezetés, alapgondolatok, célok és eszkozok
Valdszinliség-szamitasi ismeretek - rovid ismétlés!!!

Statisztika ismeretek - rovid ismétlés!!!
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Tobbvaltozos statisztika - alapok
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Technikai kérdések, tematika

Adminisztrativ tigyek

e Tananyag: elsésorban az el6adas féliak (fent lesznek a
honlapon), mésodsorban a honlapon lévé nyomtatott jegyzet!
Vigyazat, a nyomtatott jegyzet régi, nincs is benne a teljes
anyag!

e honlap: www.math.bme.hu/~orlovits

o Konyv:

e Ramu Ramanathan: Bevezetés az 6konometriaba
alkalmazasokkal, Panem Kiadé, 2003

o G.S. Maddala: Bevezetés az okonometridba, Nemzeti
Tankoényvkiadé, 2004

o Jeffrey M. Wooldridge: Introductory Econometrics, A Modern
Approach
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Technikai kérdések, tematika

Adminisztrativ tigyek

@ Szamonkérések: 1 db 90 perces zarthelyi a 13. héten,
valamint a félév soran egy un. cikkfeldolgozasi feladat, azaz
e egy szabadon valaszthatd, okonometria témaja cikk
feldolgozasa
e max. 5 oldalas dsszefoglald elkészitése
o formai kovetelmények, dtmutatd és az ajanlott folydiratok
listaja a honlapon

@ Osztalyozas a szokasos médon

@ Minden egyéb kérdésre a valasz a targykovetelményekben a
honlapon
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Technikai kérdések, tematika

Célok, feladatok

Ismerkedés az dkonometridval: elmélet, mdédszerek,
alkalmazasok

Mindezt modellorientalt szemléletben!

Cél: tarsadalmi-gazdasagi jelenségek kvantitativ elemzése

Sziikséges matematikai alapok: linearis algebra,
valészinliségszamitas, statisztika
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Technikai kérdések, tematika

Féléves tematika

Valdszinliségszamitasi alapismeretek rovid ismétlése
Statisztika alapismeretek rovid ismétlése
Tobbvaltozés statisztika néhany alapvetd elemének targyalasa

Linedris regresszi6é-szamitas

ld6sorelemzés
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Technikai kérdések, tematika

Mi az okonometria?

o Feladata: tarsadalmi-gazdasagi jelenségek statisztikai
elemzése, modellezése
o A kozgazdasagtan, matematika és statisztika kolcsénhatasabol

kialakuld, tn. hatartudomanyrél beszéliink majd.

Cazdasagi Elmélet
Jelenségek

Adatok Okonometriai
feldolgozasa modell

{ !

Modell feltéitése adatokkal és becslés

V¥4 + ~

| Elemzés | | Elc'irejelzésl |Dt‘mtéselc'ikészités|
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Technikai kérdések, tematika

Mi az okonometria?

o A valésag egyszer(i masat akarjuk létrehozni. Am valdsag til
bonyolult és 6sszetett, masolni lehetetlen, igy egyszerisitiink,
de ezzel persze torzitunk is! Erre majd vigyazni kell!

@ A modellezés kulcsa az absztrakcids szint helyes
megvalasztasa. Legyen a modell valésaghtii, de még kezelhetd!

@ A valdsagban jelen [év6 allandé bizonytalansag miatt dn.
sztochasztikus modellekkel foglalkozunk.

@ A struktdrat elére megadjuk, ismeretlen paraméterekkel.
Feladatunk e paraméterek becslése a minta segitségével.

@ Persze a struktlran valtoztatni lehet, de csak bizonyos
hatarokon beliil. Ez lesz a modell-specifikacié és diagnosztika
kérdése.

o Cél: elemzés, eldrejelzés

o Lépések: hipotézis felallitdsa, adatgylijtés, modellezés,
diagnosztika
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Valészinliségszamitasi alapok

Kolmogorov-féle valésziniiségi mezo: (2, F,P), ahol

o : valdszinliségi tér (mintatér), w € Q elemekkel (elemi
események)

o F: o-algebra
@ P: valészinliségi mértékek csaladja F-en

Valésziniiségi valtoz6 (v.v.): olyan X : Q — R fiiggvény, melyre
X~Y(B) € Q barmely B Borel-halmazra

Diszkrét valésziniiségi valtozé: R(X) értékhalmaza
megszamlalhatd, és ekkor az eloszlas olyan (x;, p;) parok sorozata,
ahol x; az R(X) értékhalmaz egy felsorolasa, p; = P(X = x;).

Valésziniiségi vektorvaltozé (v.v.v.): p darab v.v. vektora
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Valészinliségszamitasi alapok

Eloszlasfiiggvény: X p-dimenzids v.v.v. esetén

F(x) = F(x1,...,%p) = P(w|X1(w) < x1,...,Xp(w) < xp).

Siiriiségfiiggvény: ha F(x) folytonos a Lebesgue-mértékre, akkor
létezik, és

F(x) = F'(x), F(x):/X F(t)dt, F(x) >0, /OO F(t)dt = 1.

—00 — 00

Varhato érték: diszkrét v.v. esetén
EX = inpi7
i
ha a sor abszolit konvergens, mig folytonos esetben

EX = /Q X(w)dP(w) = /]R x dF(x) = /R xF(x)dx
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Valészinliségszamitasi alapok

Momentumok: E(X*) a k-dik momentum, u, = E(X — EX)X,
k € N, a k-adik centralis momentum. Specialisan

o yp = 02 = Var(X) a szérasnégyzet

o u3/03 az aszimmetria mértéke (skewness)

o yg/0* a cslicsossag és farok-eloszlas mértéke (kurtosis)

A magasabb momentumok létezésébdl kovetkezik az alacsonyabb
momentumok létezése, a megforditis viszont nem igaz.

Fiiggetlenség: X és Y fliggetlenek, ha VA, B Borel-halmazra
P(X €AY € B)=P(X € A)P(Y € B).

Speciélisan
F(x,y) = Fx(x)Fy(y).
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Ekkor E(XY) =EX-EY, és Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).
Feltételes valoszinliség:

P(AB)

PAIB) = “prgs

Kovariancia, korrelacio:
Cov(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)].

Specidlisan Cov(X, X) = Var(X). A két valtozé kozotti kapcsolat
erosségét méri, de szamszerl értéke fligg a valtozok értékeinek
nagysagrendjétol.

@ szimmetrikus, bilinearis fiiggvény
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Valészinliségszamitasi alapok

Ezt a problémat kiiszoboli ki a korrelaciés egyiitthato:

Cov(X,Y)

/ Var(X)Var(Y)

Ismeretes, hogy |R(X,Y)| <1, és ugyancsak a két valtozé kozotti
linedris kapcsolat er0sségét méri:

R(X,Y) =

@ ha R = +1, akkor majdnem linearis a kapcsolat a valtozdk
kozt

@ ha R ~ 0, akkor nemlinearis a kapcsolat a valtozék kozt

Fiiggetlen v.v-k korrelalatlanok (azaz R(X,Y) =0), de ez
visszafelé nem igaz.
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Mi a statisztika?

@ "A statisztika a matematika azon aga, melynek alapfeladata
az, hogy a politikus kezébe olyan eszkozt adjon, mellyel
tetszOleges allitds és annak ellentéte is tudomanyos alapon
igazolhatd." (ismeretlen forras)

@ A statisztika a vildg szamszeriisithetd tényeinek szisztematikus
Osszegylijtésével és elemzésével foglalkozé tudomanyos
modszer és gyakorlat.

Feladat, cél: a tapasztalati adatokbdl az informacidk kinyerése,
statisztikai torvényszerliségek feltarasa, kovetkeztetések levonasa és
felhasznalasa. Modellépités, paraméterbecslés, kovetkeztetések,
hipotézisek vizsgalata.
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Alapfogalmak

Kiindulé pont: (2, F,P) statisztikai mezd, ahol a P mértékesalad
olyan P eloszlasokbél all, melyekkel (2, F, P) valészinliségi mezd.
A probléma éppen a megfelel6 eloszlas kivalasztasa valamilyen

P ={Ps:0c O}, ©CR¥ paraméteres csaladbdl.

Vizsgalédas targya: X v.v., pl. testmagassag, melynek pontos P
eloszlasat nem ismerjiik, csak annyit tudunk, hogy P € P.
Cél: paraméterbecslés, hipotézis-vizsgalat

Eszkoz: a statisztikai minta, mely valamilyen véletlen mennyiségre
vonatkozé véges szamu fiiggetlen megfigyelés (lehetséges)
eredménye, azaz véges sok fliggetlen, azonos eloszlasu v.v.

Realizacié: egy konkrét kimenetel, T(X) = T(Xi,...,X,) a
statisztika, ahol T mérheto fliggvény.
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Alapfogalmak

Alapstatisztikak: kiindulé tajékozédas az Xi, ..., X, mintardl

1l
o Mintadtlag: X = fZX,-
n
i=1

1 <& — — =
o Tapasztalati szérasnégyzet: S% = = Z(X,- —X)?=X2 - X’
i=1
o Korrigdlt tapasztalati szérasnégyzet:
1 < —
5*2 _ X — X 2
n—1 ;( ’ )
X - y/n
e Mintaatlag standardizalt hib3ja: S:f
18 =
o k-dik tapasztalati centralis momentum: M = = Z(X; — X)k
n“
i=1

1. eléadas - Okonometria Bevezetés, tudnivalék



Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Alapfogalmak
5
o Ferdeség (szimmetria): W
. Mz
(*] Lapultsag: (,\42‘:)72_3
e Tapasztalati kovariancia: (X, Y;), i=1,...,n, 2-dim i.i.d.
minta,
1 n
C=- Xi— X)(Y;i— Y XiYi— XY
. ,;( X)( ;

o Tapasztalati korrelaciés egyiitthaté:

e
~ SxSy’

ahol Sx és Sy a komponensek tapasztalati szérasai.

1. eléadas - Okonometria Bevezetés, tudnivalék



Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Feladat

Feladat: a 0 paramétert vagy annak valamilyen W(0) fiiggvényét
szeretnénk becsiilni az X = (Xi,...,X,) i.i.d. minta alapjan
konstrualt 0, = Tn(X) (avagy W(f,) = T,(X)) statisztika
segitségével. O lesz majd a paraméter avagy megfelel
fliggvényének becslése.

Az olyan becsléseket, amelyek megadott paraméterek becslését
adjak, paraméter- (vagy pont)-becsléseknek nevezziik.

A becslés jésaganak mérése: a valodi paraméter koriili
ingadozas és a sztochasztikus konvergencia segitségével torténik.
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Alapfogalmak roviden

Torzitatlansag: V(f,) = T,(X) torzitatlan becslés W(f)-ra, ha
E(W(0,) = v(h), VOeoO.

Pl.: az atlag mindig torzitatlan becslése a varhaté értéknek, ha ez

véges.

Aszimpotitkus torzitatlansag: a T,(X) statisztika-sorozat
aszimptotikusan torzitatlan becslése W(6)-nak, ha

(
lim E(V(d,)) = W), V0eo.

n—oo

Pl.: szérasnégyzetre a tapasztalati szérasnégyzet. (A korrigélt
valtozat torzitatlan is!)
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Alapfogalmak roviden

Konzisztencia: W(0,) = T,(X) konzisztens becslés W(f)-ra, ha
V(6,) — 0, n — oo sztochasztikusan, azaz barmely £ > 0 esetén

P(W(d,) — V()| >¢) -0, n— oo, VHeO.

S

Er6s konzisztencia: V(6,) = T,(X) erésen konzisztens becslés
W(6)-ra, ha konzisztens és szdrasa nulldhoz tart n — oo esetén.

Pl.: X konzisztens és erdsen is konzisztens becslése a varhaté
értéknek, és ez persze nem mas, mint a nagy szamok eros és
gyenge torvénye.

Hatasossag: Ha T; és T) torzitatlan becslések W(6)-ra, akkor Ty
hatasosabb, mint T, ha

D3(Ty) < D3(T;), V0 e®O.

Egy becslés hatasos, ha minden mas becslésnél hatasosabb.

1. eléadas - Okonometria Bevezetés, tudnivalék



Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Becslési elvek

Maximume-likelihood becslés: az ismeretlen V() paraméter

A

becsléseként azt a W(0,) értéket vessziik, amely mellett az
X1, ...,Xp Minta valdsziniisége a legnagyobb.

@ Diszkrét esetben: az

Lg(Xl, coc ,X,,) = pg(Xl) © 500 © pg(Xn)

likelihood-fiiggvény maximumat keressiik.

@ Folytonos esetben: az

Lo(x1,...,xn) = fo(x1) - ... fo(xn)

likelihood-fiiggvény maximumat keressiik, ahol f a megfeleld
stirtiségfiiggvény.
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Becslési elvek

Ha 0 a 6 paraméter maximum-likelihood becslése, akkor a W(f)
maximum-likelihood becslése éppen W (0).

Amivel most nem foglalkozunk:
@ momentumok mddszere

o legkisebb négyzetek médszere - ezt majd a regresszional
targyaljuk részletesen
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Legyen paraméteriink egydimenzids, és L(x,0) a likelihood-fv.

“ sz

>0

1(0) = Eg [(aae log L(X, 9))2

mennyiséget hivjuk, ha derivalt létezik és a varhato érték véges.

Ha a fenti becslés torzitatlan és D3(T) < oo minden 6 € © esetén,
akkor
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Valésziniiségszamitasi alapok
Statisztika alapok

Konfidencia-intervallumok

A pontbecslések helyett térjiink most at az intervallum-becslésekre.

Legyen Xi,..., X, statisztikai minta a Py eloszlascsaladbdl. A 6
paraméterhez olyan ( Ty, T) véletlen hossziisagi intervallumot
kerestink, melyre

P(T1§¢9<T2)21—5,

ahol € > 0 kicsi. Itt T; és To maguk is v.v.-k, a minta valamilyen
fliggvényei. Ezt az intervallumot a 6 paraméterre vonatkozé
legalabb 1 — ¢ megbizhatdsagi szintii konfidencia-intervallumnak
nevezziik.
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Alapfogalmak

Tobbvaltozés statisztika Tobbdimenziés normalis eloszlas

Alapfogalmak: minta és adatmatrix

@ Legyen x = (x1,...,xp)T p-dimenzids valésziniiségi
vektorvaltozd, azaz olyan véletlen vektor, melynek minden
koordinata-valtozdja egy-egy 1-dimenzids valdsziniiségi
véltozé. Tegyiik fel, hogy adott n darab x!,...,x" € RP
fuggetlen realizacié. Ez a p-dimenziés n elemii i.i.d. minta.

@ Azt a p X n dimenziés matrixot, melynek oszlopai a
mintaelemek, adatmatrixnak nevezziik. A pontos jel6lés:

it x2 ...oXf
x3 X3 ... xF
X = : :
1 2 n
Xp Xp 2
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Alapfogalmak

Tobbvaltozés statisztika Tobbdimenziés normalis eloszlas

Alapfogalmak: varhaté érték vektor

o Tegyiik fel, hogy az X p-dimenzids valdszinliségi vektorvaltozd
minden komponensének létezik a varhaté értéke. Ekkor

p=(p1,...,1p)T =EX = (EXq,...,EXp)T

a v.v.v. varhato érték vektora.

@ n-elemii statisztikai minta esetén p mintdbdl valé becslése az
atlagvektor, mely a komponensek atlagainak vektora. Azaz

_ 1
K:* K,’
=

A becslés torzitatlan és erdsen konzisztens.
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Alapfogalmak

Tobbvaltozés statisztika Tobbdimenziés normalis eloszlas

Alapfogalmak: kovariancia matrix

@ Legyen az X p-dimenzids valdszintiségi vektorvaltozé olyan,
mely minden komponensének létezik a masodik momentuma.
A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség alapjan ekkor barmely két
komponense szorzatanak is létezik a varhato értéke, igy a
kovarianciajuk is. Az ezen értékekbdl felépitett matrix lesz X
kovariancia-matrixa, azaz

Y = (04)fj=1 = El(X = EX)(X = EX)T] = (cov(X;, X}))7j—1

@ X n-elemil mintabdl valé becslése a tapasztalati
kovariancia-matrix:
1 - -
Sp == (X~ X)(X; - X)"
i=1
A korrigdlt valtozat:
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Alapfogalmak

Tobbvaltozés statisztika Tobbdimenziés normalis eloszlas

Alapfogalmak: szimmetria és definitség

Mind S,, mind S; szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, azaz
° S,I:SnésS,fT:S,*;

P P
@ barmely a € RP esetén a'S5,a = Z Z a;jaj(Sn)ij >0 (Sp-ra
i=1j=1
hasonléan)

Ebbdl kovetkezik, hogy létezik Gn. spektralfelbontasuk, azaz

P
Sp=VAVT =3 xviv]

i=1
ahol A = diag(\1,...,\p) a sajatértékek diagonalis matrixa,
V = (vq,... ,Mp) a normalt sajatvektorok alkotta ortogonalis

matrix (azaz VVT = VTV = [). A sajatértékek a szimmetria miatt
valésak, a pozitiv szemidefinitség miatt pedig nemnegativak.
Ugyanez igaz S} esetén is.
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Alapfogalmak

Tobbvaltozés statisztika Tobbdimenziés normalis eloszlas

Tobbdimenziés standard normalis eloszlas

Definicio 2.
Legyenek &1, . .., &y figgetlen N(0,1) eloszldsi valésziniiségi
valtozok. Ekkor a & = (&1, ...,&p)T valdsziniiségi vektorvaltozot

p-dimenziés standard normalis eloszlasu v.v.v-nak nevezziik.
Jelslés: & ~ Np(0, Ipxp)-

e E¢ =0, hiszen E§; = 0 minden i =1,..., p esetén.

® Y¢ = lpxp, hiszen D?(§;) =1 minden i = 1,..., p esetén és
cov(&;, &) = 0 minden i # j esetén.

o Siiriiségfiiggvény:

fe(x) = (\ﬁlﬂ)p exp {—;XTX}

ahol x = (x1,...,Xp)T € RP.
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Alapfogalmak

Tobbvaltozés statisztika Tobbdimenziés normalis eloszlas

Tobbdimenzidés normalis eloszlas

Definicio 3.
Legyenek m € RP, A € RP*P és & ~ N(0, lpxp). Ekkor az

n = A€ + m valdsziniiségi vektorvaltozét p-dimenziés normalis
eloszlasi v.v.v-nak nevezziik. Jelélés: 1~ Np(m,%,).

o En=m.
@ Y, = AAT szimmetrikus pozitiv szemidefinit matrix.

e Ha X, invertalhato, akkor létezik siiriiségfliiggvény:

! 50— mE - m)

fo(y) = (m)p . (detzn)lﬁ exp{ 5

ahol y = (y1,...,¥p)T € RP.
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Alapfogalmak

Tobbvaltozés statisztika Tobbdimenziés normalis eloszlas

Forditott irany

A dolog visszafelé is miikédik, azaz ha n ~ N,(m, ¥,)) adott és ¥,
invertalhatd, akkor vegyiik a

T, = AAT

felbontast. Ez létezik, hiszen a spektralfelbontasbdl A = VAL/2
példaul j6 valasztas lenne. A baj az, hogy ez még nem lesz
egyértelmii felirds. Viszont, mivel ¥, szimmetrikus és pozitiv
definit (hiszen feltettiik, hogy invertalhaté), igy az A = VA/?
feliras mar egyértelmii. Ezt szokas 2717/2 jeloléssel is hasznalni.
Ekkor konnyen latszik, hogy a

£ =A"Y(n—m)

linedris transzformacié standard normalis eloszlasa valésziniiségi
vektorvaltozot eredményez.
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Alapfogalmak

Tobbvaltozés statisztika Tobbdimenziés normalis eloszlas

Szemléltetés: 2-dimenzid

A kétdimenziés standard normalis eloszlas stirliségfliggvényének
képe egy harang alaku feliilet, mely tulajdonképpen a haranggorbe
sajat tengelye koriili megforgatottja. A szintvonalak korok lesznek.
(Azaz fuggetlenek a komponensek és azonos szérasuak.)
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Alapfogalmak
Tobbdimenziés normalis eloszlas

Tobbvaltozds statisztika

Szemléltetés: 2-dimenzid

Nem standard esetben ennek eltorzitottjat kapjuk, melynek
szintvonalai ekkor ellipszisek lesznek, m kdézépponttal és v/A1, v/ A2
hosszlsaggal aranyos, vy, v, irdnyd tengelyekkel. Ezek az dn.
koncentracié ellipszisek, melyek azt mutatjak meg, hogy bellilrdl
kifelé haladva egyre kisebb valdszinliséggel esnek a pontok az
ellipszisekbe.
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Alapfogalmak
Tobbdimenziés normalis eloszlas

Tobbvaltozds statisztika

Szemléltetés: 3-dimenzid

Ebben az esetben a felliletet mar nem tudjuk felrajzolni, csak a
szintvonalakat: azon pontok, melyeken a siirliségfiiggvény azonos
értéket vesz fel, egy-egy ellipszoidon helyezkednek el. Ezek a
koncentracié ellipszoidok, m kézépponttal és v/A1, v A2, VA3
hosszlsaggal aranyos, v;, Vs, vz iranyl tengelyekkel. Olyan, mint
egy héjszerkezet, kozépen a legsiiriibb az anyag, kifelé pedig
folyamatosan ritkul.
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Alapfogalmak

Tobbvaltozés statisztika Tobbdimenziés normalis eloszlas

Paraméterbecslés: ML-mddszer

Legyen Xi,..., X, figgetlen minta az X € N,(m, C) vektorra, és
tegylk fel, hogy n > p.

Feladat: a paraméterek, azaz m és C becslése, feltéve, hogy C
pozitiv definit.

Eszk6z: maximum-likelihood (ML) becslés
Likelihood fiiggvény:
Lm,c(X1,- -, Xp) =

1 1
‘kH:l V2m)P - (detC)1/2 {_2(

- U(ldtc) P {—i > (X — m)TCH (X, —m)}
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Alapfogalmak

Tobbvaltozés statisztika Tobbdimenziés normalis eloszlas

Az ML-becslés tulajdonsagai

@ A varhato érték becslése torzitatlan, mig a kovariancia-matrix
becslése aszimptotikusan torzitatlan, a korrigalt valtozat
persze torzitatlan lesz.

@ A becsléseink konzisztensek és hatasosak.

@ Also korlat adhaté az

I(60) = ~E [(51 L (X)) (al L (X)ﬂ
nO—n9 891’1907 8011007
Fisher-informaciés matrix segitségével, a

DF(T) > In(60)"%, 6€0©

Cramér-Rao egyenlétlenség alapjan, ahol 6 és 6 az igazi és a
futé paramétervektorokat jelolik.
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