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Alapok

o Targya: véletlen jelenségek matematikai modelljeinek
vizsgéalata

@ Cél: olyan mérték bevezetése, mely a bizonytalansagot
numerikusan méri

o Véletlen eseményekkel fogunk foglalkozni, pl. érmedobas,
kockadobds, vizallas, stb...
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Alapfogalmak

Egy véletlen kisérlet kimeneteit elemi eseményeknek (w), ezek
Osszességét pedig eseménytérnek (Q2) nevezziik.

| A

Definicio 2.

Legyen €2 részhalmazainak egy F gyiijteménye olyan, melyre
(i) A, B € F esetén AN B € F (egyiittes bekévetkezés)
(i) A,B € F esetén AU B € F (vagy-vagy)

(i) A€ F esetén A € F (komplementer esemény)

(iv) Q € F (biztos esemény)

Ekkor F elemeit eseményeknek, F-et magat pedig
eseményalgebranak nevezziik.

Vilagos, hogy (iii) és (iv) alapjan @ € F (lehetetlen esemény).
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Alapfogalmak

Definicié 3

N
.
N

Legyen hozzarendelve F minden A eleméhez egy olyan P(A) szam,
melyre

(i) 0<PA) <1
(i) P(Q) =1
(iii) P(UL1A)=X"1P(A), haAinAj=0,i#].
Ekkor P-t valosziniiségi mértéknek nevezziik, (Q, F, P) pedig az
un. valésziniiségi mezo.

Példa:
o Klasszikus valdsziniiségi mezé: ) véges, és az elemi
események egyenld valdsziniiségliek. Ekkor P(A) = |A|/|€].
o Geometriai valdsziniiségi mez8: Q C R?, melyen a
valészinliség egyenletesen oszlik el. Ekkor P(A) = t(A)/t(Q).
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Alapfogalmak

e P(0)=0
o P(A)=1-P(A)
e AC B esetén P(A) < P(B)

o P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Definicié 4.
Tegyiik fel, hogy A és B tetszéleges események, és P(B) # 0.
Ekkor

P(AN B)

P(AIB) = ~ 553

az un. feltételes valdsziniiség.
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Alapfogalmak

Definici6 5.
A és B fiiggetlen események, ha P(AN B) = P(A) - P(B).

Ha P(A) # 0 # P(B), akkor A és B pontosan akkor fiiggetlenek,
ha P(A) = P(A|B) és P(B) = P(B|A).

Definicio 6.

A és B egymast kizaré események, ha AN B = ().

Az A1, ..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha
paronként egymast kizaré események, és | J!_; A; = Q.
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Alapfogalmak

Tétel 3 (Teljes valosziniiség tétele).

Ha az Ay, ..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak,
akkor

P(B) = 2": P(B|A;)P(A)).

Tétel 4 (Bayes-tétel).

Ha az Ay, ..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak,
akkor

¥
| \

P(B|Ak)P(Ak)

PAB) = S p(BIA)P(A)
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VALOSZINUSEGI VALTOZOK
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Valészinliségi valtozo

Az ¢ : Q — R fiiggvényeket valbsziniiségi valtozénak (v.v.)
nevezziik.

Definicio 8.

| \

Az eloszlasfiiggvény egy minden valésziniiségi valtozora
értelmezhetd, azt jol jellemzé F¢ : R — R fiiggvény olyan, melyet
az

Fe(x) == P(§ <x)

egyenléség definial, ahol £ v.v., x pedig egy tetszlleges, rogzitett,
véletlentdl nem fiiggd érték.

A\
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Eloszlasfliiggvény tulajdonsagai

Tétel 5.
Minden & v.v. F¢ eloszlasfiiggvényére
(i) 0 < Fe <1 barmely x € R esetén
(ii) F¢ monoton névé fiiggvény
(iii) lim Fe(x)=0és Jim Fe(x) =1
)

X——00

(iv) Fe balrél folytonos fiiggvény (azaz Xli);n_o Fe(x) = Fe(a)
VaeR)

A tétel megforditdsa is igaz, azaz ha egy F fliggvény kielégiti a
fenti 4 tulajdonsdg mindegyikét, akkor létezik olyan £ v.v., melynek
F az eloszlasfiiggvénye.

Tehat ezek a tulajdonsagok karakterizaljak az eloszlasfiiggvénye-
ket.
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Definicio 9.

Az olyan véletlen mennyiséget, mely csak véges vagy
megszamlalhatéan végtelen sok kiilénbozé értéket vehet fel,
diszkrét v.v.-nak nevezziik.

Azaz egy diszkrét v.v. eloszlasa a
pk :=P=k), k=12,...

értékekkel definialhaté. Vilagos, hogy
0 0<p <1, k=1,2,...

o
° Zpkzl
k=1

@ maga az eloszlasfliiggvény |épcsos fliggvény lesz.
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Abszolit folytonos v.v.

Definicié 10.
Legyen § v.v. Ha létezik fc : R — R fiiggvény olyan, melyre
barmely | C R esetén

P(Eel) = // Adiabe

akkor & eloszldsat abszolit folytonosnak nevezziik, fe pedig £
stirtiségfiiggvénye lesz.

Tulajdonsagok:
@ 0 < f; barmely x € R esetén
[e.e]
° / fe(x)dx =1
o

o Fe(x) = P(£ € (—00,x)) = /XOO fe(y) dy, azaz Fé(x) = fe(x)

@ nem lesz feltétlenil folytonos fliggvény.
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Varhato érték és szoras

@ A gyakorlatban altaldban nincs elég mérésiink ahhoz, hogy az
eloszlas- és siirlirégfliggvényeket pontosan meghatarozzuk;

@ helyettiik elegend6 lesz az atlagos érték és az e koriili
ingadozas mértékének megadasa.

Definicié 11.
Ha £ diszkrét v.v. (x;, pi), i € N eloszldssal, akkor £ varhat6
értéke

o
E¢ =) xipi,
i=1

feltéve, hogy a fenti sor abszoliit konvergens.
Folytonos eloszlast v.v. esetén

Re= [ xfb0dx,

feltéve, hogy [ |x|fe(x)dx < oc.

Matematika M1 gépészmérnokoknek Valésziniiségszamitas




Varhato érték és széras
Tétel 6 (Tulajdonsagok).

a.) E(§+n)=E{+En
b.) E(a-§)=a-E{ aeR
c.) E(b) =b, habeR.

Definicié 12.
Ha E(£2) létezik, akkor a

D?(¢) = E[(¢ — E£)?]

mennyiséget & szérasnégyzetének nevezziik.

| A

Tétel 7 (Tulajdonsagok).

a.) D?(¢) = E(£%) — E*(¢)
b)) D?(a-£+b)=a?-D*(&), a,beR

Matematika M1 gépészmérnokoknek Valésziniiségszamitas



VALOSZINUSEGI VEKTORVALTOZOK

Matematika M1 gépészmérnokokne



Valosziniliségi vektorvaltozok

Mi most sepcialisan csak a 2-dimenzids esettel foglalkozunk!

Definicié 13.

Legyen (757) : Q — R? egy fiiggvény. Ha & és n mindketten v.v.-k,
akkor (f])—t 2-dimenziés valésziniiségi vektorvaltozonak
nevezziik.

Ha Oket egyszerre szeretnénk vizsgalni, akkor a k6zos eloszlasukra
lesz sziikségiink.

Definicié 14 (diszkrét eset).

Ha & és 1 mindketten diszkrét eloszlasiiak {x;} és {y;} értékekkel,
akkor egyiittes eloszlasukon a

pij = P(& = xi ésn = yj)

sorozatot értjiik, i,j € N.
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Valosziniliségi vektorvaltozok

Definicié 15 (folytonos eset).

(g) abszoliit folytonos eloszldsti vektorvaltozé, ha létezik olyan
f:R%2 — R, fiiggvény, melyre az

/I/J f(fﬂi)(xv)/)dydx = P((f’n) clx J)

integral értelmes barmely | x J téglalapra. Az f fiiggvényt ekkor &
és n) egyiittes siriiségfiiggvényének nevezziik.

e >0

f x,y)dydx =1
/R/R(g,n)( y)dy
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Peremeloszlasok

Kérdés: Visszanyerhet6-e az egylittes eloszlasbél £ s 7 egyenkénti
eloszlasa? A valasz igen, ezek lesznek az (n. peremeloszlasok.

a.) Diszkrét eset:

pi.=PE=x)= Y P(E=x,n=y;) =Y pj
j J
P(n =) ZP §=xm =)= pi

b.) Folytonos eset:

ugyanis

P e = [fldx=PEclneR) = [ [ feptaydydx,
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Flggetlen v.v.-k

Definicio 16.

& és n fliggetlenek, ha
a.) diszkrét esetben pjj = p;. - r.j barmely i,j pérra

b.) folytonos esetben fi¢ \(x,y) = fe(x) - f;,(y) barmely
(x,y) € R? esetén.

Tétel 8.
Ha & és n fiiggetlenek, akkor

E(én) = E¢ - En

D*(¢ +n) = D*¢ + D?n,

feltéve, hogy a megfelelé varhaté értékek léteznek.
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Kovariancia

A kolcsonos viszony mérésének eszkozei

Definicio 17.

Ha E§2 és En2 léteznek, akkor a

cov(§,n) := E[(§ — E§)(n — En)]

mennyiséget £ és n kovarianciajanak nevezziik.

@ Ha & és 7 olyanok, hogy cov(&,n) = 0, akkor korrelalatlanok-
nak nevezziik Oket.

@ Ha & és n fliggetlenek, akkor korreldlatlanok is, de a megfordi-
tds mar nem igaz!

o Bilineéris fiiggvény, tovabba cov(¢, &) = D3¢
e |cov(&,n)| < DE - Dn barmely &, v.v.-k esetén. (CSB <)

Probléma: nagysaga fligg a mértékegység megvalasztasatol!
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Korrelacid

Definicio 18.

Ha E€? és En? léteznek, akkor a

cov(§,n)

corr(§,n) = DE- Dy

mennyiséget £ és 1 korrelaciéjanak nevezziik.

e |corr(&,n)| <1

e Ha & és n fuggetlenek, akkor corr(§,n) = 0, de ez sem
fordithaté meg.

e corr(&,n) = 1 pontosan akkor, ha létezik a # 0 és b € R

olyanok, hogy
P(n=a¢+ b) = 1.
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NEVEZETES ELOSZLASOK

Matematika M1 gépészmérnokokne



Diszkrét eloszlasok

Definicié 19.
¢ (n, p) paraméterii binomialis eloszlasd v.v., ha lehetséges
értékei a k = 1,2,...,n szamok, eloszlasa pedig

n
pk =P =k) = <k>pk(1—p)”‘k, k=0,1,2,...,n.

@ ugyanazt a kisérletet n-szer egymastdl fiiggetleniil elvégezve a
sikerek (£) szdmanak eloszlasat vizsgalja, ahol p a siker
egyszeri bekdvetkezésének valdszinlisége (pl. selejtek vagy
meghibasodéasok szdma)

@ konnyen ellendrizhetd, hogy >, px = 1, azaz tényleg eloszlast
definial

o E¢ = np, D¢ = \/np(1—p)
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Diszkrét eloszlasok

Definicié 20.

Legyen \ > 0 rogzitett. Azn v.v. A\-paraméterii Poisson
eloszlasu v.v., ha értéke tetszbleges k € N lehet, eloszlasa pedig

Ay
pk:P(gzk):Fe , k=0,1,2,....

@ pl. sajtohibak, beérkezo telefonhivasok, balesetek szama

@ sok, egymastdl fiiggetlen, egyenként kis valdsziniiségli
esemény bekovetkezésének eloszlasa

@ koénnyen ellendrizhetd, hogy >, px = 1, azaz tényleg eloszlast
definial

e En=\ Dnp=+vX
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Diszkrét eloszlasok

Tétel 9.
Ha np = A > 0 konstans és 0 < k < n régzitett, akkor

n _ M
<k>pk(1_p)n g —?n—o0 ﬂe /\7

azaz ha n elég nagy, akkor a binomidlis eloszlas kozelithet6 a
Poisson eloszlassal.
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Folytonos eloszlasok

Definicio 21.

Legyenek a < b valés paraméterek. A £ v.v. az |a, b] intervallumon
egyenletes eloszlasu, ha siiriiségfiiggvénye

L haa<x<b
— b—a = & =
fx) { 0  egyébként.

Eloszlasfliggvénye:

N 0 ha x < a
Foo= [ floyde=4 52 haa<x<b
1 ha x > b.
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Folytonos eloszlasok

Definicié 22.
Legyen X\ > 0 rogzitett. Az n v.v. \-paraméterii exponencialis
eloszlasa v.v., ha sliriiségfiiggvénye

0 hax <0
flx) = { Ae ™ hax>0.

Eloszlasfliiggvénye:

Tovabba

Valésziniiségszamitas
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Folytonos eloszlasok

@ pl. élettartamok, varakozasi idok esetén hasznaljuk

@ igaz ra az un. Orokifja tulajdonsdg, azaz az eloszlasnak nincs
memdridja, a tovabbi varakozasi igényeket nem befolyasolja
az, hogy addig mennyit vartunk:

Ply<&<x+y)
P(y<¢)

P <x+yl>y)=

F(x+y) F(y)

— ——
1 — e Axty) —(1- e_)‘y) e*)‘y(l - efAX)

e—)\y e\

Matematika M1 gépészmérnokoknek Valésziniiségszamitas



Folytonos eloszlasok

Definicio 23.

A £ v.v. standard normalis eloszlasu, ha siiriiségfiiggvénye

[y
N

X

-

@ A természetben és a miiszaki életben leggyakrabban el6forduld
eloszlas.

o Eloszlasfiiggvényére nincs explicit formula, értékeit tablazatos
formé&ban, numerikusan adjdk meg. A siirliségfliggvény
parossaga miatt konnyne lathatd, hogy

d(x) =1— P(—x).

e E€=0¢és D¢ =1
o Jeldlés: &€ ~ N(0,1)
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Folytonos eloszlasok

Definicio 24.

Az n v.v. m varhatd értékii és o szérasi normalis eloszlast
koévet, ha siirliségfiiggvénye

Jelolés: & ~ N(m, o). Vilagos, hogy E{ = m és D¢ = 0.
Ha £ ~ N(0, 1), akkor
o€ +m =1 ~ N(m,0)
és ha & ~ N(m, o), akkor
E—m
o
Ha & ~ N(my,01) és n ~ N(my,02), akkor

E4+n~ N(m1+m2,\/0%+05)

(]

=n-~ N(Oal)
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A TRAGACS személyauté csomagtartdja szabvany szerint 70 cm
széles, a REMALOM gyerekagyakat pedig lapra szerelve,
szabvanyosan 65 cm széles csomagban aruljak. Valéjaban mindkét
szélesség normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd, a csomagtartd
esetében 3, a lapra szerelt csomag esetében 4 cm széréssal (a két
szélesség fiiggetlennek tekinthetd). Veszek egy REMALOM
gyerekagyat, és szeretném a TRAGACSom-mal hazavinni. Mi a
valdszintisége annak, hogy bele fog férni a csomagtartéba?
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A NAGY SZAMOK TORVENYE ES
A CENTRALIS HATARELOSZLAS TETEL
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Bevezeto

A mérnoki gyakorlatban is fontos feladat olyan mennyiségek
ingadozasanak pontos mérése, melyek sok, egymasra rakodo, és
egymastol fiiggetlennek tekinthetd véletlen jelenség hatédsara
alakulnak ki. Az ilyen ingadozasokat szeretnénk megérteni és
becstilni.

Bevezetésiil két olyan egyenldtlenséget tekintiink, melyek v.v.-k
ingadozasait altalaban jellemzik.

Tétel 10 (Markov-egyenlotlenség).

Legyen & egy nemnegativ v.v. (azaz P({ < 0) =0). Ekkor
tetszbleges a > 0 szamra

Azaz kicsi annak a valészinlisége, hogy egy pozitiv véletlen
mennyiség a varhat6 értékénél lényegesen nagyobb legyen.
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Bevezeto

Tétel 11 (Csebisev-egyenlotlenség).

Legyen & olyan v.v., melyre E€ = m és D§ = o véges. Ekkor
tetszbleges € > 0 esetén

N

P —ml > e) < %

Azaz a véletlen mennyiségek a varhato értékiik korul ingadoznak, a
szérasnal lényegesen nagyobb kilengések azonban csak kis
valészintiséggel fordulnak el6.
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Nagy szamok torvénye - NSZT

Feladat: végezziik el ugyanazt a kisérletet egymastdl fliggetleniil
n-szer. Jeloljik X-szel az adott kisérlet szempontjabdl a "sikerek"
szamat, ezek bekovetkezési valésziniiségét pedig jeldlje p. (PI.
érmedobas, kockadobas, selejtek szdma, sb...) A cél éppen p
becslése a mintavétel segitségével.

Persze tudjuk, hogy X binomialis eloszlas, igy varhatd értéke és
szbrasa szamunkra ismert lehetne, ha tudnank p értékét. Ennek
becslésére tekintsiik az X/n mutatét, azaz a sikerek aranyat. Azt
varjuk, hogy ha n elég nagy, akkor ez p értékét, az egyedi
kisérletben a siker esélyét jél fogja kozeliteni.

AlapvetGen ezt a sejtést formalizdlja a Nagy Szamok Torvénye.
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NSZT

Tétel 12 (Nagy szamok gyenge torvénye - Bernoulli-féle

torvény).

Legyen 6 > 0 tetszbleges régzitett szam. Ekkor

A
Bizonyitas: Legyen ¢ = nd, és alkalmazzuk a Csebisev-egyenl|6t-
lenséget. Ekkor EX = np és D?>X = np(1 — p) felhasznalasaval

X
n—p’Zd)—>0, ha n— oo.

X D?X
P(’n—p‘25):P(|X—np|2n5)§,7262:

_np(1—p) p(l-p)

= T —0, ha n— oo
Azaz a kisérletek szamanak névelésével a sikerek ardnya egyre
pontosabban, egyre nagyobb valésziniiséggel kozeliti meg p-t.
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Egy fontos altalanositas

A fenti X v.v.-ra vonatkozé becsléseinket annak binomialis
eloszlasa alapjan kaptuk. Ez a feltétel azonban gyengithetd.

Ha &;, i € N fiiggetlen, azonos eloszlasi v.v-k olyanok, hogy
o2 = D?¢; véges, akkor barmely § > 0 rogzitett szam esetén

P<”'_,71&—E§1‘25>—>0, ha n— .

Pl. kivancsiak vagyunk valamilyen mennyiség (pl.
szakit6szilardsag) tényleges értékére, amelyre azonban szdmos,
véletlennek tekinthet6 fluktuacié rakddik ra (pl. hémérsékletbdl
vagy paratartalombdl adédéan). Ha a mennyiséget sokszor
megmérjik, egymastél fiiggetlen mérésekkel, akkor a mért értékek
atlaga egyre pontosabban fogja kozeliteni a mennyiség tényleges
értékét.
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Centralis hatareloszlas tétel - CHT

A NSZT-nek fenti alakjai tgy is értelmezheték, mint hogy az n
fuggetlen mennyiség 0sszegeként kapott v.v.-bédl levonva a varhatd
értékét, majd ezt elosztva a szérasnal [ényegesen nagyobb n-nel, a
véletlen fluktuaciok kiskalazédnak a véletlen mennyiségbdl. Mi
torténne akkor, ha n helyett a ov/n mennyiséggel osztanank?

Tétel 14 (Centralis hatareloszlas tétel).

Ha &;, i € N fiiggetlen, azonos eloszlast v.v-k olyanok, hogy
E¢ = m és 02 = D?¢; véges, akkor barmely x € R esetén

P<i_1&\/ﬁ_mn<x>—>P(n<x), ha n— oo,
o

ahol n ~ N(0,1). Azaz Y7 1 & ~ N(nm,o+/n).

Lényegesen jobb becslést ad, mint a NSZT, kevesebb mintavétel is
elegend6 ugyanahhoz a pontossdghoz. A matematikai statisztika
legalapvetobb tétele.
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