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Adminisztrativ tigyek

Jelenléti kovetelmények
@ Az el6adas latogatasa nem kotelezo, de ajanlott.

o A gyakorlatok latogatasa kotelezo, jelenlét ellendrzés
mindig lesz. Legfeljebb a gyakorlatok 30%-arél lehet
hianyozni, mely esetiinkben 3 alkalmat jelent a félév soran.

@ Minden jelenlét és eredmény kozzé lesz téve a honlapon.
@ A gyakorlatok kozt nincs "vandorlas' a termek

befogaddoképességének végessége, valamint a répzh-k normalis
lebonyolitasanak érdekében.

@ Azaz gyakorlati csoport valtas csak cserével lehetséges! Errdl
minden esetben tdjékoztassak mindkét gyakorlati csoport
vezetojét!
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Szamonkérések

A targy félévkozi jegyes. A félévkozi jegy a szorgalmi idészakban
megtartott szamonkérések eredményébdl alakul ki.

Ropzarthelyik

o kéthetente a gyakorlatok elején, kb. 10 perc
idétartamban. Anyaga mindig az el6z6 ropzarthelyi 6ta
kiadott elméleti és gyakorlati anyag. Ezek mindig
megtalalhatéak lesznek a honlapon.

@ 7 db ropzarthelyi lesz 6sszesen, ebbdl az 5 legjobb
eredményét vesszik figyelembe. Emiatt - a TVSz-nek
megfeleléen - nincs potlasi vagy javitasi lehetOség.

@ Minden ropzh egy elméleti és egy gyakorlati kérdésbal all,
Osszesen 5 pontért.
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Szamonkérések

Zarthelyik
@ Terv szerint a 8. és a 14. héten irjuk a nagy-zarthelyiket, az
eléadas idopontjaban, melyeken csak feladatmegoldas
szerepel majd. Helyszinek még fliggében.
@ Mindkét zarthelyin kilon-kilon el kell érni a 40%-o0s
minimum- szintet a legalabb elégséges félévkozi jegy
megszerzéséhez.

@ Javitas és pétlas - a TVSz-nek megfeleléen - varhatéan a 15.
(pétlési) héten lesz.

Osztalyozas: A zirthelyik eredményébdl szazalékatlagot
szamolunk az

100 - (rzh/25 + zh1/50 + zh2/50)
a 3

Sz

képlettel, utana a jegy kialakitdsa mar a szokdsos médon torténik.

Matematika M1 gépészmérnokoknek Bevezetés, tudnivalék, Komplex fiiggvénytan



Egyebek, tematika

@ A félév soran varhatéan lesznek beadhaté szorgalmi hazi
feladatok is, ezekrdl idoben tajékoztatok majd mindenkit.
Pontszadmuk sikeres nagy-zh eredményhez adédik majd hozza.

o A fentiekkel kapcsolatban minden tovabbi részlet
megtalalhaté a targykovetelményekben a honlapon.

Tematika

o Komplex fiiggvénytan

@ Approximacié-elmélet

@ Laplace transzformacié és alkalmazasa

o Valoészinliségszamitas
Az el6adasok és gyakorlatok tematikajanak heti bontasa
megtalalhat6é a honlapon.
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KOMPLEX FUGGVENYTAN
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Komplex fliggvények bevezetése

El6zmények: komplex szamok, szamsik - ezekrdl tanultunk
koradbban, most ezt fogjuk kibdviteni, folytatni.

Definici6 1.

Az M halmazt komplex elemii halmaznak nevezziik, ha elemei
komplex szamok, azaz ha z € M, akkor z = x + iy, ahol x,y € R,
i pedig a képzetes egység.

Definicio 2.

Egy fliggvényt akkor nevezziink komplex valtozos fiiggvénynek,
ha mind az értelmezési tartomanya, mind pedig az értékkészlete
komplex elemii halmaz. Jelélés: w = f(z), ahol z,w € C.
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Kanonikus alak

Ha z = x + iy és w = u + iv alakd, akkor kénnyen lathaté, hogy
w=f(z) = f(x +iy) = u(x,y) + iv(x, y)

alakban irhat6, amit a komplex fliggvény (n. kanonikus alakjanak

neveziink.

Azaz minden komplex fiiggvény ekvivalens egy (u(x,y), v(x,y)),
kétvdltozds valos fiiggvényekbdl allo fliggvényrendszerrel.

Példaul:

f(z) =22 =(x+iy)> =x>—y>+i- 2xy .
—_— —~

u(x,y) v(x,y)
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Kornyezet, torlédasi pont

Definicio 3.

A zo komplex szam p > 0 sugari K, , kornyezete mindazon z
komplex szamok halmaza, melyek zy-tdl valé tavolsaga p-nal
kisebb, azaz

Kpp={z€C:|z—2z| < p}.

| A

Definicié 4.

A zg komplex szamot az M halmaz torlédasi pontjanak nevezziik,
ha barmely p > 0 esetén a K, , kérnyezet az M halmaz végtelen
sok elemét tartalmazza.
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Hatarérték

Definicio 5.
Legyen zy az f : D — C, D C C komplex fiiggvény értelmezési
tartomanyanak torlédasi pontja. Ekkor

lim f(z) = H,

z—2Zg

ha barmely ¢ > 0 esetén létezik olyan p(¢) > 0, hogy barmely
z € (Ky,pe)\{20}) N D esetén |f(z) — H| <e.

20,p

Minden olyan allitas, ami igaz volt valésban, igaz lesz most is, azaz
kimondhaté a Cauchy-kritérium és érvényben van a miiveletek tétel
is, kiegészitve a konjugdltra vonatkozé allitassal, miszerint ha

lim f(z)=H, = lim f(z) = H.

zZ—2Z) zZ—2Z)
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Hatarérték

Tétel 1.
Egy

w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y)

komplex fiiggvénynek a zy = xo + iyo helyen akkor és csak akkor
létezik hatarértéke, ha az u = u(x,y) és v = v(x,y)
fiiggvényeknek véges hatarértéke van az (xo, yo) helyen, azaz

lim ulx,y)=U és lim v(ix,y) = V.
) oy ) ) oy )

Ekkor az is igaz, hogy

R(lim f(z))=U és S(lim f(z))=V.

zZ—2Z zZ—2Z)
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Folytonossag

Definicio 6.

Az f(z) komplex fiiggvény a z, helyen folytonos, ha ott

értelmezve van, z — zy mellett van véges hatarértéke, és ez

megegyezik a fliggvény zp-beli helyettesitési értékével. Azaz
le_)n;0 f(z) = f(z).

Ha f folytonos egy halmaz minden pontjaban, akkor folytonos a
halmazon.

A miveletek tétel itt is érvényben marad, kiegészitve a konjugaltra
vonatkozdé allitassal.

Az f komplex fiiggvény pontosan akkor folytonos zy-ban, ha az u
és v fliggvények folytonosak (xo, yo)-ban.
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Differencialhatésag

N
.
N

Definicié 7
Az f(z) komplex fiiggvény a z, helyen differencialhaté, ha az
df f(z) — f(20)

= T (2) = )
f(20) = —(20) = Jlim ——— 2

hatarérték létezik.

v

A differencialhatésag most is maga utan vonja a folytonossagot, de
forditva ez nem igaz.

Definicié 8.

Ha f differencialhaté egy M halmaz minden pontjaban, akkor f
differencialhaté a halmazon. Ekkor f regularis, analitikus, avagy
holomorf a halmazon.
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Differencialhatésag

A differencialasi szabalyok és az elemi fliggvények derivaltjai
érvényben maradnak.
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Differencialhatésag

A differencialasi szabalyok és az elemi fliggvények derivaltjai
érvényben maradnak.

Kérdés: mi a kapcsolat f differencidlhatésaga, valamint az u és v
fuggvények kozott?
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Differencialhatésag

A differencialasi szabalyok és az elemi fliggvények derivaltjai
érvényben maradnak.

Kérdés: mi a kapcsolat f differencidlhatésaga, valamint az u és v
fuggvények kozott?

Tétel 3.

Ha f differencialhaté zg-ban, akkor az u és v fliggvények parcialisan
differencialhatéak az (xo, yo) pontban, tovabba érvényesek az

uy (X0, Y0) = v (x0, ¥0)

_U;/(XOaYO) = >/<(X0>YO)

Cauchy-Riemann egyenletek.

Azaz sziikséges feltételt kaptunk f zp-beli differencidlhatésagara,
azonban a feltétel ebben a formaban még nem elégséges!

Matematika M1 gépészmérnokoknek Bevezetés, tudnivalék, Komplex fiiggvénytan



Differencialhatésag

Az f fiiggvény pontosan akkor differencialhaté zp-ban, ha az u és
v fiiggvények totdlisan differencidlhatéak az (xo, yo) pontban,
tovabba teljesiilnek a Cauchy-Riemann egyenletek. Ekkor

f'(z) = U (x,y) + iVi(x,y) = vy (x,y) — i, (x, y).

Emlékezziink arra, hogy ha a parcialis derivaltak |éteznek és
folytonosak, akkor fliggvénylink totalisan differencialhaté is.

A magasabbrendii derivaltak fogalma analég a valdésban
latottakkal.
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Harmonikus fliggvények

Definicio 9.
Egy kétszer folytonosan diffhaté g(x,y) fiiggvényt harmonikus
fliggvénynek neveziink, ha kielégiti a Laplace egyenletet, azaz

Ag = g (x,y) + gy, (x,y) =0

minden (x,y) € R? esetén.

A kovetkezo allitas a Cauchy-Riemann egyenletek kozvetlen
kovetkezménye.

Ha az f(z) = u(x,y) + iv(x, y) komplex fiiggvény az M halmazon
legalabb kétszer folytonosan differencialhato, akkor u és v
harmonikus fliggvények.
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Harmonikus tars

Definicié 10.

Az u és v kétvaltozos valos fiiggvényeket egymds harmonikus
tarsainak nevezziik, ha létezik olyan f(z) analitikus figgvény,
melyre R(f(z2)) = u(x,y) é 3(f(z2)) = v(x,y).

Egyszeresen osszefiiggd T tartomanyban a regularis (analitikus)
komplex fliggvények, valamint a divergencia- és rotaciomentes
sikbeli vektorfiiggvények bizonyos vonatkozasban azonos
tulajdonsagokkal rendelkeznek.

Ez a tulajdonsag pedig nem mas, mint a komplex potencial
fogalma.
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Komplex potencidl

Definicié 11.

Legyen a p(x,y) = pi(x,y)i + p2(x,y)j sikbeli vektormezé az
egyszere5<;7 Osszefiiggé D tartoma’nyonifo/ytonosan
differencialhaté. Az f(z) = u(x,y) + iv(x,y) kétszer folytonosan
differencialhaté komplex fliggvényt a D tartomanyon a p
vektormezé komplex potencialjinak nevezziik, ha barmely
(x,y) € D esetén

grad u(x,y) = p(x,y),

vagyis
u;(X’y):pl(X’y)v u;,(x,y):pz(x,y),
azaz
p(x,y) = u (x,y)i+ u,(x,y)j.
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Komplex potencidl

Komplex potenciallal rendelkezé p sikbeli vektormezé orvény- és
forrasmentes, azaz rotaciéja és divergencidja egyarant zérus.

@ u(x,y) = c: ekvipotencialis vonalak

@ v(x,y) = k: er6- (vagy aram-) vonalak
Példaul, ha p egy sikbeli dramlas sebességvektora, akkor u(x,y) a
sebességpotencial, v(x, y) pedig az dramfiggvény.
Alkalmazas:

@ Osszenyomhatatlan kézeg sikaramlasanak leiraséra;

@ egyszerlien eldallithatdk és szuperpozicidval kombinalhaték
olyan dramképek, mint a parhuzamos aramlas, potencialos
orvény, a forras és nyeld, dipdlus, vagy a sarok koriili aramlas.

Matematika M1 gépészmérndkoknek Bevezetés, tudnivalék, Komplex fiiggvénytan



Komplex potencial alkalmazasa - példa

Dip6lus, orvény és parhuzamos aramlas szuperpozicidja

Helyezziink el a komplex szamsik origdjdba egy v = 1 erosségli
dipdlust és egy [ = 1 erbsségli 6rvényt, és szuperponaljunk ezekre
egy V =1 sebességii parhuzamos aramlast. Mi lesz az
aramfliggvény az origd koriili egységkoron?
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Komplex potencial alkalmazasa - példa

Dip6lus, orvény és parhuzamos aramlas szuperpozicidja

Helyezziink el a komplex szamsik origdjdba egy v = 1 erosségli
dipdlust és egy [ = 1 erbsségli 6rvényt, és szuperponaljunk ezekre
egy V =1 sebességii parhuzamos aramlast. Mi lesz az
aramfliggvény az origd koriili egységkoron?

Megoldas: Az ered6 komplex potencial

1 j | ]
f2)=w= - +=224 &bz,
z 27 ——
il ey parhuzamos dramlas
Ekkor 1 )
— 1
fllz)= 5 +-—+1
(2) z2 + 2wz *
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Komplex potencial alkalmazasa - példa

A Cauchy-Riemann egyenletek alapjan tehat azt kapjuk, hogy
-1 i

/ _ - T ) ./
f(z)* 22 +27TZ+1 Vy(Xay)+lvx(Xay)7
azaz ) )
/ y- =X y
= 1
vy (X, ¥) 02+ y2)? T 21(x2 + y?) +
2xy X
/ _
Vi(x,y) = (x2 + y2)2 + 2n(x2 + y?)’

Tehat az aramfiiggvény

—y log \/x2 + y?
+ +y

x2 4 y? 27

V(X7y) =
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Komplex potencial alkalmazasa - példa

Ha az origd korili egységkoron vagyunk, akkor
x=cos¢p és y=sing, ¢ €]0,2n]

tehat

v(cos ¢, sin ¢) = — slin ¢ o Ioif

azaz az egységkor aramvonal, és rajta az aramfiiggvény allandé.

+sin¢ = 0,
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ELEMI FUGGVENYEK
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Néhany elemi komplex valtozés fliggvény

Definicié 12.

Az Euler formula alapjan

e = Y = e¥e¥ = e*(cosy + isiny)

@ az egész szamsikon differencidlhaté és derivaltja e?;

@ a 0 értéket sehol sem veszi fel, hiszen ¥ > 0 barmely x € R
esetén;
0 AT — pZlg2

Definicié szerint

hz=——— é chz=
shz > és chz
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Néhany elemi komplex valtozés fliggvény

Az Euler formula kovetkezményeként konnyen lathatd, hogy

i} —i¢
cos p = ete” =chi¢p
2
és ” i
sin ¢ = i = —ishig,
2i

hiszen e~¢ = cos ¢ — i sin ¢.

Komplex valtozés exponencialis fiiggvény periodikus, és periédusa
2im, azaz

e = e#t2mk e C, keN.
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Néhany elemi komplex valtozés fliggvény

Azaz inverze csak bizonyos megszoritasokkal értelmezhet6.

Definicié 13.

Az e* fiiggvény S = {z : —m < J(z) < w} tartomanyra valé
lesziikitésének inverz fliggvényét logaritmus fiiggvénynek
nevezziik.

Tétel 8.
Az log z = log(x + iy) = log(r(cos ¢+ isin ¢)) fiiggvény valds része

u(x,y) = logr =log\/x? + y2,

képzetes része pedig

v(x,y) = ¢ + 2km = arg z.
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Néhany elemi komplex valtozés fliggvény

Mivel az e* fliggvény a O értéket nem veszi fel, de minden mast
igen, igy a periodusa miatt akarhogyan jeldliink is ki egy 27
szélességll vizszintes sdvot a komplex szdmsikon, ebbe a

z=logr+i(¢+ 2km)

pontok koziil pontosan egy fog beleesni.

Tehat az e” fliggvény ezt a savot kdlcsonosen egyértelmiien képezi
le a teljes sikra, kivéve beldle a 0 pontot.

A (—im, im] sdvba es6 értékeket szoktdk a log w foértékének
nevezni.
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KOMPLEX VONALINTEGRAL
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Komplex vonalintegral

Definicié 14.

Legyen T C C tartomany, G egy rektifikalhaté (véges ivhosszil),
irdnyitott gérbedarab T-ben a és b kezd6- és végpontokkal, és
legyen g : [, B] — C a G gérbe egy paraméterezése. Legyen

f: T — C folytonos fiiggvény.

Tekintsiik a G gérbe egy P ={a=20 < z1 < ... < z, = b}
felosztasat, azaz véges sok olyan pontot a gérbén, melyek az
irdnyitas szerinti rendezés értelmében monoton névéek. A gorbe zj
és z,,1 pontja kézétti ivet jeldlje zxzi11, a felosztas finomsaga
alatt pedig a

IP| = sup{d(zzi1) : k=0.1,...,n—1}

szamot értjiik.
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Komplex vonalintegral

Definicié 15 (Folytatas).

Legyen i € zxzi+1 belss pont, k =0,1,...,n—1, és tekintsiik az
n—1
S(fvlya ’D) = Z f(/yk)(zk - Zk—l)
i—0

kozelité osszeget. Ha létezik olyan | szam, melyre barmely € > 0
esetén van olyan 6 > 0, hogy |P| < & esetén barmely {;}

rendszerre
’5(f777P) — /‘ <Eg,

akkor f a G gérbe mentén integralhatd, tovabba gorbe menti
integraljanak értéke éppen |.

Jel6lés:

/f(z)dz, zart gorbe esetén j{f(z)dz
G G
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Komplex vonalintegral - tulajdonsagok

Jelolje L(G) a rektifikalhatd, irdnyitott G gbrbe mentén
integralhaté komplex fliggvények halmazat.

Folytonos komplex fiiggvény rektifikdlhato gérbe mentén mindig
integralhaté.

Tulajdonsagok:

Tétel 10.
Legyen T C C tartomany, G, Gi1, Gy rektifikalhaté gorbék T-ben,
f,fi,fh: T — C folytonos fiiggvények, c1,co € C. Ekkor

1. Ha fi,f, € L(G), akkor c1fi + cofr € L(G), és

/Gclfl(z)—l—chg(z)dz:cl/c;fl(z)dz—i—cz/cﬁ(z)dz

v
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Komplex vonalintegral - tulajdonsagok

Tétel 11 (Folytatas).
2. Ha Gy és G, csatlakozé gérbék, akkor f € L(Gy) és f € L(Gp)
esetén f € L(G1 + Gp), és

/ f(z)dz = f(z)dz+ | f(z)dz
G1+G G G

3. Ha f € L(G), akkor f € L(—G) (ellentétes iranyitasi gérbe),
és

4. Haf € L(G) és |f(z)| < M béarmely z € G esetén, akkor

‘/G f(z)dz

ahol I(G) a gérbe ivhosszat jeloli.
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Komplex vonalintegral - tulajdonsagok

Tétel 12.

Legyen G olyan rektifikdlhato gérbe, melynek g paraméterezése
folytonosan differencidlhaté fiiggvény, és legyen f € L(G). Ekkor

[ 1@z = [ at)-s(nyar

(e}

Tétel 13 (Cauchy-tétel, a komplex fiiggvénytan fotétele).

Ha f a T egyszeresen ésszefliggd tartomanyban analitikus, és G a
T belsejében haladd, zart, rektifikalhaté gérbe, akkor

/Gf(z)dz =0.
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Primitiv fliggvény fogalma

Az egyszeresen Gsszefiiggé T tartomanyon analitikus fliggvény
T-ben haladé gérbék menti integralja kizardlag a gorbe kezdd- és
végpontjatdl fligg, az integracios uttdl fiiggetlen.

Viladgos tehat, hogy ha teljesiilnek az el6zé tétel feltételei, akkor a
kezdGpont rogzitésével tekinthetjiik az integralt Ggy, mint a
végpont fliggvénye, azaz definialhatd az

[ e =Fe)

fuggvény. Megmutathatd, hogy ekkor F'(z) = f(z).
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Primitiv figgvény

Definicio 16.
Ha a T tartomanyon analitikus f fliggvényhez talalhato olyan F,
mely ugyanezen a tartomanyon analitikus fliggvény, és melyre

akkor a F fiiggvényt f primitiv fliggvényének nevezziik.

Tétel 15.

Egyszeresen ésszefiiggd tartomanyon analitikus f(z) fiiggvénynek
mindig létezik primitiv fiiggvénye. Ekkor

/G f(z)dz = F(b) — F(a),

ahol a és b a G gérbe kezdd- és végpontja.
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Primitiv figgvény

Tétel 16.

Tegylik fel, hogy G, Gi, ..., G, egyszerli, zart, rektifikalhato
gorbék, és G tartalmazza a belsejében az Gsszes tobbit, de ok
egymdast mar nem, tovabba, hogy f analitikus azon a tartomanyon,
mely G belsejében, de a G; gorbék kiilsejében van. Ekkor

%Gf(z)dz = ,Z:n;j{;, f(z)dz,

feltéve, hogy a gérbék iranyitasa megegyezik.

Tétel 17 (Cauchy-féle integralformula).

Ha f analitikus a T tartomanyon, akkor minden olyan pozitiv
irdnyban befutott, egyszerii, zart G gérbére, mely belsejével egyiitt
benne van T-ben, és amely a zy pontot a belsejében tartalmazza

fennall, hogy
1 f(z)
f — — ¢ ———
(20) 27 ?{G z— 2 dz
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Az integralformula els6 kovetkezménye - Taylor-sorfejtés

Tétel 18.

Ha az f : T — C fiiggvény analitikus a T tartomanyon, akkor f
akarhanyszor differencialhaté a tartomany pontjaiban, és barmely
29 € T esetén f zy koriil hatvanysorba fejthets, azaz

f(”)(zO)

f(2) = f(z0) + F(20)(z = 20) + ... + —

(z—2)"+....

A fenti sorfejtés a zy pontnak azon maximalis sugart
kérnyezetében érvényes, mely teljes egészében T-ben fekszik.
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Altalanositott Cauchy-féle integralformula

Tétel 19 (Altalanositott Cauchy-féle integralformula).

Ha az f : T — C fiiggvény analitikus a T tartomanyon, akkor f
akarhanyszor differencidlhaté a tartomany pontjaiban, és

f(”)(zo)— n! ]{G( f(z) dz

 2ni z — zp)"t1

minden olyan egyszertii, pozitiv irdnyitasd, zart G gorbére, mely
belsejével egyiitt T-ben fekszik, és a zy pontot a belsejében
tartalmazza.

Tétel 20 (Liouville-tétel).

Ha f az egész nyilt sikon regularis és egyuttal korlatos is, akkor
sziikségképpen konstans.
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Szingularis helyek és osztalyozasuk

Definicio 17.

Ha f a zy pont egy kérnyezetében zy kivételével mindeniitt
differencialhaté, akkor a zg pontot f izolalt szingularitasanak
nevezziik.

Szingularitasok osztalyozasa:
@ megsziintethetd a szingularitas, ha létezik wy € C olyan, hogy
az f(z9) = wy kiterjesztéssel f zp-ban differencidlhatéva valik;
@ a szinguldris hely pdélus, ha nem megsziintetheto, de létezik
k € N olyan, hogy a g(z) = f(2)(z — 20), g(20) = wo,
z # 7y fliggvény mar analitikus zg-ban; k a pélus rendje ekkor
@ lényeges a szingularitds, ha nem pdlus és nem megsziintetheto.
Kérdés: mi van akkor, ha pont egy ilyen szingularitas koriil
szeretnénk fliggvényiinket sorbafejteni? = Laurent-sor
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Laurent-sorfejtés

Tétel 21.

Legyen az f fliggvény analitikus a zy pont kériili

(ki ko) ={z:r<|z—2z| <R}

kérgyiiriiben. Ekkor e korgylirii tetszéleges pontjara igaz az

[e.9]

f(z) = Z cn(z — 20)"

n=—oo

alaku Laurent-sorfejtés, ahol

1 ?{f(&)md& n e 7,

= 2ri Jo (6= 20)

és G, a kérgyliriiben halado, tetszéleges, egyszertii, zart gorbe
olyan, mely a zy pontot pozitiv irdnyban jarja korbe.
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Kapcsolat a szingularis helyekkel

@ Ha zy megsziintethetd szinguralitas, akkor minden c_,, = 0,

n € N, azaz Taylor-sorunk lesz;
@ ha zg k-adrendii pdlus, akkor c_x # 0, és c_,, =0, ha m > k;
@ ha zp lényeges szinguralitds, akkor végtelen sok olyan negativ

index(i tagot tartalmaz a sorfejtés, melyek nullatdl
kilonboz6ek.

Definici6 18.

Legyen a zy pont f izolalt szingularis helye. A zy koriili Laurent sor
c_1 egylitthatojat a fliggvény zy ponthoz tartozé reziduumanak
nevezziik. Azaz

1
es(f,z0) = c_1 27“'7{6 (2)dz,

ahol G teljesiti az el6z6 tétel feltételeit.
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Reziduum tétel

Tétel 22.

Legyen f analitikus a pozitiv iranyitasu, egyszerii, zart G gérbén és
annak belsejében, kivéve a véges sok zy, z1, . . ., z, izolalt szingularis
pontot, melyeket a G goérbe a belsejében tartalmaz. Ekkor

fG F(2)dz = 207y Res(f, z,).

i=0
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Reziduum tétel specialis esetei

Tétel 23.

1. Legyenek g, h: T — C olyan fiiggvények, melyek analitikusak
T-n, és zp € T olyan, melyre h(zy) =0, és h'(zy) # 0. Ekkor

Pes (g 0) g(z0)

72) T W(z)
2. Ha zy k-adrendii pélusa f-nek, akkor
(k—1)
g (20)
Res(f ===
es(f,0) = =1y

ahol g(z) = (z — z0)*f(2).
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