Matematika MC, 6. eloadas
Fliggvények hatarértéke

Definicidk

Definicid. Ha x, € R és r >0, akkor az (xo - r, xo + r) nyilt intervallumot az x, pont r sugaru
kornyezetének nevezziik.

Definicid. Legyen AcRand x, €R.
(1) Az xy belso pontja az A-nak, ha van olyan r > 0 szam, melyre (xo - r, Xo + ') C A,
azaz az x, pontnak van olyan kornyezete, amely része az A halmaznak.

(2) Az x, hatarpontja az A-nak, ha minden r> 0 szdm esetén (xo -1, Xo + r) NA+ @ és
(Xo =1, xo + )N (R\A) =@, azaz x,-nak barmely kdrnyezete tartalmaz A-beli és
A-n kiviili elemet is.

(3) Az x, torlodasi pontja az A-nak, ha minden r > 0 szdm esetén
((Xo=1r, X)) U (X0, Xo+ 1)) N A£D.
Ez azt jelenti, hogy xo-nak barmely kornyezete tartalmaz xo-tol kiilonb6z6 A-beli
elemet. Vagy: xo-nak minden kornyezete végtelen sok A-beli elemet tartalmaz.

(4) Az x, izolalt pontja az A-nak, ha nem torlddasi pontja A-nak, azaz van olyan
r>0szam, amelyre (xo - r, Xo +r) N A={xg}.
Ez azt jelenti, hogy az x,-nak van olyan kdrnyezete, ami nem tartalmaz az xy-n kivil
mas A-beli elemet.

Megjegyzés. Ha x, bels6 pontja A-nak, akkor x, torlddasi pontja A-nak.

Példa

Legyen A=[2, 5) U (5, 11) U {14}. Hatarozzuk meg az A
a) bels6 pontjainak,
b) hatarpontjainak,

c) torlédasi pontjainak,

d) izolalt pontjainak halmazat.

Megoldas.
a) A belsé pontok halmaza: (2, 5) U (5, 11), mivel ezeknek a pontoknak van olyan kdrnyezete,
amely része az A-nak. Példaul a 8 belsé pontja az A-nak.
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b) A hatarpontok halmaza: {2, 5, 11, 14}, mivel ezeknek a pontoknak barmely kornyezete tartalmaz
A-beli és A-n kivili elemet is.

oO—e—0 O—e—oO 0—e—0 O0—e—9
A=[2,5)U (5, 11)u{14}
o o O ¢
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

c) A torlédasi pontok halmaza a[2, 11] zart intervallum, mivel ha x € [2, 11], akkor barmely
(x = r, x + r) intervallum tartalmaz x-t6l kiilonb6z6 A-beli elemet. (Vagy: ezeknek a pontoknak
barmely kornyezete végtelen sok A-beli elemet tartalmaz.) Példaul a 2, 5, 8, 11 torlddasi pontja
az A-nak.

2 5 8 11
o0—~0—40 0—0—~0 0—0O0—10 0010

A=[2,5)uU (5, 11)u{14}
@ O O ]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

A 14 nem torlddasi pontja, hanem izolalt pontja A-nak, mivel van olyan kdrnyezete, amely
nem tartalmaz a 14-en kiviil A-beli elemet.

14
o0 0
A=[2,5)U (5, 11)u{14}
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Osszefoglalva:

{ Izolalt pontok halmaza : {14}

Torlédasi pontok halmaza: [2, 11]
([ Hatarpontok halmaza: {2, 5, 11, 14}
Belsé pontok halmaza: (2, 5) U (5, 11)
® A=[2,5)U (5, 11)u {14}
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A kibovitett valos szamok halmaza

Definicié. Az R=RU {-o, o} halmazt kibdvitett valés szamok halmazéanak hivjuk.
Feltessziik, hogy minden x e R esetén —oo < X < oo
Az R-beli m(iveletek részben kiterjesztheték R-ra:

a
(1) @ + 00 = +00 + 0 = oo, a* -0 (5) — =0, ageR
too
too
(2)a=oo=—c0+0Q=-c0, a* +oo (6) — =00, a e (0, +oo)
a
too
(3)a-(to) =tco-a=te, e (0, +od (" %0,  ae(-0)
a

(4) a-(xo0) =to0 0 = Foo, a €[-o, 0)

Definicié. e A « egy kdrnyezetének hivunk egy (K, «) intervallumot, ha K eR.
e A -0 egy kornyezetének hivunk egy (-, K) intervallumot, ha K eR.

Megjegyzés. A torlédasi pont fogalma a kovetkezéképpen terjeszthetd ki R-ra.
Legyen A cR és x e R. Ekkor x torlédasi pontja A-nak, ha x-nek barmely kérnyezete
tartalmaz x-t6l kiilonb6zd A-beli elemet.

Torldédasi pontok halmaza R-ban

{c0}

{=c0, o0}

R

DO |IN[2

el

Véges helyen vett hatarértékek

Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az x, € R pontban létezik hatarértéke, és azazAeR
valds szam, ha
e X, torldédasi pontja Ds-nek,
e minden £ > 0 szamhoz létezik olyan & > 0 szdm, hogy

ha xeDs és 0< | x-xp | <9, akkor | f(x)-A| <e.

Jeldlés: limf(x)=A.

X-Xo

Megjegyzés: e0< | x—x, | <Ojelentése: xo-O<x<Xy vagy Xo<X<Xo+0.
e O fligghet &-t6l, ezt néha &(¢)-nal jeldljiik.
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4 lim f(x) = A 4 lim f(x) = A
A+¢ - A+¢ -
q |
A A
A-¢ A-¢
X0—6 Xo X0+5 B} X0—6 Xo X0+5 B}

jobboldali

Definicio. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az x, € R pontban létezik { baloldali

hatarértéke,
ésazazAeRvalds szdm, ha

sy . D
e X, torlodasi pontja a { halmaznak,

e minden ¢ > 0 szamhoz létezik olyan & > 0 szam, hogy

Xg<X<Xo+0
ha x e Dy és{ OSX=T0T O akkor | fx)-A| <e.

Xo— O <X<Xp

Jelolés: Az f jobb oldali hatarértéke xp-ban XILQ‘?* )= XLI)I(:lO F)
g bal oldali 0 o 0 o £
X—=Xo— e’y

Kovetkezmény: Ha x, belsd pontja Ds-nek, akkor lim f(x) = A pontosan akkor |étezik, ha

X-Xg

lim f(x)és lim f(x)is létezik, és lim f(x)= lim f(x).

X-Xo+0 X-Xo+0 X-Xp+0 X-Xo-0

Feladat

X2 -4
1. A definicio alapjan igazoljuk, hogy lin;n( 5 +3x- 1) =9.
x-2\ x —

Megoldas. Be kell latnunk, hogy ha x “kdzel” van xo-hoz, azaz | x - x, | “kicsi”, akkor f(x) “kozel” van
A-hoz, azaz | f(x)-A | is “kicsi”. Azaz meg kell mutatnunk, hogy minden ¢ > 0 szdmhoz
vanolyan 6 >0szam,hogyhaO < | x-xo | <9, akkor | f(x)-A| <e.

| f(x)-A| = |();2__24+3x—1)—9|= |(%+3x—1)—9|:

&
= |X+2+3x-1-9|= [4x-8|= |4(x-2)|=4|x-2]| <& ha |x-2 <-
4

£
= 6= - valasztassal teljesiil a definicid. Megjegyzés: 2 ¢ Dy.
4

Példaul £ = 1072 esetén 6 =2.5-1073.
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Definicid. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény hatéarértéke az x, € R pontban { +°°, ha

—00
e X, torlddasi pontja Ds-nek,
e minden P> 0 szamhoz létezik olyan 6 > 0 szam, hogy

f(x)>P

ha xeDf és 0< | x-Xxo | <6, akkor{f(x)<_P.

Jelolés: lim f(x) = +oo, illetve lim f(x) = —co.

X-Xg X=X

Megjegyzés: A jobb és bal oldali hatarértékek az el6z6ekhez hasonldan definidlhatok.

X0—6 Xo X0+6

X0—6 Xo X0+6

lmf()=eo  -P<0 \ —
P>0 /i S 5 Xlggf(X)=—oo

Feladat
1 1
lim = oo, mivel ha P > 0, akkor f(x) = >P < 0< |x—3 <—
x93 (x - 3)° (x=3)? VP

1 1
=06= T valasztéassal teljesiil a definicié. Pl. P = 10° esetén 6 = —— =103,
P 1000

Végtelenben vett hatarértékek

Definicid. Tegyiik fel, hogy D feliilr6l nem korlatos.

e Azt mondjuk, hogy az f fliggvény hatarértéke a co-ben az A e R valds szam, ha minden
€ >0 szamhoz talalhatd olyan K > 0 szam, hogy x> K eseténxeDsés | f(x)-A| <e.
e Azt mondjuk, hogy az f fliggvény hatarértéke a co-ben { *  hamindenP>0
—00

f(x)>P

szamhoz talalhaté olyan K > 0 szam, hogy x > K esetén x e Dy és .
f(x)<-P

Megjegyzés. Ha f egy sorozat, azaz Dy = N*, akkor a « az egyetlen torlédési pontja, igy a hatarértéket
csak itt lehet vizsgalni. Ekkor éppen a sorozatok hatarértékét kapjuk.
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A
lim f(x) = A
A+¢ \ /\ —
IAARYN
AT ~ .
| | | { \ LY \ / \ N
L 1] \\jl
Aes \Vl v
K>0 g
A A
lim £(x) = oo K>0 -
/\/ -P<0 \ 5
P>0 J\/ E
! N lim f(x) = oo
K>0 X—>oo

Definicié. Tegyiik fel, hogy Dr alulrél nem korlatos.

e Azt mondjuk, hogy az f fliggvény hatarértéke —co-ben azAeR valds szam, ha minden
€ >0 szamhoz talalhaté olyan K > 0 szam, hogy x <-K eseténxeDfés | f(x)-A| <e.

e Azt mondjuk, hogy az f fliggvény hatarértéke —co-ben { “ hamindenP>0

f(x)>P

szamhoz talalhaté olyan K > 0 szam, hogy x < —-K esetén x € Dy és .
f(x)<-P

Megjegyzés

A hatarértékek definicidi a kovetkezéképpen foglalhatok Gssze.

Tétel. Tegyiik fel, hogy a € R torlédasi pontja Ds-nek, és b € R. Ekkor lim f(x) = b pontosan akkor,
X->a

ha a b barmely J kornyezetéhez létezik az a-nak olyan / kornyezete, melyre

xelnDf, x*a esetén f(x)eJ.
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Példak
. . 1 . l . l .
o lim — = lim — =+ = lim— =+ e [im— = lim—=0
X>0-0 2 x->0+0 y2 x=0 2 Xo0 y 2 Xo—o0 32
1 1 1 o 1 1
o lim — =400, lim —— =-c0 = lim—— nem létezik o [im— = lim—— =0
x=>2-02 — x x=2+402 — x X229 —x X200 ) —x X-—0 ) _x
l 1
X ——
: 2-X
F—
) -2 i
-3 -3 :
e lim2*=co, lim2°=0 e lim log,(x) = —oo, limlog,(x) =0
X—0 X——c0 x-0+0 X—oo
l X X
° lim(—) = lim2™=0, lim (—) = lim2™* =00 o lim log:i(x) =00, limlogi(x)=-oo
X0\ X—>o0 X->-co\ X—>—00 Xx-0+0 2 X—o0 2
3
log,(x)

Atviteli elv

Tétel. Tegyiik fel, hogy a e R torlédési pontja D-nek, és b e R.
Ekkor a kovetkez6 két allitas ekvivalens:
1) limf(x)= b
X—=>a

2) Minden, Dr \ {a}-beli, a-hoz konvergald (x,) sorozatra f(x,)— b.

A
f(Xn)

o

(Xn)

—_— 4 -

Megjegyzés. A tétel olyan feladatokndl hasznélhatd jél, ahol azt igazoljuk, hogy nincs hatarérték.
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Példak

1. Mutassuk meg, hogy a limsin(x) hatarérték nem létezik.
X—oo

Megoldas. Az tviteli elv segitségével ezt ligy igazolhatjuk, hogy megadunk kiilénboz4, végtelenbe
tartd sorozatokat, amelyek mentén a megfelel6 fiiggvényértékek sorozata kiilonbozé
értékekhez tart. Példaul:

T i 5 95 137 .
l)Haa,=— +n-2mazaz—, —, —, —, ..., akkor a,— o és sin(a,)=1—1.
2 2 2 2 2

2)Ha b, =n-m,azaz0, T, 2 1T, 3 1, ..., akkor b,—  és sin(b,) = 0—0.

3 37t 75t 11w 1571 ..
3)Hac,=— +n-2mazaz—, —, —, —, ..., akkor ¢,—w és sin(c,) =-1—-1.
2 2 2 2 2

(Két ilyen sorozat megadasa elég.) igy az atviteli alapjan a lim sin(x) hatarérték nem létezik.
X0

1
2. Legyen f(x) = sin(—), Df =R\ {0}. Mutassuk meg, hogy f-nek nincs hatarértéke a 0-ban,
X

még féloldali sem.

-

Megoldas. Megadunk két 0-ba tartd sorozatot Ugy, hogy a hatarértékek sorozata kiilonb6zé
értékekhez tart.

1 1
1) Hax,=—, akkorx,—0+ és f(x,,):sin(—):sin(n 1) =0—0.
nrt Xy

2 1 T
2)Hay,=——, akkory,—0+ ésf(y,,):sin(—):sin(— +2n n)=1—>1¢0.
T+4nTT Yn 2

Igy az atviteli elv miatt nem létezik jobb oldali hatarérték, és igy hatarérték sem.
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Hatarérték és muveletek

Tétel. Legyen a € R torl6dasi pontja Df N Dg-nek és limf(x) =A€R, limg(x) = BeR, c € R. Ekkor
X—=a X->a

1. limc-f(x)=c-A,

X->a

2.lim(f(x) £ g(x))=A%£B,
3. lim(f(x)-g(x))=A-B.

X->a

flx) A
4.Ha B *0, akkor lim— =—.
X-a g(x) B

5. Halimf(x) = 0 és g(x) korlatos az a valamely kérnyezetében, akkor lim (f(x) - g(x)) = 0.
X-a X-a
Megjegyzés. Az 1-4. allitdsok akkor is igazak, ha A, B eR és a megfelel miivelet definialva van R-on.

Rendoérelv fliggvényhatarértékre

Tétel. Tegyiik fel, hogy
(1) xo € R torlédasi pontja D 0 Dy N Dy-nek,
(2) f(x) < g(x) < h(x) minden x-re az x, egy kdrnyezetében
(3) lim f(x) = lim h(x) = b eR.

Ekkor lim g(x) = b.

X Xo

Megjegyzés. A tétel egyoldali hatarértékre is kimondhatd, illetve ha b = + 0, akkor elég az egyik
becslés.

Példa

1 1
Igazoljuk, hogy a) limx sin(—) =0 és b)lim-sin(x)=0.
X

x-0 X0 x

b)
1.0
0.5
0.0
15 20
-0.5
-1.01
. . l . . 1 7’ . .
a) l|mxsm(—)=0,m|vel— | X | stm(—)s | X |, éslim( | x|)=lim(-|x])=0
x=0 X X x-0 x-0

1
Vagy: mivel x— 0 és sin(—) korlatos, ezért a szorzat szintén 0-hoz tart.
X

sin(x) . 1 sin(x) 1 B 1 1
b) lim =0, mivel —— < <-,hax>0, eslim(——):lim(—)zo.
X—oo X X X X X—oo X X—oo X

l —>oo ’ . 2’ 2’ . ’
Vagy: mivel - Z306és sin(x) korlatos, ezért a szorzat szintén 0-hoz tart.
X
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Feladatok

Polinomok hatarértéke +o-ben, —w-ben

Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket:

L lim (x*-2x +1) 2. lim (-3x*-2x+1)
. 3_ . _ 3_
3.XILT°°(X 2x+1) 4.Xl_|>rl1m( 5x°-2x+1)

Megoldas. Emeljiik ki a legnagyobb kitevés tagot.

2 1
L lim (x*-2x+1)= limx4(1——3+—4)=oo(l—0+0)=oo

X—tco X—tco X X

2 1
2. lim (=3x*-2x+1)= lim x4(—3-— +—)=oo(—3—0+0)=—oo

X—>kco X—oo X3 X4

2 1
3.a) lim (x*-2x+1)= limx3(1——+—)=oo(l—0+0)=oo

X—>+00 X—>+00 X2 X3

2 1
b) lim (x*-2x+1)= limX3(l——+—)=—oo(l—0+0)=—oo

X——c0 X——o00 X2 X3

2 1
4.a) lim (-5x® -2x+1)= lim )(3(-5-—2 +—3)=oo(—5—0+0)=—00

X—>+o0 X—>+oo X X

2 1
b) lim (-5x° -=2x+1)= lim x3(—5 -— +—)=—oo(—5—0+0)=oo

X——c0 X——00 X2 X3

Megjegyzés. Legyen p(x) = a, x" + a,_ X" + ... + a; x + ay egy n-edfokd polinom.
{ +o0, haa, >0

1) limp(x) = -0, haa, <0
o, n

X—o0

, haa,>0
2) Ha n paros, akkor lim p(x) ={ oo n>

-0, haa, <0
, -0, haa,>0
3) Ha n paratlan, akkor li X) =
) p lim p(x) {m, haa, <0

Racionalis tortfliiggvények hatarértéke +c-ben, —c-ben

Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket:
~ TxX*-3x+5  2X°-x+3  4x-x+3
1. im — 2. lim ——— 3. lim ————
Xoteo x5 _8x2 1] Xoteo x5 4 Ax 41 Xoteox2 4 x4 1
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Megoldas. Emeljiik ki a szamlalobél és a nevezébél is a legnagyobb kitevds tagokat.

1. Ha a szamlalé fokszama kisebb, mint a nevez6é, akkor a hatarérték +co-ben és —co-ben is 0:

3 5 3 5
2 , [——+— 1T-=4+—
o Tx*=3x+5 X X x2 1 X x2 7-0+0
im———=I|lim——— = lim —- =0- =
X—*oco X5—8X2+l X—)iooxs 8 1 X—)iooX3 8 1 1-0+40
1-—+— l-—+—
X x° X x°

2. Ha a szamlalo és a nevez6 fokszama megegyezik, akkor a hatarérték +co-ben és —co-ben is
a féegyiitthatok hanyadosa:

1 3
5 5 2-— v
2X°-x+3 X Xt x5 2-0+0
lim —— = lim —- = =
X=too 35 L Ay 4] Xt S 4 1 1+0+0
1+—+—
x* X
3. Ha a szamlalo fokszama nagyobb, mint a nevez6é, akkor a hatarérték +oo-ben { « , ha
—00o
. (s ozitiv
a féegyiitthatdk hanyadosa{ ) L.
negativ
1 3 1 3
3 3 A-—+— 4—-— +—
4x-x+3 X X2 X3 ) X2 X3 4-0+0
a) im——— =lim— - ———— =limx- =oo- =
X—)ooX2+2x+l X—>ooX2 2 1 X—o0 2 1 1+0+0
1+—+— 1+-4+—
X x? X x?
,  —4x-x+3
Hasonloan, pl. lim ————— = —co.

Xow y2 4 Ix+1

A —co-beli hatarérték a féegyiitthatok el6jelétdl és a fokszamok paritasatol fliggéen +oo vagy —co.

1 3 1 3
4o — 4= 4= 4=
4x3-x+3 x3 253 23 4-0+0
b) lim ———— = lim — —2% % fimx—2X X () = oo
Xo=ooy2 L Jy 4] X y2 2 1 X——00 2 1 1+0+0
1+—-+— 1+—+—
X x? X x?
) 4x5_x+3 —4x3-x+3 —4x5_x+3
Hasonldan, pl. im ——— =, |liMm ————— =, liM ————— = -o.
xomwy? 4 2 x+ 1 Xome 32 1 2x +1 xome 32 12 x +1

Tovabbi feladatok

Szamitsuk ki az aldbbi hatarértékeket

e +sin(x) 22Xy 34
1. lim—— 2. lim—— 3. lim ——
X200 DX 4 x X=00 gX+1 4 HX+2 X=%o0 02X _ 9 a=3X
o x*-2x3-5x° X -8x°+x
4. lim— 5. lim

x20 G0 4 x2 x=0  xT_2x



12

MatematikaMC-06.nb

sin(x)
e +sin(x) e 1P 140 1
. lim—=lim—— = =—
xve0 DX x xoo X X 2+0 2
2+—
eX
Felhasznaljuk:
sin(x) 1% ~ korlatos i
a) lim =lim(—] -sin(x) = 0, mivel ——— vagy 0- oo alakd.
X0 X X200\ @ 0

X
b) lim— =0, ld. a nagysagrendek 6sszehasonlitasat a sorozatoknal.

X—00 X
. X . xX*-3x+4 _ polinom
Hasonléan: im— =0, lim—— =0, lim——— =0,haa>1.
X0 X X—o0 eX X—co0 a*
3 X
1+3--
22X 4 3¢l 4 +3-3 4" (4) 1+0 1
2. lim = lim =i — = =—
Xtoo JX+L L X2 xstoo 44X 4 42X xtoo 4X 2\ 4+0 4
4+4~(—)
4
e—X
2x -X 2x 3+— -3x
. 3e"+e e e2x . 3+e 3+0
3.a) lim—— =lim—- =lim = =
X—>we2x_2e—3x )(-)oerX e—3x X"°°l—2-e"5X 1-0
1-2-
e2x

b) A —co-beli hatarérték kiszamitasahoz helyettesitsiink x = —y-t, ekkor x— —co esetén y — +co:

ey
2x -X -2 3 —+1 -3
~ 3e*¥+e . 3e i+ ¢ oY L, 3e 4l 3:0+1
lim =lim =lim— ——— =lime™’ =0- =0
X0 @2X _ 9 @ 3X  yow @72V _9@3)  yoegdy o2y Yo e -2 0-2
— -2
e3

0
A kovetkez6 hatarértékek p alakudak, itt emeljiik ki a legkisebb kitevés tagokat:

Cx*-2x3-5x% x* x¥*-2x-5  x*-2x-5 0-0-5
4, Im———— =lim—- =lim = =-5

X0 604 x2 =042 6x3+1 %0 gx341 0+1
X0 - 8x° +x° X x*-8x*+1 X -8x*+1 0-0+1

5. lim——— =lim—  ——— =limx*- =0 =
x50 xT_9ox x>0 x x® -2 x=0 x® -2 0-2




