Bevezetés

Definicié 0.0.1 Tetszoleges ay,asg, ..., ay, ... sorozathol képezett
a1+a2_~_...+an+...

formadlis dsszeget sornak (vagy végtelen sornak) nevezink. Révid jelélése

o

E Ay, .

n=1

Az ay,as, ... 4y, ... elemeket a sor tagjainak nevezzik.

Megjegyzés 0.0.2 Nyilvanvald, hogy egy ilyen formalis 6sszegnek csak ak-
kor lehet tényleges értéke, ha az [a,;n € NT| sorozat elemei olyan halmazbdl
valék, amelyen Gsszeadas van értelmezve. A tovabbiakban arra az esetre szo-
ritkozunk, amikor az Osszeadds asszociativ is (mint példaul a valés vagy a
komplex szamok, a val6s vagy a komplex fiiggvények halmazéban), azaz a
sorozat elemeit tartalmazo halmaz olyan algebrai struktira, amelyen asszo-
ciativ Osszeadas van értelmezve. Emlékezziink ra, hogy az ilyen strukturat
additiv félcsoportnak neveztiik.

El6szor olyan sorokkal fogunk foglalkozni, amelyek elemei (valés vagy
komplex) szamok; ezeket a sorokat szamsoroknak nevezziik. Ezt kovet&en
olyan sorokat vizsgdlunk, amelyek elemei (val6s vagy komplex) fiiggvények;
ezeket a sorokat fiiggvénysoroknak nevezziik.






1. fejezet

Szamsorok

1.1. Szamsorok konvergenciaja és osszege

Definicié 1.1.1 A Y ° | a, szdmsor k-dik (k=1, 2, ...) részletisszegén az
Sk:CL1+CL2+"'+CLk

osszeget €rtyik.

Definicié 1.1.2 Egy

o0

D a

n=1

szamsorrol akkor mondjuk, hogy konvergens, ha k-dik részletosszegeinek
[sp;k € N7
sorozata konvergens. A k-dik részletosszegek sorozatinak

s = lim sy
k—00
hatarértékét a szamsor osszegének nevezzik. Ha eqy szamsor k-dik részletossze-
geinek sorozata divergens, akkor a szamsort is divergensnek nevezzik. Ebben
az esetben nem rendeliink osszeget a szamsorhoz.



4 1. FEJEZET. SZAMSOROK

Példa 1.1.3 Dontsiik el, hogy a

> 1
Z (n+1)(n+2)

n=1

szamsor konvergens-e vagy divergens! Konvergencia esetén adjuk meg az
osszeget is!

Megoldés: Mivel

ezért

1 1
TRy
1 1. 1 1 1 1
273737371 2 W
B 1
Sp = = — P2
Mivel
limpy oSk = 37
ezért a -
1
; (n+ 1)(n+2)

szamsor konvergens, 0sszege pedig %

Példa 1.1.4 Dontsiik el, hogy a

“Vn+1-n
2
" n“+n
szamsor konvergens-e vagy divergens! Konvergencia esetén adjuk meg az
osszegét is!

Megoldas: Mivel

ViTI1- Vi JaFl-ym |
1

\/n—i—l7

vn?+n Vnvn +

5-
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ezért a k-dik részletosszegek sorozata

Sk:_ .+__

1 1 1 1
——=t ==t :
VIoV2 V2 V3 VE  VE+1 VE+1

Tehat

lim s; = lim (1 —

=1
k—o0 k—so0 N/k‘—l—l)

Ezért a vizsgélt sor konvergens, melynek Osszege egyenld 1-gyel.

Példa 1.1.5 Dontsiik el, hogy a

n=2

szamsor konvergens-e vagy divergens! Konvergencia esetén adjuk meg az
osszegét is!

Megoldas: Mivel

ezért a wvizsgalt sor k-dik részletosszege

3 4 3 k
sk—ln5—1n2+ln§—ln§+---+lnk_1—lnk_Q—l—ln i -

E+1
k

= —In2+In

Maivel

1 1
lim s, = lim (—ln2 + lnk i ) = lim (—ln2 +In (1 + —)) = —In2,

ezért a vizsgalt sor konvergens, és osszege eqyenlo —In2-vel.
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Példa 1.1.6 Dontsiik el, hogy a
>t
~ 3n+1

szamsor konvergens-e vagy divergens! Ha konvergens, akkor adjuk meg az
osszegét is!

Megoldas: Mivel minden pozitiv egész n esetén

n n n 1
an: = :—:—’
3n+1 3n+n 4n 4
ezért
=a; +ag + >1+1+ +1—k
S = a1 T a2 ak_4 1 R
és igy
lim s, > lim — = oo.
k—oo k—oo

Tehat a vizsgalt sor divergens.

Megjegyzés 1.1.7 Igen egyszeriien belathaté, hogy egy szamsor konvergen-
cidjan nem valtoztat, ha a sor elejérdl véges sok tagot elhagyunk, vagy ha
véges sok tagot a sor elejére irunk. Vizsgaljuk egy kicsit részletesebben azt
az esetet, amikor elhagyjuk az sy, részletosszegii konvergens >~ | a,, szdmsor
els6 m tagjat! Jelolje Sy az igy keletkezett szamsor k-dik részletosszegét. Ha
A=a+ -+ a,, akkor

Sk:am+l+"'+am+k:$m+k_A~

Mivel az s,,1, sorozat a konvergens s,, sorozat részsorozata, ezért az S,
sorozat, és igy az Sy sorozat is konvergens.

Tétel 1.1.8 Ha a Zf | Gy, Szamsor konvergens, akkor lim,,_,o a, = 0.
Példa 1.1.9 Dontsiik el, hogy konvergens-e a

i(l—i—%)n

n=1
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szamsor!
Megoldas: Mivel

1 n
n—o0 n

1\ o 4
1 (1 + ;) szamsor nem konvergens.

ezért (az el6z6 tétel miatt) a

Tétel 1.1.10 (Cauchy-féle konvergenciakritérium) Az
ar+as+---+a,+---

szamsor akkor és csak akkor konvergens, ha bdrmely pozitiv € szamhoz meg-
adhato olyan ng valos szam, hogy ha n > ng, akkor tetszoleges pozitiv p egész
szam esetén az

|an+l + Ap+2 + -+ an,+p’ <€

egyenlotlenség teljestil.

Példa 1.1.11 Mutassuk meg a Cauchy-féle konvergenciakritérium alkalmazdsdval,
hogy a

e}

1
2
n=1 &
sor konvergens!
z . 1" L7 7 7 ’ _ 1
Megoldas: Tetszo/leges € pqumv valos szam esetén legyen ng = <. Legyenek
p és n > ng tetszoleges pozitiv egész szamok! Ekkor

1 1 1 1

n2 “nin—1 n-1 n

és igy X ' X
(n+12 " (n+22 " (n+p)p?
1 1 n 1 1 P 1 I
n n+l n+1 n+2 n+p—1 n+p|
1 1 1
n n+pl nP+np np n

Tehat a vizsgdlt sor konvergens.
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Megjegyzés 1.1.12 A Cauchy-féle konvergenciakritérium szerint eqy
air+as+---+ap+---

szamsor akkor és csak akkor divergens, ha megadhato olyan pozitiv € szam,
hogy minden ng valds szamhoz lehet taldlni olyan p és n > ng pozitiv valds
szamokat, amelyek esetén az

|an+1 + An+2 + -+ an+p| Z €

egyenlotlenség teljestil.
Ha példdul megadhato olyan ng valos szam, hogy tetszdleges n > ng pozitiv
egész szdm esetén

lim |CLn+1 + Ap12 + -+ an+p| # O,
p—oo
akkor a vizsgalt sor divergens.

Példa 1.1.13 Mutassuk meg a Cauchy-féle konvergenciakritérium alkalmazdsdval,
hogy a

o
>,

n
n=1
un. harmonikus sor divergens!

Megoldas: TetszOleges n pozitiv egész szam esetén

1 1 1 P
" n n = > .
|a+1+a+2+ +CL_|_p| n+1+n+2+ n+p‘ n+p
Mivel
. Y% .
lim = lim —— =1,
p—oo N+ P p—>oo]—o—|—1
ezért
lim | + + -+ | = 1i ! + ! + ! #0
im |a, an -4 a, = lim .
poo " H 2 P s n4+ 1 n42 n+p

fgy az 1.1.12 Megjegyzés miatt a vizsgalt harmonikus sor divergens.



1.2. MUVELETEK SZAMSOROK KOZOTT

1.2. Miuveletek szamsorok kozott

Definicié 1.2.1 A  a, és> .~ b, szamsorok (ebben a sorrendben képezett)

o0

0sszegén a
Z(an + bn)

n=1

szamsort, kiulonbségén pedig a

Z(an —by)

n=1
szamsort értjuk.

o0

n=1

Tétel 1.2.2 Konvergens szamsorok osszege és kiilonbsége is konvergens. Tovabbd,
b, szamsor osszege B, akkor

oo z’ .. s,
ha a ) ", a, szamsor Osszege A, és a )

(o ¢]

Z(a“ +0b,) =A+B.

n=1

Példa 1.2.3 Hatdrozzuk meg a

>
n=1 o"
szamsor 0sszegét!
Megoldas: Vilagos, hogy
22" 43" S 2)\" &= /3)\"
=2 (3) 2 (3)
n=1 n=1 n=1
Mivel - ,
>(3) =23
5 11—z 3
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és ,
SORES
g -3 2
ezért a Z 3 SzAmsor Osszege
2 3 13
3727 %

Definicié 1.2.4 Egy Z 1 Gy, sSzamsornak eqy o szammal képezett szorzatdan
a anl aa, szamsort értjuk.

» 00 , 2 .- ) ”
Tétel 1.2.5 Haa)  ~, a, szdmsor konvergens és dsszege A, akkor tetszdleges
a szamszorosa is konvergens, melynek 0sszege megegyezik aA-val.

Példa 1.2.6 Adjuk meg a y -, :1 szamsor 0sszegét!

Megoldas: Mivel
srtt = (5\"
-5 e
> =53 (3)

n=1 n=1

ezért a y - szamsor Osszege

n17n

Definicié 1.2.7 A > a, és > >~ b, szamsorok Cauchy-szorzatdn azt a
> ¢ szamsort értjik, melynek n-dik tagja, azaz c,, a kovetkezd szor-
zatosszeggel eqyenlo:

Cn = albn + Qan—l + - an—le + anbl'

Megjegyzés 1.2.8 Konvergens szdamsorok Cauchy-szorzata dltaldban nem
konvergens. Megmutathato, hogy a konvergens

— (=1)"
Z n+1

n=0
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szamsor onmagdval vett Cauchy szorzatdban szerepld c, tagra

u 1
¢, = (=1)"
(=1) ;\/i—l—l\/n—i—l—i

teljestl. A szamtani és mértani kozép kapcsoltara érvényes osszefliggés alapjdn

n -+ 2
2

Vi+1)(n+1—14) <

minden i-re, ezért

2
> HN——>1
o = (n+ 1) ——

minden n-re. fgy a vizsgdlt sor onmagdval képezett Y-, ¢, Cauchy-szorzatdban
lim, o0 ¢, # 0, ami miatt ay . ¢, sor nem konvergens (az 1.1.8 Tételt sze-
rint).

1.3. Nemnegativ tagu sorok

Definicié 1.3.1 Nemnegativ tagi soron olyan valos szamokbol dllo sort értink,
melynek minden tagja nemnegativ.

A nemnegativ tagu sorok k-dik részletosszegeinek [sy; k € NT]| sorozata
monoton novekvo. Jol ismert az a tény, hogy monoton novekvo, feliilrdl
korlatos sorozat konvergens. Az is igaz, hogy konvergens valds szamsorozat
(feliilrél) korlatos. [gy igaz a kiovetkezd allités.

Tétel 1.3.2 Egy nemnegativ tagi sor akkor és csak akkor konvergens, ha
k-dik részletosszegeinek [sy; k € NT| sorozata felilrdl korlatos.

Példa 1.3.3 Mutassuk meg, hogy az
L+q+q+ 4"+

mértani sor konvergens, ha 0 < q < 1/
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Megoldas: Mint ismeretes,

k_l_qurl

sk=14+q+q¢+ - +gq —

Ha g =0, akkor minden k indexre s, = 1; ebben az esetben a mértani sor
konvergens.
Ha 0 < q <1, akkor
1 — gkt 1

— < ,
oK 1—g¢q 1—g¢q

azaz a mértani sor k-dik részletdsszegeinek [sy; k € NT| sorozat korldtos. fgy,
az elozo tétel szerint, a mértani sor konvergens. Ebbol a képletbol a mértani
sor s 0sszege is megkaphato:
1 — ¢! 1
s = lim s, = lim d = .

Konvergenciakritériumok

Tétel 1.3.4 (Integrdlkritérium) Legyen f(x) olyan egyvdltozds valds fiigguény,
amely valamely pozitiv egész ng esetén az [ng,o0) intervallumon monoton
csokkend és pozitiv értékeket vesz fel. Legyen Y > | a, olyan szamsor, amely-
nek tagjaira a, = f(n) t(//:/(/tsz)/;lc. Ebben az esetben, a Y >, a, sor akkor és
csak akkor konvergens, ha a [ f(x)dx impropius integrdl konvergens.

. Jng - . .

Példa 1.3.5 Legyen p tetszileges (rogzitett) valos szam! Mutassuk meg,
hogy

szamsor konvergens, ha p > 1 és divergens, ha p < 1.
Megoldés: Alkalmazzuk az integrélkritériumot! f(z) = L és ng = 1.
El6szor vizsgaljuk meg a p = 1 esetet!

| 1
/ —dx = limbﬁm/ —dx = limy_ [ln:v]li = lim (Inb) = oc.
1 €T 1 X b—o0
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Tehat p = 1 esetén a sor nem konvergens.
Vizsgaljuk most a p # 1 esetet!

o) 1 b
—dx = limy oo [ 27Pdz = limy_,o0 P =
/1 xpx My /156 x = limy_, 1_p[az 11
1
= lim (b*7 — 1).
1—pb—>oo

13

Ha p < 1, akkor a fenti hatarérték nem létezik, mert ekkor lim, o b' P = oo.

Ha p > 1, akkor a fenti hatdrérték egyenlé ——-gyel.
p—1
Az integralkritérium szerint tehat a

o0

1

npkP
n=1

sor konvergens, ha p > 1, és divergens, ha p < 1.

Példa 1.3.6 Dontsiik el, hogy a
i /1
n=1 TL5

sor konvergens, vagy divergens!

Megoldas: Mivel
= 1 = 1

ezért az elozo példa alapjdn a vizsgdlt sor konvergens.

Példa 1.3.7 Dontsiik el, hogy a
i 1
n=1 \/ﬁ

sor konvergens, vagy divergens!

Megoldas: Mivel

> =2

n=1 n=1

S
|

Si-

ezért a vizsgalt sor divergens.
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. . P ‘ . 141 2774 NNOO . 00
Tétel 1.3.8 (Majordnskritérium) Ha a valos szamokbol allo Y >~ a, és " by
sorok esetén megadhato olyan ng valdos szam, hogy minden ng-ndal nagyobb n
indexre

() S aTL S b'”,

teljesiil, és a Y >~ b, sor konvergens, akkor a ) ", a, sor is konvergens.

Példa 1.3.9 Mutassuk meg, hogy a

oo

> T
—~nd+n’+1

sor konvergens!
Megoldas: Tetszoleges pozitiv egész n esetén

n n B 1 < 1
m4n2+1 - nd3+n2 n24n - n2
Mivel a
>
2
n:ln

sor konvergens, ezért a majoranskritérium alapjan a

z:: +n2+1

sor is konvergens.

Tétel 1.3.10 (Minordnskritérium) Ha a valds szdmokbdl dallo Zf;l a, €s
> o2 by sorok esetén megadhatd olyan ng valds szam, hogy minden ng-ndl
nagyobb n indexre

Qn, Z bn Z 0

teljesil, és a Y " | b, sor divergens, akkor a Y > a, sor is divergens.
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Példa 1.3.11 Mutassuk meg, hogy a

nd +1
n=1
sor divergens!
Megoldas: Minden n indexre
n? n? n? 1

Ay = > =
n+1 " nd4+nd 23 2n

Mivel a
>l
n=1 n

sor divergens, ezért - a minorans kritérium szerint - a

N | =

=1
> 5

n=1

sor is divergens.

Megjegyzés 1.3.12 A tovabbiakban azt fogjuk mondani, hogy a valds szamokbol
allé >~ a, és > 7 b, sorok eseté a Y > | b, sor majordlja a - a, sort
(illetve a >~ | a, sor minordlja a » - b, sort), ha megadhaté olyan n
valos szam, hogy minden ng-néal nagyobb n indexre 0 < a,, < b, teljesiil.

Tétel 1.3.13 (Altaldnos gyokkritérium) Ha a valds szamokbdl dllo "
sorhoz taldalhato olyan 0 < q < 1 feltételnek eleget tevd valos szam €és olyan

ng nemnegativ egész szam, hogy n > ng esetén

1 On

a, > 0, és v Qnp, < q,
akkor a Y~ >° | a, sor konvergens

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy a >~  a, valés szdmsorhoz vannak olyan, a
tételben szerepld feltételnek eleget tevd g és ny szamok, melyekre

a, >0 é a,<qg<1
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teljesiil minden n > ng indexre. Ekkor minden £ pozitiv egész szamra

0< Ang+k < qn()+k

teljesill, azaz a )~ a, sort majoralja a
2 n

mértani sor. Mivel ¢-ra teljesiil a 0 < g < 1 feltétel, ezért a mértani sor
konvergens. Igy az dltaldnos majordanskritérium miatt a » > | a, sor konver-
gens.

Tétel 1.3.14 (Specidlis gyokkritérium) Ha a nemnegativ tagi .~ a, sor

esetén
lim Ya, <1,

n—oo

akkor a Y7 | a, sor konvergens.

Megjegyzés 1.3.15 Ha a nemnegativ tagi > - a, sor esetén

lim a, >1

n—o0

teljesiil, akkor lim,, ,~oa, = 0 nem teljesiilhet, és ezért a 22021 a,, sor diver-
gens.

Megjegyzés 1.3.16 Az el6z6ek alapjan a kovetkezék adddnak.
e Ha lim,,_. v/a, < 1, akkor a 22021 a, szamsor konvergens.
e Ha lim,,_ ¢/a, > 1, akkor a Z;’ozl a, szamsor divergens.

e Ha lim, . {/a, =1, akkor a >~ | a, szdmsorrél nem allithatjuk sem
azt, hogy konvergens, sem azt, hogy divergens; tovabbi vizsgalatokra
van sziikség.

Példa 1.3.17 Mutassuk meg, hogy a

i n—1 n(n—1)
n+1
n=

1
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szdmsor konvergens!
Megoldads: Alkalmazzuk a specidlis gyokkritériumot! Mivel

n(n—1) (n—1)
. . affn—1 . n—1
A, Vo = i \/(n+1) —J&&(HJ B

. L L1,
_nl_{l;.lo (n;i'{2)n_1 _nl_{EO (1+ %)n—lg < 9

ezért a vizsgdlt sor konvergens.

Tétel 1.3.18 (Altaldnos hanyadoskritérium) Ha a valds szamokbdl dllo y > | a,
sorhoz taldlhato olyan 0 < q < 1 feltételnek eleget tevd valos szam és olyan
ng nemnegativ eqész szam, hogy n > ng esetén

. An41
€s <

an > 0,
(1‘77,

akkor a Y7 | a, sor konvergens

Tétel 1.3.19 (Specidlis hdanyadoskritérium) Ha a pozitiv tagi Y -, a, sor

esetén
an +1

lim <1,

n—oo (i,

akkor a Y | ay, sor konvergens.

[e.o]

n—1 an SOT eseten

Megjegyzés 1.3.20 Ha a pozitiv tagi >

. an-l—l
lim

n—00

> 1

teljesiil, akkor van olyan N index, hogy a, > ay > 0 teljesiil minden n > N
esetén, és ezért a lim,,_,~a, = 0 egyenloség nem teljesiilhet; ebben az esetben
ay o ay sor divergens.

Megjegyzés 1.3.21 Az el6z6ek alapjan a kévetkezok adddnak.

An41 o0 z
wtl < 1, akkor a )" a, szdmsor konvergens.

n

e Ha lim,_ o0
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[ Ha llmn_mo aZ+1
n

> 1, akkor a ) | a, szdmsor divergens.

e Ha lim,_ aZ:1 =1, akkor a Y 7 @, szdmsorrdl nem &llithatjuk sem
azt, hogy konvergens, sem azt, hogy divergens; tovabbi vizsgalatokra
van sziikség.

Példa 1.3.22 Dontsiik el, hogy a

=, nl
2 37

n=1

szamsor konvergens-e, vagy divergens?
Megoldas: Alkalmazzuk a specidlis hanydoskritériumot! Mivel

LG (n+D 2041 1+ 5
A an, = 2n+1+1_nh—>nc3o<n+1)2+2in

ezért a vizsgalt sor divergens.

A kovetkezo példaban szereplo két szamsor mindegyikében lim,, o, agzl
1. Tehat a fentiek alapjan nem tudunk donteni. Viszont igazolhatd, hogy az

els6 szamsor divergens, a masodik pedig konvergens.

Példa 1.3.23 A

o0
1
n=1 n
szamsor esetén
a _1
n+1 . 1 .
1 = lim % im = lim T =

és a
o0
1
n
n=1
szamsor divergens. A
oo
1
n2
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szamsor esetén

1

lim%: limﬁz limn—: lim ———= =1
n—oo  Qy n—oo 5 N—00 (n —+ 1)2 Nn—00 (1 + l)
és a
>
2
n=1 n

szamsor konvergens.

1.4. Leibniz-sorok

Definicié 1.4.1 Leibniz-soron olyan valds szdmsort értink, amelyben a ta-
gok vdltakozo elojeliiek, abszolut értékben monoton csokkennek és a nulldhoz
konvergdlnak.

Tétel 1.4.2 Minden Leibniz-sor konvergens.

Bizonyitas. A vizsgalt Leibniz-sort a kovetkezd alakban vessziik fel:
a1 — Qo +as — a4 + -+ ,

ahol mindegyik a, pozitiv. Annak igazolasdhoz, hogy a vizsgalt sor k-dik
részletosszegeinek [sg, k € NT| sorozata konvergens, elegendd megmutatni,
hogy a sorozat péaros indexti elemeib8l &ll6 [sor, k& € NT] részsorozata és a
paratlan index®i elemeibél all6 [Sox_1,k € NT] részsorozata konvergens, és
ezek a részsorozatok kozos hatarértékhez tartanak. Vildgos, hogy minden
k€ Nt esetén

Sok+1 = Sok—1 — A2k + Q2p+1 < Sop—1,

azaz a paratlan indexti elemek részsorozata monoton csokkeno. Az is vildgos,
hogy minden k& € NT esetén

Sok42 = Sok + Q2p41 — Q2pt2 = Sok,
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azaz a paros indexl elemek sorozata monoton novekvo. Mivel minden k& €
NT esetén
Sg < Sop = Sop—1 — Qo < Sop—1 < 81,

ezért mindkét részsorozat korlatos. Ismert, hogy minden monoton csokkeno
[novekvé|, alulrdl [feliilrél] korldtos valds szamsorozat konvergens, ezért a

)

vizsgalt részsorozatok konvergensek. Mivel limy_,o asr = 0, ezért

lim sop, = lim Sop_1 — lim a9, = lim Sop_1,

azaz a két részsorozat kozos hatarértékhez tart. Tehdt az [sg, k € NT] sorozat
konvergens.

Példa 1.4.3 Mutassuk meg, hogy a

Z(_l)nn lil n

sor konvergens!
Megoldds. Megmutatjuk, hogy a vizsgalt sor Leibniz-sor. A sor tagjai vdltakozo
elojeliek. Az vildgos, hogy

1

limy—soo——— =0
nilnn

Mivel minden n > 2 egész szamra

1 1 , 1 1
- > >0 és > > (0,
n n+1 Inn = In(n+1)

ezért
1 1

nqgln n ~ (n+1)in(n+1)

€s igy az - z; — sorozat monoton csokkend. Tehat a vizsgdlt sor Leibniz-sor,

€s igy a sor konvergens.

1.5. Abszolit és feltételes konvergencia
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Definicié 1.5.1 Egy > | a, szdmsort abszolit konvergensnek nevezink, ha
a tagok abszolut értékébol alkotott

o0

> laal

n=1

szamsor konvergens.

Tétel 1.5.2 Minden abszolut konvergens szamsor konvergens.

Bizonyitas. A Chauchy-féle konvergenciakritériumot hasznélhatjuk. Tegytik
fel, hogy a > | a, szdmsor abszolit konvergens. Legyen e tetsz6leges po-
zitiv egész szam. Akkor van olyan ng valés szam, hogy minden n > ng egész
szam és minden p pozitiv egész szam esetén

|ani1] + -+ |anip| <€

fgy
|an+1 + -+ aner’ < |an+1| +oeet |an+p| <€

amibél mér kovetkezik a > | a, szdmsor konvergencidja. O

Példa 1.5.3 A

szamsor abszolut konvergens, mert a

n=1

szamsor konvergens.

Tétel 1.5.4 Abszolut konvergens szamsorok dsszege, kiilonbsége és szamszorosa
is abszolut konvergens. Abszolut konvergens szamsor szdmszorosa is abszolut
konvergens.
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Definicié 1.5.5 Egy Y ", a, szdmsort feltételesen konvergensnek nevezink,
ha konvergens, de nem abszolut konvergens.

Példa 1.5.6 Mutassuk meg, hogy a

o1
> (=1
n=1

sor feltételesen konvergens.

Megoldas: Vildgos, hogy a
- 1
> (=0
n=1 %

sor Leibniz-sor, ezért konvergens. Korabban mar belattuk, hogy a

I
n=1 n
szamsor (az un. harmonikus sor) divergens. Ezért a >~ (—1)"% sor feltételesen

konvergens.

Példa 1.5.7 A

n=1

szamsor abszolit konvergens, ezért konvergens is. Igy nem feltételesen kon-
vergens.



2. fejezet

Fluggvénysorok

2.1. Filggvénysorozatok

Definicié 2.1.1 Az olyan sorozatot, amelynek elemei figgvények, fiigguény-
sorozatnak nevezzik.

Itt olyan fliggvénysorozatokkal fogunk foglalkozni, amelyeknek elemei a
komplex szamok halmazan vagy annak valamely részhalmazan értelmezett,
komplex értékl figgvények. Az ilyen fiiggvénysorozatokat komplex valtozos
fiiggvénysorozatoknak nevezziik. Specidlis esetként foglalkozunk olyan fiigg-
vénysorozatokkal is, amelyeknek elemei valds értékii, valés valtozos fiiggvények.
Az ilyen fiiggvénysorozatokat valds valtozds fliggvénysorozatoknak nevezziik.

Definicié 2.1.2 Egy komplex (specidlisan, valds) vdltozés f, figguénysoro-
zat értelmezési tartomdnyan mindazon komplex (specidlisan, valés) szamoknak
a halmazat értyik, amelyek az f, figguények mindegyikének értelmezési tar-
tomdnydba beletartoznak.

Példa 2.1.3 Hatdrozzuk meg az

fo@)=vz—n, n=12,...

valos vdltozos fugguénysorozat értelmezési tartomdnydt!

23
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Megoldds: Mivel az f,, figgvény értelmezési tartomdnya az [n, o) interval-
lum, ezért a vizsgdlt fiigguénysorozat értelmezési tartomdnya a

mfzozl [n7 OO)
halmaz, azaz az tres halmaz.
Példa 2.1.4 Hatdrozzuk meg az

falx) =vn2—22 n=1,2...

valos vdltozos fligguénysorozat értelmezési tartomanydt!
Megoldds: Az f, figguény értelmezési tartomanya mindazon valos x szamokbol
all, amelyek teljesitik az

n?—z2>0

eqyenloséget, azaz, amelyekre
n? > z?

teljesil. Ezek pontosan azok a valds szdmok, amelyekre
n > |z|

igaz, vagyis amelyek beletartoznak a [—n,n] intervallumba. Ezért a vizsgdlt
fuigguénysorozat értelmezési tartomanya a

o0

n:l[_n7 TL]

halmaz, azaz a
[_17 1]

ntervallum.

Definicié 2.1.5 Egy f, fuggvénysorozat értelmezési tartomanydnak valamely

o pontjat a flugguénysorozat konvergenciapontjinak nevezzik, ha az xo pont-

nak a fiigguénysorazat elemeibe vald behelyettesitésével keletkezett f,(xo) szdmsorozat
konvergens. Ha az f,(x¢) szdmsorozat divergens, akkor pedig azt mondjuk,

hogy xo az f, fligguénysorozat divergenciapontja.
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Definicié 2.1.6 Egy fiigguénysorozat konvergenciapontjainak halmazdt a fiigg-
vénysorozat konvergenciatartomdnyanak nevezzik.

Példa 2.1.7 Hatdrozzuk meg az
n=12 ...

valds valtozds fligguénysorozat konvergenciatartomdnydt!
Megoldads: A fugguénysorozat értelmezési tartomdnya a valos szamok halma-
za. Ha xo < —1, akkor

lim zg

n—oo
nem létezik, mert az x sorozat pdros indexi elemei oo-hez, pdratlan indexi
elemei —oo-hez divergdlnak. Tehdt ekkor az xo pont divergenciapont.

Az xg = —1 pont divergenciapont, mert a behelyettesitésével keletkezett

—-1,1,—-1,1,...
sorozat divergens.
Ha —1 < xy < 1 teljesul, akkor

i = =0
Tehat ekkor az xy pont konvergenciapont.
Az xg = 1 pont konvergenciapont, mert a behelyettesitésével keletkezett

1,1,1

5 PRI

konstans sorozat 1-hez konvergdl.
Ha xq > 1, akkor

lim zj = oo.
n—o0

Tehat minden 1-nél nagyobb valos szam a sorozat divergenciapontja.

Tehat a figguénysorozat konvergenciatartomdnya a balrol nyilt, jobbrol
zart (—1, 1] intervallum.



26 2. FEJEZET. FUGGVENYSOROK

Definicié 2.1.8 Egy f, fuggvénysorozat hatdrfiigguényének nevezzik azt a h
fuggvényt, melynek értelmezési tartomdnya a figguénysorozat konvergencia-
tartomanya, és tetszéleges xo konvergenciaponthoz alim_,, f, () hatdarértéket
rendeli fugguényértékként. Képletben:

h(wo) = T f, (o).

Példa 2.1.9 Az eloz6 példdban szereplé z™;n = 1,2,... fliggvénysorozat
hatdrfiggvénye az a h figguény, melynek értelmezési tartomdnya a (—1,1]

intervallum, €s
0 ha —1 1
h(.%‘) _ a <<
1 hazx=1.

2.2. A fiuggvénysorokkal kapcsolatos alapfogal-
mak

Definicié 2.2.1 Az olyan sort, amelynek tagjai figguények, figgvénysornak
nevezzuk.

A fliggvénysorok indexezését altalaban 0-tél kezdjiik, azaz a fliggvény-
sorok altalanos alakja

Mint a fliggvénysorozatoknal, olyan fiiggvénysorokkal fogunk foglalkoz-
ni, amelyeknek tagjai a komplex szamok halmazén vagy annak valamely
részhalmazan értelmezett, komplex értékd fiiggvények. Az ilyen fiiggvény-
sorokat komplex valtozds fiiggvénysoroknak nevezziik. Specialis esetként fog-
lalkozunk olyan fiiggvénysorokkal is, amelyeknek tagja valds értékii, valds
valtozos fliggvények. Az ilyen fliggvénysorokat valds véaltozds fiiggvénysoroknak
nevezzik.
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o0

Definicié 2.2.2 Egy komplex (specidlisan, valos) vdltozos Y >~ fn fligguény-

sor értelmezési tartomdnydn mindazon komplez (specidlisan, valés) szamoknak
a halmazat értyik, amelyek az f, figguények mindegyikének értelmezési tar-

tomdnydba beletartoznak.

Példa 2.2.3 Hatéarozzuk meg a

Z In(x —n)

valés valtozds fliggvénysor értelmezési tartomanyat!

Megoldas: Az f,(z) = In(x — n) fiiggvény értelmezési tartoméany az (n, oo)
intervallum. Ezért egy x valds szam akkor és csak akkor van benne a fiigg-
vénysor értelmezési tartomanyaba, ha £ > n minden n nemnegativ egész n
esetén. fgy a fliggvénysor értelmezési tartomany az lires halmaz.

Példa 2.2.4 Hatéarozzuk meg a

o

Z r+n

n=0
valos fiiggvénysor értelmezési tartomanyat!
Megoldas: Az f,(z) = +/x + n fliggvény értelmezési tartoménya az [—n, 00)
intervallum. Ezért a fliggvénysor értelmezési tartoménya a [0, 00) interval-
lum.

Definicié 2.2.5 A komplex (specidlisan, valds) vdltozds Y > fn fligguény-

sor értelmezési tartomanyanak xo elemét a fiigguénysor konvergenciapontjainak
nevezziik, ha az x = xy helyettesitéssel adodé Y fn(xo) szdmsor konver-

gens. Ha ay " fu(xo) szdmsor divergens, akkor az xq szdmot a figgvénysor

divergenciapontjanak nevezzik.

Példa 2.2.6 Mutassuk meg, hogy a

oo

Sy

n

n=1
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valos valtozos fugguénysornak az xo = —% szdm konvergenciapontja, az xo =
—% szam pedig divergenciapontja!
Megoldads: Az xg = —% szamnak a fligguénysorba vald behelyettesitésével ke-
letkezett . - (2)n
3n+2m (1\" 1+ (3
—1)" 2] = _1)yn_ 3/
ST (G) = e
n=1 n=1
szamsor Leibniz sor, ezért a sor konvergens. Tehdt az xg = —% szam kon-
vergenciapont.
Az xg = —% szammnak a fugguénysorba valo behelyettesitésével keletkezett
i3n+2n 1 "_iu(%)"
n=1 n 3 N n=1 n

szdmsor diwergens, mivel a sort minordlja a divergens > - % sor. Tehdt az

Ty = —% szam divergenciapont.

Definicié 2.2.7 Egy figgvénysor konvergenciapontjainak halmazdt a fiigg-
vénysor konvergenciatartomdnydnak nevezzuk.

Példa 2.2.8 Hatdrozzuk mega y -, z™ valds fliggvénysor konvergenciatar-
tomanyat!

Megoldas: Egy ¢ valés szamnak a fliggvénysorba valé behelyettesitésével
keletkezett ¢ kvécienst ) > ) ¢ mértani sor akkor és csak akkor konvergens,
ha |q] < 1. fgy a vizsgalt fliggvénysor konvergenciatartomanya a (—1,1)
intervallum.

Definicié 2.2.9 Egy komplex (specidlisan, valds) vdltozds Y~ fn(2) figg-
vénysor osszegfigguényén azt a s(x) fligguényt értjik, melynek értelmezési
tartomdnya megegyezik a fiigguénysor konvergencitartomanydval, és ezen kon-
vergenciatartomdny tetszéleges xo pontjdhoz ay .~ fn(xo) szdmsor dsszegét
rendeli. Képletben:

o0

s(xg) == an(mo).

n=0
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Példa 2.2.10 Hatdrozzuk meg a

PPACESE
n=0

hatvanysor dsszegfiigguényét!
Megoldas: A vizsgdlt sor

(e o]

> 2z +1)"

n=0
alakban is irhatd, amely eqy 2(x + 1) kvdciensd mértani sor. Ennek konver-
genciatartomdanya mindazon valos x-ek halmaza, amelyekre

2(x+1)] <1

teljestl, azaz, amelyekre

3 cy< 1
— <z <=
2 2

fgy a fiigguénysor s(x) dsszegfiigguényének értelmezési tartomdnya a (—3,
intervallumon, és ennek tetszoleges x pontjdra

N
|
N[
~—

P 1 B 1
S 1-2@+1) 2241

s(z)

2.3. Hatvanysorok

Definicié 2.3.1 Azag,aq,...,a,,... €szg komplex konstansokkal, valamint
a z komplex vdltozoval képezett

a0+ ar(z — 20) + as(z — 20)2 + -+ + an(z — 20)" + - -
fugguénysort a zy koruli komplex vdltozos hatvdnysornak nevezzik. Ha a

konstansok valosak és z is valos vdltozo, akkor a sort valos vdltozos hatvdnysornak
nevezzuk.
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Megjegyzés 2.3.2 FEgy hatvinysor szummajellel rovidebben is felirhato:

[e.e]
Z an(z — 29)".
n=0

Megjegyezziik, hogy az ag(z — 29)° akkor is jeloljon ag-t, ha z = z.

, . ’ 00 n .

Tétel 2.3.3 (Abel-féle tétel) Ha a )y~ an(z — 2)" hatvanysor konvergens
eqy z1 # zo pontban, akkor abszolut konvergens minden olyan z pontban,
amelyre |z — zo| < |21 — 20| teljesiil.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a )~ a,(z—2)™ hatvanysor konvergens egy
21 # 7o pontban. Definicié szerint ez annyit jelent, hogy a Y >, an(z1 — 2p)"
szamsor konvergens és ezért

limy, s ootn (21 — 20)" = 0.

Mivel minden konvergens sorozat korlatos, ezért megadhato olyan v > 0 valds
szam, hogy minden n indexre

an (21 — 20)"| <0

teljesiil. Legyen z olyan komplex szdm, amely eleget tesz a |z — zo| < |21 — 20|
feltételnek. Ez ilyen z szamokra igaz, hogy

%
0 1,
21 — R0
és ezért a
oo n
zZ— 20
v
2 — 2
—lz— 2
mértani sor konvergens. Mivel
z—2z " z—2z "
n n - <0 - <0
|an(z = 20)"| = lan(z1 — 20)" <w
1~ 20 21— 20
[e.9] 00 n
‘ _ n| o s LS : z—20 £ :
ezértay 7o lan(2—20)"| sort majoralja a konvergens v 7 | =2 | mértani

sor. A majoranskritérium szerint a y_ ° . |a,(z — 2)"| sor konvergens, azaz
ay o gan(z — z)" sor abszolit konvergens.
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Megjegyzés 2.3.4 Az Abel-féle tétel szerint minden z, kortili komplex valtozds
hatvanysor konvergenciatartomanya a komplex szamsik valamely 2y kozéppontu
korének belsé pontjaibdl, illetve a kertileten 1évé pontok némelyikébol all.
Ennek a kornek a p sugarat a hatvanysor konvergenciasugaranak nevezziik;
ez lehet 0, lehet egy pozitiv egész szam, de lehet oo is. Megmutathato, hogy

1
0= lim —— = lim
n—oo |an| n—o00

Valés valtozos xq kortili
o0

Z an(x — x0)"

n=0
hatvanykor konvergenciatartomanya (az el6zéek kovetkezményeként) az (zo—
d, zo+ ) nyilt intervallum pontjaibdl, esetleg ezen intervallum végpontjainak
valamelyikébol dllnak. Az intervallum felének p értékére az elézéekben felirt
képletek érvényesek.

Példa 2.3.5 Adja meg az xo = 0 koruli
o0 1 n
3 (1+_) o
n=1 n

hatvdanysor konvergenciatartomdnydt!
Megoldas: A hatvdnysor konvergenciasugara:
1

S n—00 YOy, n—oo | —+

3=

fgy a (—1,1) intervallum pontjai a fiigguénysor konvergenciapontjai. Mivel a
—1, illetve 1 szdmoknak a hatvdnysorba valo behelyettesitésével keletkezett

i(—l)" <1+%>n, és i <1+%)n

n=1 n=1

szamsorok altaldnos tagja nem tart nulldhoz, ezért a —1 és 1 szdmok diver-
genciapontok. Tehdt a vizsgdlt szamsor konvergenciatartomdnya a

(_17 1)

mtervallum.
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Példa 2.3.6 Adja meg az xg = 1 koruli

o0

Sk

n=1

hatvanysor konvergenciatartomdnydt!
Megoldas: A hatvanysor konvergenciasugara:

1
o= lim = lim {/{/n =
n—oo Yy anp n—o00 n—oo
n

fgy, az Abel-féle tétel szerint, a (0,2) intervallum belsé pontjai konvergencia-
pontok. Az intervallum bal oldali végpontjanak behelyettesitésével keletkezett
szamsor:

> 1
;(—1) N

amely szdmsor Leibniz sor, ezért konvergens. fgy a —1 pont a sor konver-
genciapontja. Az intervallum jobb oldali végpontjanak behelyettesitéscvel ke-

letkezetlt szamsor:
>
n=1 \/ﬁ

amely szamsor divergens. fgy a 2 pont divergenciapont. Tehdt a vizsgdlt sor
konvergenciatartomanya a
[0,2)

mtervallum.

Példa 2.3.7 Adja meg az xg = 2 koruli
> ey
2
n=1 n

hatvdnysor konvergenciatartomdnydt!
Megoldas: A hatvdnysor konvergenciasugara:

o= lim = lim Vn2=1.
n—oo Y an n—oo n—o00
2
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fgy, az Abel-féle tétel szerint, a (1,3) intervallum belsd pontjai konvergencia-
pontok. Az intervallum bal oldali végpontjanak behelyettesitésével keletkezett
szamsor:

n=1
Leibniz-sor, ezért konvergens. Az intervallum jobb oldali végpontjinak behe-
lyettesitésével keletkezett szdmsor:
>
2 )
n=1 n

amely konvergens. Tehdt a vizsgdlt sor konvergenciatartomanya az
[1,3]

intervallum.

Tétel 2.3.8 Ha a valds vdltozds

o

Z an(x — x0)"

n=0

hatvanysor az I = (a,b) véges vagy I = (—o0,00) végtelen intervallumban
konvergens, és ott

o
e e\ — o
g an(x — x0)" = s(x),
n=0
akkor a tagonkénti differencidlldssal, illetve tagonkénti integrdlassal adodo

00

oo
N , an ,
E nay(r — )" ', illetve E (z — )"
‘n+1
n=0 n=0

hatvanysor is konvergens az I intervallumban, és ott

o

Z na,(r — o) ! = §'(x),

n=0

illetve

- an N+
> P -(z = 20) = S(x) — S(x0),
n=0

ahol S az s fligguény tetszdlegesen wvdlasztott primitiv fligguénye.
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Példa 2.3.9 Hatdrozzuk meg a

o0

n+l, 1 2 3, 4.,
Z2n+ll’ —§+§JJ+¥QZ +?SU + -

n=0

hatvanysor konvergenciatartomanyat és osszegfiiggvényét!
Megoldas: A vizsgalt hatvanysor a

2/ 2 922 23

n=0

hatvanysor tagonkénti derivalasaval keletkezett hatvanysor. KEzen utébbi
hatvanysor § kvéciensti mértani sor, melynek konvergenciatartomanya a (—2, 2)
intervallum, Gsszegfiigvénye pedig (ezen az intervallumon):

1 2
S(x)—l—g_Q—x
fgy
in—i—lxn_s,(x)_ 2\ 2
rdl C\2—-z/)  (2—2)?

2.4. Taylor-sorok, Maclaurin-sorok

Egy ¢ pontban n-szer differencialhato egyvaltozos valos f fiiggvény xg pont-
beli n-dik Taylor polinomjan a

f'(zo) J (o)
1!

n!

/" (o)
2!

To(z) = f(xo) + (x —x0) + (x —20)® + - + (x — x0)"
polinomot értjiikk. Ha egy egyvaltozds valés f fliggvény az xg pont valamely
E teljes kornyezetében (n + 1)-szer folytonosan differencialhatd, akkor az F

tetszoOleges x pontja esetén megadhato olyan xg és x kozotti & pont, hogy

_ f(n+1) (5) n+1 __

@) = Tyfa) + oS = =
(0 () ( (nt+1) )
:f(:co)—irf( )(x—azo)+~~—|— LAl )(x—:cg)”+—f (6)(:6—%)”+ :

1l nl (n+1)!
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Ezt a formulat Taylor-fromulanak nevezzik. Az

FD(E)

Fnx) =027y,

(.’E o xo)nJrl

tagot maradéktagnak nevezziik.

Definicié 2.4.1 Az xqg pont valamely teljes kornyezetében akdarhdnyszor dif-
ferencidlhato egqyvdltozos valos [ figguény xo koruli Taylor-sordn az

/ ” (n)
f(lg!jO) féTO)(x_xo)2+"'+f n(!x0)<x_33o)n+"‘

(o) + (x = mo) +

hatvdnysort értjik; ha xo =0, akkor a sort Maclaurin-sornak is nevezzik.

Tétel 2.4.2 Legyen [ az xg valos szam valamely E teljes kornyezetében
akdrhanyszor differencidlhato egyvdltozos valds fiigguény. Az f figguény eb-
ben a teljes kornyezetben akkor és csak akkor egyenlo sajdat xo koruli Taylor-
sordnak osszegfigguényével, azaz

%) (g
flz) = Z fi()(l — )"

n!
n=0

akkor és csak akkor teljesil, ha a Taylor-formula maradéktagja n — oo esetén
0-hoz konvergal minden x € E pontban, azaz

lim LHH) (&)

n+1
r— =0
n—00 (’n,—|— 1) (l LO)

teljestil tetszoleges x € E esetén.

Megjegyzés 2.4.3 Az f(x) =" figguény Maclaurin-sora:

2 n )

e’ =1+
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Az f(x) = sinzx fliggvény Maclaurin-sora:

.’L'S IIJ5 IQn—O—l 0 T2n+1
sinz =r— — +—+--- 1y ... = B
sing =2 — o + o +- (=1 On 1) + ,,Z;( ) on 1)

Az f(x) = cosz fiigguény Maclaurin-sora:

’L'2 1.4 ZL’Qn 00 ’L'Zn
/‘.1221—; — —1)" e — _171,‘
o ST (=1 (2n)! N ;( ) (2n)!

Tétel 2.4.4 Legyen K az
ag + a1 + (1,21172 S = (1,,1,.1;2 + -

hatvdnysor konvergenciatartomdnya, és legyen s(x) a sor dsszegfiiggvénye.
Ekkor s(z)-nek a K halmazon létezik Maclaurin-sora, és ez éppen az erede-
tileg adott

ag + a1x + (1,2:172 + e+ a,,,:I?Q -+

sorral eqyenlo.

Példa 2.4.5 Adjuk meg az

fiigguény Maclaurin-sordt!
Megoldds: Mivel a —1 < x < 1 feltételnek eleget tevd valds x-ek estén

=l4a4+a2+23+--,

11—z
ezért az f(r) = ﬁ figguény Maclaurin-sora az
l+z+a>+2°+ -

SOT.
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Példa 2.4.6 Adjuk meg az
f(z) = arctgx

fiigguény Maclaurin-sordt!

Megoldas: Ismert, hogy
1

1+ 22

(arctgx) =

Az
1 1

T 1422 1-(—2?)

s()

filigguény a —x? kvdcienst
1—2?+a2*—a%+ ...

mértani sor dsszegfiggvénye a (—1,1) intervallumon. Ennek tagonkénti in-
tegraldsdval keletkezett sor az

2> Al

Tt

3 5 7
sor. Mivel S(x) = arctgx az s(x) = ﬁ fligguény egy primitiv figgvénye,
ezért az s(x) = ﬁ fuiggvény Maclaurin-sordnak tagonkénti integrdldsdval
keletkezett

2 2 Z
l’—g—i-g—?‘i‘
sorra
. S
Ny 5 +E _ 7+ = S(x) — S(0) = arctgx — arctg0 = arctgz

teljesul. Tehdt az arctgx fligguény Maclaurin-sora

A

tgr =0 — — + — — — 4+ ...
arctgr = x 3 5 7

2.5. Fourier-sorok

A legegyszerlibb rezgések, az igynevezett harmonikus rezgések, amelyek ere-
do-jeként a legkiilonbozobb rezgések alakulhatnak ki. Természetesen vetodik
fel az a kérdés, hogy eldallithaté-e minden rezgémozgas tiszta harmonikus
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rezgések ereddjeként. A tapasztalat azt mutatja, hogy a periodikus rezgések
altalaban eléallithatok ilyen médon.

A tiszta harmonikius rezgések matematikailag a cosnz és a sinnz (n €
NT) fuggvényekkel frhaték le. A fenti kérdés matematikailag tehat tgy fo-
galmazhaté meg, hogy adott f egyvaltozos valds fiiggvény eléallithato-e

f(z) = ap+ aj cosx + by sinz + ag cos 2x + by sin 2z + - - -

alakban. Mivel ennek az egyenléségnek a jobb oldaldan 27 szerint periodi-
kus fiiggvények allnak, ezért ilyen el6éllitas csak akkor lehetséges, ha az f
fliggvény is 27 szerint periodikus.

Felvetodik az a kérdés, hogy ha az egyvéltozos valos f fliggvény 2p szerint
periodikus, akkor megadhato-e olyan zérustol kiilonbozo ¢ konstans, amellyel
fendll az

f(z) = ag + ay cos cx + by sin cx + as cos 2cx + by sin 2cx + - - -

egyenlOség. Az egyenl6ség teljestilése esetén a cos cx és sin cx fiiggvényeknek
2p szerint periodikusnak kell lenni; ez pedig akkor és csak akkor kovetkezik
be, ha c-re teljestilnek a

cos2pc =cos0=1 és sin2pc=sin0=0

egyenloségek. A legkisebb olyan ¢, amelyre ez teljestl, a

2pc = 21
egyenlet megoldasa, vagyis
s
c=—.
p

A 2p szerint periodikus f fliggvényekhez definidlni fogunk egy

T LT s . AT
ap+a;cos—x +bysin—x+ aycos2—x + bysin2—x + - - -
p p p

alaku fliggvénysort specidlis
Gg, a1, b17 az, b?v S

egylitthatékkal (az un. Fourier-egyiitthatokkal), amely sort az f fliggvény
Fourier-soranak nevezziik, és megvizsgaljuk, hogy milyen esetben lesz az f
fliggvény a Fourier-soranak osszegfiiggvénye.
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Definicié 2.5.1 A 2p szerint periodikus valds [ fiigguény Fourier-eqyiitt-
hatoin az

® qy= 2ip 02p f(x)dx,

° a, :%} 02p f(z)cosnZzdr (ne NT),
o b, =1 2pf x)sinnZzdr (ne Nt
pJ0O P
szamokat értjuk; az ezekkel képezett

ag + Z(an coS n%a: + b, sin n%z)

n=1

fugguénysort pedig az [ figguény Fourier-soranak nevezzik.

Példa 2.5.2 Hatédrozza meg a (0, 2] intervallumon az

x, ha0<z<1
flx) =
0, hal<zxz<2

képlettel definialt, 2 szerint periodikus fiiggvény Fourier-egyiitthatoit!

2.1. abra. f(x) grafikonja

Megoldas: A fiiggvény 2p = 2 szerint periodikus, ezért p = 1. fgy

[ 1/ 2 121" 1
a0:2—p i f(:l:)dx—a(/o xdx+/1 de)—§<[?}o>—z



40 2. FEJEZET. FUGGVENYSOROK

Legyen n > 1 tetszoleges egész szam. Akkor

1 [ ™ !
ap = —/ f(x) cosn—zdr = / x cosnrrdz.
P Jo p 0

Parcialis integralast alkalmazunk. Legyen
u(x) =z és vV'(x) = cosnmr.

Akkor .
u(x)=1 és wv(x)= iy

nm

fgy

nw nmw n?m2 lo

. 1 4
! sin nmwx Usinnra cosnmx!
rcosnmxdr = |z — dr = =
0 0 0

cosnm  cos0  (=1)" I {—#, ha n pdratlan,
=10

n2nt?2  n2r?  n2x2 n2q2 ha n pdros.
Tovabb4,
1 2p . T 1 .
b, = — f(z)sinn—zdxr = | xsinnrzde.
P Jo p 0

Parcialis integralast alkalmazunk. Legyen

wlx) =z és V' (x)=sinnmr.

Akkor COSNTXT
u(z)=1 és wv(x)=— :
nmw
Igy
1 1 1 . 1
. COSNTX COSNTXL COS N sin nmx
rsinnrrdr = |—x + doe = — + > =

0 nt Jo  Jp nm nmw n?*n? |,

nm’

B {i ha n pdratlan,

—L han pdros.

nm’
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A 2.5.1 Definiciénak a p = 7 esetre vonatkozé alakjat is megfogalmazzuk.

Definicié 2.5.3 A 27 szerint periodikus valos f figguény Fourier-egyitt-
hatoin az

o ag =2 J" f(x)dz,

27 Jo
e a,=1 027T f(z)cosnzdr (ne€ NT),
b, =1 0% f(z)sinnzdxr (n € NT)

szamokat értjik; az ezekkel képezett

ag + Z(an cos nx + by, sin nx)

n=1

fugguénysort pedig az f fiigguény Fourier-sordanak nevezzik.

Példa 2.5.4 Hatdrozza meg a (0, 27] intervallumon az

0, ha0<x<m
flz) =
1, ham<z<2m

képlettel definialt, 27 szerint periodikus fiiggvény Fourier-sorat!

2.2. abra. f(x) grafikonja

Megoldas:

27 2
ap = 1 f(x)dx = i/ ldx = i[56]72,” =

1
2m Jo 2m 2m 2
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1 2m 1 2m 1 . 2w
a, = —/ f(z) cosnzdr = —/ cosnrdr = — {smnw} = 0.
0 ™ ™

T T T n
1 2w 1 2w 1 o
b, = —/ f(z)sinnxdx = —/ sinnxdr = —— [COSWU} =
T Jo T Jr Tl n Iz

nm’

—2 han pdratlan,
0, ha n pdros.

[gy a vizsgalt f (x) fiiggvény Fourier-sora:

[e.e]

1 2 .
f(.T,') ~ 5 — 2 m sm(2k — 1).’13'

Tétel 2.5.5 Ha a periodikus egyvaltozos valos [ fugguénynek az xo helyen
van bal oldali €s jobb oldali hatdrértéke, és a fligguény Fourier-sora az xg
pontban konvergens, akkor a Fourier-sor xg pontbeli osszege az [ fugguény
xo pontbeli bal oldali és jobb oldali hatarértékének szamtani kozepével eqyenld
Specidlisan, ha az f fligguény folytonos az xy helyen, Fourier-sora pedig kon-
vergens xo-ban, akkor a Fourier-sor xq pontbeli dsszege f(xo)-lal eqyenld.

Tétel 2.5.6 Ha a [—p, p| intervallumnak van olyan
—p=xg < T < Ty << Ty =P

beosztasa, hogy az (x;_1,x;) (i = 1,2,...,n) intervallumokon a 2p szerint

periodikus fiigguény monoton, akkor az f figguény Fourier-sora (ha létezik)
mandenttt konvergens.

A Fourier-egyiitthatok kiszamitasdhoz hasznos adalék a kovetkezo tétel.

Tétel 2.5.7 Ha az egyvdltozos valos [ fiigguény 2p szerint periodikus, akkor
barmely valos a szdmra

"a+2p 2p
/ f(x)de = f(x)dz.

a 0

Ebbil adodoan, a Fourier eqyiitthatok kiszamitdsakor az integrdlds tetszoleges
2p hosszusagu intervallumon végezheto.
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Bizonyitas.

/aaﬂpf(m)dm = /:pf(m)da: + /;pr(m)dm.

P

Az egyenloség jobb oldalan all6 masodik integralban végezziink
r=14+2p

helyettesitést. Mivel
dr ]

i
és a
t(r)=x—2p
szigorian monoton novekvo fliggvényre
t(2p) =0 és tla+2p)=a
teljesiil, ezért
a+2p a a
[ tws = [ ter o= [
2p 0 0

felhasznalva azt is, hogy az f fliggvény 2p szerint periodikus (és ezért f(t +
2p) = f(t)). Az [ f(t)dt integralban a-et frhatunk a ¢ helyett, azaz

/Oaf(t)dt - /0 f(x)dz.

A bizonyitas elején levd egyenloség tehat a kovetkezd alaki:

/a " fw)de = / Y fayde + / " fla)da = / " Hw)de

Példa 2.5.8 frjuk fel annak a 27 szerint periodikus f(x) figgvénynek a Fou-
rier sordt, amely a (0, 27| intervallumon a kovetkezd képlettel van definidlva:

x2, ha 0 <z <m
(x—2m)?%, harm<uzxz<2m
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2.3. dbra. f(x) grafikonja

Mivel a wvizsgalt f(x) figguény 2w szerint periodikus, ezért a Fourier-
egyutthatok kiszamitdsandl tetszoleges 2 hossziusagu intervallumon integralhatunk.
Az eredeti képletek alkalmazdsakor az f(x) figguvény mdas-mds képlettel van
értelmezve a (0, ], illetve a (m, 27| intervallumokon. Viszont a (—m,m| in-
tervallumon az f(x) figguényre f(x) = x? teljesiil, igy célszerd a (—m, 7]
intervallumon elvégezni az integralast. Ezért
1 [ 1 {x:”r 72

22dr = —

a0:§ _,r 27

Han > 1, akkor

1/
p = — z“ cosnxdz.
™ —T

A parcialis integralds képletét alkalmazzuk. Legyen

u(z) = 2?, és v'(x) = cosna.
Akkor :
u'(z) =2z, és v(x)= el
n
Igy
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Akkor COS
u(z)=1, és wv(r)=— e
Igy
2 /7r sinnx 2 [—xcosnx sinnz|”
—— x de = —— + =
). n T n? nd |
a4
== (=1) =1

A b, egyiitthatokra pedig a kovetkezd eredményt kapjuk:

1 s
b, = —/ 22 sin nzdz.

—T

A parcialis integralds képletét alkalmazzuk. Legyen

u(z) = 22, és v'(x) = sinn.
Akkor P
u'(z) =2z, és wv(x)=— :
n
Igy

Ismét alkalmazzuk a parcidlis integralds képletét. Legyen

ulz) =z, és v(x)= CSnT,
n
Akkor .
b ) _ sinnz
u(x)=1, és v(zr)= o
Igy

s : ™
2 COSNT 2 | —xsinnxr cosnx
— T de = — 5 + 3 =0.
n n .

—T

Tehdt a vizsgdlt f(x) fiigguény Fourier-sora:
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Ismeretes, hogy ha egy egyvaltozds valos fliggvény az egész szamegyenesen
értelmezve van, akkor felirhatd egy paros és egy paratlan fliggvény Ossze-
geként. Ezért is érdekes szamunkra a kovetkezo tétel.

Péros h fliggvény [—p, p] intervallumon vett integralja a [0, p| intervallu-
mon vett integral kétszerese, paratlan h fiiggvény [—p, p| intervallumon vett
integralja pedig 0. Ezt a tényt is hasznaljuk a kovetkezo megjegyzésben.

Megjegyzés 2.5.9 Ha f pdros figguény, akkor f(x)sin nix pdratlan, f(x)cos niw
pedig pdros fiigguény, és ezért (haszndlva a fentebb bizonyitott tétel eredményét

is)
1 [P
b, = —/ f(x) sinn—xdr = 0,
PJp p

ao = 2%9/_2 F(w)dz = %/Opf(x)dx

1 (7 2 [P
ay, = —/ f(x) cos nZxdy = —/ f(z) cos nZzd.
pJ, p pJo p

valamint

Ha f paratlan figgvény, akkor f(x)cos nix pdratlan, f(x)sin niw pedig
pdros fugguény, és ezért

aozgp/pf(m)dx:()

1 P
a, = —/ f(z) cos nzdy = 0,
pJ, p
valamint

1 [? 2 [P
b, = —/ f(z)sin nZxdy = —/ f(z)sin nwd.
pJ, p pJo p

Az el6z6 megjegyzés alapjan megfogalmazhatjuk a kovetkezd tételt.

Tétel 2.5.10 Paros [ figguény Fourier-soraban csak konstans és koszino-

szos tagok szerepelnek:
1 (7
ag = / f(x)dz,
P Jo
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2 P
= —/ f(z) cos nwda.
D Jo p

Pdratlan f fiigguény Fourier-sordban csak szinuszos tagok szerepelnek:

9 [P
=- / f(z)sin n’zda.
P Jo p

Példa 2.5.11 Adjuk meg annak a 2 szerint periodikus f(x) figgvénynek a
Fourier-sordt, amely a [—1,1) intervallumon az f(x) = |x| képlettel van de-
finidlva.

2.4. abra. f(x) grafikonja

Mivel a vizsgdlt f(z) figguény pdros, ezért Fourier-sordban a b, eqyiitt-
hatokra
b, =0

teljesil. A fligguény 2p = 2 szerint periodikus, ezért p = 1. A 2.5.10 Tétel

szerint
e 1
ag = / rdr = —,
0 2

! —#, ha n pdratlan
a, =2 [ xcosnmrdr =--- = .
0 0, ha n pdros.

gy a vizsgdlt f(x) figguény Fourier-sora:

1
~ g = Z 2k—1 cos(2k—1)

0o
k:l
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