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Bevezetés

A kozépiskolai algebraoktatdasban az egyenletek megolddsa a kozponti téma. Ennek elsé
1épése az egyismeretlenes els6fokil egyenletek vizsgdlata, amelyet késobb a méasodfoku
egyenletek, valamint az olyan egyenletrendszerek vizsgalata kovet, amelyek két vagy
harom olyan elsofoku egyenletbol allnak, amelyek két vagy esetleg harom ismeretlent
tartalmaznak.

A fels6oktatasban az algebraoktatas tovabbhalad mindkét iranyban. Az egyik irany
a linearis egyenletrendszerek vizsgalata, a masik pedig a polinomok algebraja. A felsébb
algebra csupan kezdete az algebranak, amely igen szerteagazd.

A Budapest Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem mérnokoktatasaban szereplo
Matematika A2a tantargy tematikajanak részeként a linedris algebra legalapvetobb fo-
galmaival, illetve eredményeivel ismerkediink meg. FEz a jegyzet a Budapest Miiszaki
és Gazdasagtudomanyi Egyetem Kozlekedésmérnoki és Jarmtimérnoki Kar hallgatdi sza-
mara meghirdetett Matematik A2a el6adasaim linedris algebraval kapcsolatos anyagét
tartalmazza.

A jegyzet - a szamozatlan bevezetén kiviil - nyolc fejezetbol all. Az elsé fejezetben
a miuvelet fogalmaval és nevezetesebb algebrai strukturakkal, a félcsoport, a csoport,
a gyurl és a test fogalmaval ismerkediink meg. A masodik fejezet test feletti linearis
egyenletrendszerek egy megoldasi modszerét, a Gauss modszert tartalmazza. A harma-
dik fejezetben a vektorterekkel kapcsolatos alapfogalmakat és alapveto tulajdonsagokat
targyaljuk. A fejezet végén sziikséges és elégséges feltételt adunk egy linearis egyenlet
megoldhatosagara, illetve egyértemii megoldhatésdgara. A negyedik fejezetben a mat-
rixalgebraval foglalkozunk. Definidljuk a matrixok kozotti osszeadast és szorzast, és bi-
zonyitjuk a miiveletekkel kapcsolatos tulajdonsagokat. Definidljuk a négyzetes matrixok
invertalhatosaganak fogalmat is. A fejezet végén a linearis egyenletrendszerek matrix-
szorzatos alakjaval foglalkozunk. Az 6todik fejezetben definidljuk a determinans fogal-
mat, és foglalkozunk a determinans alaptulajdonsagaival. Bizonyitjuk a determinansok
szorzastételét. Definialjuk a matrix rangjat, bizonyitjuk a rangszamtételt, és vizsgaljuk a
négyzetes matrixok invertalhatésaganak determinanssal kapcsolatos feltételét. A fejezet



végén bizonyitjuk az n ismeretlent tartalmazo, n egyenletbdl all6 linearis egyenletrend-
szerekkel kapcsolatos Cramer-szabalyt. A hatodik fejezetben a maétrixok sajatértékei,
illetve sajatvektorai allnak a vizsgédlat kozéppontban. A hetedik fejezetben a vektorterek
kozotti linearis leképezésekkel foglalkozunk. Definidljuk egy linearis leképezés képterének
és nullterének fogalmat, és bizonyitjuk a veliik kpcsolatos dimenzidtételt. Megmutatjuk,
hogy egy test feletti n-dimenzids V) vektortérnek egy m-dimenziés V, vektortérbe va-
16 linearis leképezései és a vektorterek rogzitett bazisai esetén kolcsonosen egyértelmii
kapcsolat van Vi-nek V5-be vald linearis leképezései és a test elemeibdl képezett m x n
tipusi matrixok kozott. Megvizsgédljuk azt is, hogy milyen kapcsolat van egy test feletti
V' vektortérnek onmagaba valé linedris leképezéseihez (azaz linedris transzformaciéihoz)
a V vektortér kiillonb6zo bazisa szerint tartozd matrixok kozott. Definidljuk a linedris
transzformaciok sajatértékeinek és sajatvektorainak fogalmat, és vizsgdljuk a matrixok
diagonalizalhatosaganak sziikséges és elégséges feltételét. A nyolcadik fejezetben az R
vektortérrel kapcsolatos alapveto fogalmakkal és az R™ vektortér linedris transzformaci-
6ival (az n-dimenzids tenzorokkal) foglalkozunk.



1. fejezet

Algebrai strukturak

1.1. Definicié Tetszdleges A és B halmazok (ebben a sorrendben vett) Descartes-szorzatdn
értyiik az
Ax B={(a,b): a€ Abe B}

halmazt, azaz az olyan rendezett parok halmazdt, amelyekben az elsé helyen tetszoleges
A-beli, a mdsodik helyen pedig tetszbleges B-beli elem dll. Az A x A szorzatot A%-tel
fogjuk jeldlni. Tetszbleges n > 2 egész szdm esetén A™ jeléli az A"~' x A halmazt. Az
A™ elemei tulajdonképpen az A elemeibdl képezett rendezelt elem n-esek (azaz n-elemid
sorozatok) halmaza, ahol n pozitiv egész szdm (A az A-t jeldli).

A miivelet fogalma

1.2. Definicié Fgy A halmazon értelmezett n-vdltozés miuveleten (n pozitiv egész szam)
az A" halmaznak az A halmazba valo egyértelmi leképezését értjik. Az A halmaz egy
elemének kijelolését nullvaltozos miveletnek nevezziik.

Az algebrai struktira fogalma

1.3. Definicio Algebrai struktirdn olyan nem tires halmazt értink, amelyen értelmezve
van legalabb eqy mivelet. Algebra struktirdn tehdt egy olyan (A;) pdrost értink, ahol
A egy nem dres halmaz, ) pedig az A-n értelmezett miveletek halmazat jeloli. Az A
halmazt az algebrai struktira alaphalmazanak is szoktuk nevezni.
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Példaul, (A;+, *) olyan algebrai struktirat jelol, amelynek alaphalmaza egy A hal-
maz, és ezen a halmazon két miivelet van értelmezve; az 4 és a x miiveletek. Igy 2 olyan
kételemi halmaz, amelynek elemei a + és * miiveleti jelek, azaz Q = {4+, x}.

1.4. Megjegyzés Ebben a jegyzetben csak kétvaltozos miiveletekkel fogunk foglalkozni,
ezért a tovabbiakban a miivelet kifejezés mindig egy kétvaltozos miiveletet fog jelenteni.
Kétvaltozés f miivelet esetén valamely (a,b) € A? elempdrhoz hozzarendelt f-szerinti
A-beli elemet f(a,b) helyett afb médon jeloljiik (példaul: a + b, a x b vagy a - b).

Kétvéltozdés miiveletet sok esetben (példdul véges halmazon értelmezett miiveletek
esetén) tablazattal, az un. Cayley-féle miivelettdblazattal is meg lehet adni. Az aldb-
biakban egy ilyen esetet szemléltetiink. Ha egy kételemii A = {a,b} halmazon egy x
miivelet van értelmezve mégpedig gy, hogy a xa = a. axb=a, bxa =a, bxb =0,
akkor az ennek megfelelé Cayley-féle miivelettablazat a kovetkezo:

*la b
ala a
bla b

A téblazat jobb also része 2 sorbdl és 2 oszlopbdl all. Ebben az A halmaz mindkét
elemhez tartozik egy-egy sor és egy-egy oszlop (az elsé sor az a elem sora, a mésodik
sor a b elem sora, az els6 oszlop az a elem oszlopa, a mésodik oszlop a b elem oszlopa),
és ezek metszetében a sorhoz, illetve az oszlophoz tartozé elemeknek a x miivelet szerini
eredménye van feltiintetve. Példaul az a elem soréanak és a b elem oszlopanak metszetében
azért szerepel b, mert a x b = b.

A félcsoport és a csoport fogalma

1.5. Definicio Azt mondjuk, hogy eqy A halmazon értelmezett x mivelet asszociativ, ha
minden a,b,c € A elemhdrmas esetén a* (b c) = (a *b) x ¢ teljestil.

1.6. Definicio Ha egy A halmazon értelmezett * miwveletre teljestl, hogy tetszdleges a,b €
A elemek esetén a x b = b a, akkor akkor azt mondjuk, hogy a * mivelet kommutativ.



1.7. Definicié FEgy eqgymiiveletes (S; x) algebrai stuktirdt félcsoportnak nevezink, ha a *
mdvelet asszociativ. Ha a x mivelet ezen felil még kommutativ is, akkor kommutativ
félesoportrol beszéliink.
Jol ismert példdk kommutativ félcsoportokra:
(1) (N;+), azaz a nemnegativ egész szamok additiv félcsoportja,

(2) (N;-), azaz a nemnegativ egész szamok multiplikativ félesoportja,

(3) (Z;-), azaz az egész szamok multiplikativ félcsoportja.

Koénnyen ellenorizhetd, hogy a

*la b
ala a
blb b

Cayley-féle miivelettabldzattal megadott miivelet asszociativ, azaz az A = {a, b} kétele-
mil halmaz a tablazattal definidlt muiveletre nézve félcsoportot alkot.

1.8. Definicié Egy (S; *) félcsoport e elemét neutralis elemnek nevezziik, ha minden s € S
elemre e x s = s x e = s teljestil.

1.9. Megjegyzés A neutralis elemet a szorzas miivelete esetén egységelemnek, az Gssze-
adéas miivelete esetén pedig nullelemnek nevezziik. Tehét, ha egy S halmazon értelmezett
miivelet a szorzds, akkor az S egy e eleme akkor egységelem, ha minden S-beli a elemre
teljesiil az e - a = a - e = a egyenloség. Ha egy S halmazon értelmezett miivelet az
Osszeadas, akkor az S egy 0 eleme akkor nullelem, ha S minden a elemére teljesiil az
a+ 0 =0+ a = a egyenltség.

Az el6z6 példédban szereplé mindharom félcsoportnak van neutralis eleme. Az (N;+)
additiv félcsoportnak 0 a neutrélis eleme, azaz a nulleleme. Az (N;-) és (Z;-) félcsoportok
esetén az 1 szam a neutralis elem, azaz az egységelem.

1.10. Definicié FEgy e neutrdlis elemi (S; x) félcsoport a’ elemét aza € S elem inverzének
nevezziik, ha o' * a = a x ' = e teljestil.



1.11. Megjegyzés Az eléz6 definicidban szereplé o’ elemet a szorzas miivelete esetén az
a elem reciprokdnak is szoktuk nevezni és a~! mdédon is szoktuk jelolni. Tehat o=t € S
az az elem, amelyre (az a € S elemmel egyiitt) a - a™' = a™!-a = e teljesiil. Az
osszeadds miivelete esetén az o elemre az a elem ellentettje kifejezést haszdljuk és —a
modon jeloljiik. Tehdt —a € S az az elem, amelyre (az a € S elemmel egyiitt) a+ (—a) =

(—a) + a = 0 teljesiil.

1.12. Definicié Akkor mondjuk, hogy eqy G # () halmaz csoportot alkot egy * midveletre
nézve, ha

(1) a * mivelet asszociativ,
(2) van G-nek neutrdlis eleme, és

(3) G minden elemének van inverze (G-ben).

1.13. Megjegyzés Ha a miivelet a szorzas, akkor az el6z6 definiciéban szerepl6 (2) és (3)
feltételeket igy is megfogalmazhatjuk, hogy van G-nek egységeleme (azaz olyan e eleme,
amelyre e-g = g-e = g teljesiil minden g € G elemre), és G minden elemének van reciproka
(azaz minden g € G elemhez van olyan ¢g~' € G elem, amelyre g- g ! =g '.-g=e
teljestil).

Ha a mivelet az dsszeadds, akkor a (2) és (3) feltételeket gy is meg lehet fogalmazni,
hogy van G-nek nulleleme (azaz olyan 0 eleme, amelyre 0+ g = g+ 0 = g teljesiil minden
g € G elemre), és G minden elemének van ellentettje (azaz mindeg g € G elemhez van
olyan —g € G elem, amelyre g 4+ (—g) = (—g) + g = 0 teljesiil).

Jol ismert példak csoportokra:

(1) (Z;4), azaz az egész szamok additiv csoportja, amelyben 0 a neutralis elem (azaz
a nullelem), és egy a egész szam inverze (azaz az ellentettje) a —a egész szam.

(2) (@ \ {0};-), azaz a nullatdl kiilonboz6 raciondlis szamok multiplikativ csoportja,
amelyben 1 a neutrdlis elem (azaz az egységelem), és egy r # 0 raciondlis szam
inverze (azaz a reciproka) az ugyancsak nem nulla 1/r racionalis szdm.



A gyiirii és a test fogalma

1.14. Definicié Legyen R olyan nem tires halmaz, amelyen értelmezve van eqy + dssze-
adds €s eqy - szorzas mduvelet. Azt mondjuk, hogy R erre a két miwveletre nézve gyirit
alkot, ha

(1) (R;+) egy kommutativ csoport,

(2) (R;-) egy félesoport,

(3) A - mivelet mindkét oldalrol disztributiv az + miveletére nézve, azaz, a-(b+c) =
a-b+a-cés(b+c)-a=0b-a+c-a teljesil minden a,b,c € R elemre.

Egy olyan gyirit, amelyben a szorzds kommutativ is, kommutativ gyirinek neveziink.

1.15. Megjegyzés Tehat egy kétmiiveletes (R;+,-) algebrai struktira gytir({, ha

(1) az + oOsszeadds miivelete asszociativ, azaz a + (b+ ¢) = (a+b) + ¢ teljesiil minden
a,b,c € R elemre,

(2) az 6sszeadds kommutativ, azaz a + b = b+ a teljesiil minden a,b € R elemre,

(3) R-nek van nulleleme, azaz tartalmaz olyan 0 elemet, hogy a+0 = 0+a = a teljesiil
minden a € R elemre,

(4) R minden a elemének van ellentettje, azaz olyan —a elem, amelyre a 4+ (—a) =
(—a) 4+ a = 0 teljesiil,

(5) a - szorzas miivelete asszociativ, azaz a- (b-c) = (a-b) - ¢ teljesiil minden a,b,c € R
elemre,

(6) aszorzés disztributiv mindkét oldalrél az 6sszeadasra nézve, azaz a-(b+c) = a-b+a-c
és (b+c)-a=>b-a+c-a teljesil minden a, b, c € R elemre.

1.16. Megjegyzés Konnyen ellenérizhetd, hogy (Z; +, ), (Q; +, ), (R; +, ) egy-egy példa
gytrire. Ezek mindegyike kommutativ és egységelemes.



Tovabbi példa gyiiriire Legyen m > 2 egy egész szém, és legyen Z,, = {0,1,...,m —
1}. Definidljunk a Z,, halmazon egy Osszeadast és egy szorzast a kovetkez6képpen. Ha x
és y tetszbleges Z,,-beli elemek, akkor 6sszegiik (szorzatuk) legyen egyenlé a kovetkezovel:
szémitsuk ki az x és y szokdsos Osszegét (szorzatat), majd nézzik meg, hogy mivel
egyenld ennek az Gsszegnek (szorzatnak) az m-mel valé maradékos osztdsandl keletkezett
maradéka. Legyen ez a maradék a végeredmény. Ha pl. m = 3, akkor a Zs halmazon
értelmezett Osszeadas és szorzas miivelettablai a kovetkezok:

[\

+ |

N = OO
O DN ==
= O NN
N = O
OOOZ
O~ O

0
1
2

=N O

Itt nem foglalkozunk vele, de megmutathaté, hogy 7Z,, gytrit alkot a fentebb részle-
tezett Osszeaddsra és szorzasra nézve. Ezt szoktuk az egészek modulo m maradékosztaly
gytriijének nevezni.

1.17. Megjegyzés Ha 0 jeloli eqy R gyiri nullelemét, akkor tetszdleges r € R elemre
0-r=(0+0)-r=0-7r4+0-r teljesil, és igy (mindkét oldalhoz hozzdadva a Or elem
ellentettjét) 0 = Or adddik. Hasonléan, r -0 = 0. Ha egy R gylri csak egy elemet
tartalmaz (a O nullelemet), akkor ez az R egységeleme is. Ha R legalabb két elemet
tartalmaz, akkor a nulleleme nem lehet eqységelem is, mert ahhoz 0 - a = a-nak kellene
teljestilni tetszoleges a # 0 elemre, ami viszont az elézdek miatt lehetetlen. Ha egy
legalabb kételemid gyiri tartalmaz egységelemet (ami nem lehet az R nulleleme), akkor
0-nak nem lehet R-ben inverze, amibodl kévetkezik, hogy nincs olyan legaldbb kételemi R
gylrt, amelyben minden elemnek létezne (a szorzdsra nézve) inverze.

1.18. Definicié Egy legalabb kételemd (F' : +,-) kommutativ gyiirit testnek nevezink, ha
F-nek van e egységeleme (azaz olyan elem, amelyre r-e = e-r = r teljesil minden r € F
elem esetén), és F' minden 0-tdl kilonbozd elemének van R-ben inverze (mds szoval:
reciproka,).

1.19. Megjegyzés Tehdt egy legalabb kételemi, kétmiiveletes (F'; +, ) algebrai struktura
test, ha

(1) az + osszeadds miivelete asszociativ, azaz a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ teljesiil minden
a,b,c € F elemre,
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(2) az osszeadds kommutativ, azaz a + b = b+ a teljesiil minden a,b € F' elemre,

(3) F-nek van nulleleme, azaz tartalmaz olyan 0 elemet, hogy a+0 = 0+a = a teljesiil
minden a € F' elemre,

(4) F minden a elemének van ellentettje, azaz olyan —a elem, amelyre a 4+ (—a) =
(—a) + a = 0 teljesiil,

(5) a - szorzas miivelete asszociativ, azaz a- (b-c¢) = (a-b) - ¢ teljesiil minden a,b,c € F
elemre,

(6) a szorzds milvelete kommutativ, azaz a - b = b - a teljesiil minden a,b € F' elemre,

(7) F-nek van egységeleme, azaz tartalmaz olyan e elemet, hogy a-e = e-a = a teljesiil
minden a € F' elemre,

1

(8) F minden a # 0 elemének van inverze (reciproka), azaz olyan a~' elem, amelyre

a-at=a"! a=e teljesiil,

(9) aszorzés disztributiv mindkét oldalrél az 6sszeadasra nézve, azaz a-(b+c) = a-b+a-c
és (b+c¢)-a="b-a+ c-a teljesiil minden a,b, c € F elemre.

Az elozoek alapjan megfogalmazhaté a test fogalménak egy, az elézével ekvivalens
definicidja.

1.20. Definicié A test olyan legaldbb kételemi gyiiri, amelyben a nem nulla elemek eqy
kommutativ csoportot alkotnak a szorzdsra nézve.

1.21. Megjegyzés (Q;+,-), (R;+,-) és (C;+,-) egy-egy példa testre. Tovabbi példa
testre: Legyen p egy prim szam. Megmutathatd, hogy a Z, maradékosztaly gytrti test.

Megjegyezziik, hogy a tovdbbiakban egy test elemei kozé a szorzas jelét nem fogjuk
kiirni, azaz a - b helyett ab-t irunk.
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2. fejezet

Linearis tér (vektortér)

A térbeli vektor fogalma mar ismert. Sz6 volt a térbeli vektorok Osszegérol és valds
szamokkal (azaz a valds szamok testéhez tartozo elemekkel) valé szorzasardl is. Ismert
tény, hogy a térbeli vektorok halmaza kommutativ csoportot alkot a térbeli vektorok
szokasos Osszeadasara nézve, tovabba tetszoleges a és b térbeli vektorokra, valamint
tetszoleges «, B valds szamokra teljesiilnek az alabbiak

ala+b) = aa + ab,

(a+ B)a = aa + Ba,
(af)a = afa) = B(aa)
la = a.

Hasonl6 konstrukciot szemléltet a kovetkezo példa. Jelolje R™ a valds szamokbol
képezett n-elemii sorozatok halmazat. Az R™ halmazrodl igen egyszertien belathatd, hogy
kommutativ csoportot alkotnak a szamsorozatok szokdsos Osszeaddsara nézve, azza az

ai bl ay + bl

Qo b2 as + bg
. + . - .

Qp bn an + bn

ai
. . . s L a2 .
Osszeadasra nézve. Definidlhatjuk egy a valds szamnak egy | . | sorozattal vald szorza-

An
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tat a kovetkezoképpen:

aq aaq

(05} (6705}
« . =

an, (070 7%

Megmutathatd, hogy tetszéleges a,b € R™ sorozatokra, valamint tetszéleges a, 8 valds
szamokra teljesiilnek az alabbiak

ala+b) = aa + ab,

(a+ B)a = aa + Ba,
(aB)a = afa) = B(aa)
la=a

A matematikaban szamos egyéb helyen is taldlkozunk olyan konstrukciéval, ahol egy
(V;+) kommutativ csoport és egy I test elemei kozott értelezve van egy szorzds (ska-
larral valé szorzds) gy, hogy tetszleges a,b € V és «, 5 € F elemekre teljesiil a fenti
négy feltétel (a negyedikben 1 az F test egységelemét jeloli). Ebben a fejezetben ilyen
konstrukcidkkal foglalkozunk.

2.1. A vektortér fogalma

2.1. Definicié Akkor mondjuk, hogy egy (V;+) kommutativ csoport vektorteret alkot egy
F test felett, ha tetszdleges (a,a) € F x V' elempdrhoz hozzd van rendelve egyértelmien
a'V eqy aa modon jelolt eleme gy, hogy tetszoleges a, 5 € F és a,b € V' elemek esetén
az aldabbi egyenloségek teljesiilnek:

ahol 1 az F test eqységelemét jelol.



Kicsit részletesebben: Legyen adott egy (V';+) kommutativ csoport, azaz egy olyan
algebrai stuktira amelyben

e az Osszeadds asszociativ, azaz a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ teljesiil minden a,b,c € V
elemre,

e az Osszeadas kommutativ, azaz a + b = b + a teljesiil minden a,b € V' elemre,

e van nullelem, azaz van olyan 0 elem, hogy a + 0 = 0 + a teljesiil minden a € V
elemre,

e minden a € V elemnek van ellentettje, azaz olyan —a € V' elem, hogy a + (—a) =
(—a) + a = 0 teljesiil.

Legyen adott tovabba egy F test (példaul a raciondlis szamok teste, vagy a valds
szamok teste, vagy a komplex szamok teste).

Akkor mondjuk, hogy V' vektorteret alkot I felett, ha értelmezve van tetszoleges V-
beli a és tetszoleges F-beli a elem esetén az a-nak a-val valé aa mdédon jelolt V-beli
szorzata ugy, hogy tetszoleges o, B € F' és a,b € V elemek esetén az aldbbi egyenloségek
teljesiilnek:

e a(a+b) =aa+ ab,
a+ f)a=aa+ fa,
af)a = a(Ba) = f(aa),

e la=a.

* (
* (

Ha V vektortér F felett, akkor a V' elemeit vektoroknak, az [F elemeit pedig skala-
roknak is nevezziik. Az aa szorzatra azt mondjuk, hogy az a vektornak az « skalarral
képezett szorzata (vagy mésképpen: az a vektor « skaldrszorosa).

Példak vektorterekre:

(1) A bevezetoben leirtak alapjan mondhatjuk, hogy a térbeli vektorok halmaza vek-
torteret alkot a valds szamok teste felett.

(2) Hasonl6an, az R™ halmaz is vektorteret alkot a valds szamok teste felett.

(3) Megmutathatd, hogy (az R™ mintajara) tetszéleges F test segitségével képezett F"
halmaz vektorteret alkot az IF test felett.
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(4) Egy F test elemeibdl képezett egyvaltozés polinomok F[z] halmaza vektorteret
alkot I felett.

(5) Egy zo pontban differencidlhaté egyvaltozds valds fiiggvények halmaza vektorteret
alkot a valds szamok teste felett.

(6) Egy egyelemii (V;+) csoport (amelynek eleme a csoport nulleleme) tetszoleges test
felett vektorteret alkot.

2.2. Tétel Egy F test feletti V vektortérben aa = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha a = 0
vagy o = 0.

Bizonyitas. Eloszor azt mutatjuk meg, hogy ha a = 0 vagy a = 0, akkor aa = 0.
Legyen a € V tetszoleges vektor. Akkor

0a = (0 + 0)a = 0a + Oa,

amibdl

kovetkezik.
Legyen a € F tetszoleges skalar. Akkor

a0 = a(0+0) = al + a0,

amibdl

kovetkezik.

A forditott allitas bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy aa = 0 teljesiil valamely o € F
skalarra és a € V' vektorra. Elegendé megmutatni, hogy ha « # 0, akkor a = 0. Tegyiik
fel, hogy o # 0. Akkor

1 1 1
a=la (aoz)@ a(ozg) ~0=0,

felhasznalva a vektortér definicigjaban szereplo negyedik azonossagot és a fentebb mar
bizonyitottakat. O]
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2.3. Tétel Eqgy F test feletti V' wvektortér tetszoleges a vektordra és tetszdleges o € F
skaldarra, a(—a) = —(aa) = (—a)a, ahol —a az a vektor ellentettjét jeldli.

Bizonyitas. A 2.2. Tétel és a vektortér definiciéjaban szerepld els6é azonossag felhaszna-
lasaval,
0=0a0=a(a+(-a) = aa+ a(-a),
amibol
a(—a) = —(aa)
adodik.
A 2.2. Tétel és a vektortér definicidjaban szereplé masodik azonossag felhasznaldsaval,

0=0a=(a+(-a))a=aa+(—a)a,

amibdl

adédik. Tehat

2.4. Definicio FEqgy F test feletti V' vektortér
Qpy. .54

1

vektorainak az
ay,...,q, € F

skaldarokkal képezett linedris kombindciojdn az
a1ay + -+ aga, €V
vektort értjik. Akkor mondjuk, hogy eqy b € V' wvektor elddll az
a,...,a, €V
vektorok linedris kombindciojaként, ha megadhatok olyan
at,...,q, €F
skaldrok, amelyekkel teljestil a
b=aia + -+ aa,

eqyenlidség.
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2.2. Vektorok linearis fiiggetlensége és fiiggosége

2.5. Megjegyzés A 2.2. Tétel alapjan tetszoleges a, ..., a, vektorok esetén
Oa; +---+0a, =0,

azaz a 0 skalarokkal képezett linedris kombinacié eredményeként a nullvektort kapjuk.
A vektorterek elméletében fontos szerepet jatszanak azok a vektorok, amelyeknél nincs
is mas linearis kombinécié, amely eredményeként a nullvektor adodik.

2.6. Definicio FEgy F' test feletti V' vektortér
le cee 7Qn

vektorairol azt mondjuk, hogy linedrisan fiiggetlenek, ha az

aa; + -+ apa, =0

eqyenloséqgbol
ar=0,...,a, =0
kovetkezik. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy az{a,,...,a,} vektorrendszer linedrisan

fiiggo. Ez utobbi annyit jelent, hogy megadhatok olyan oo, ..., o, € F' skaldrok, amelyek
kozott van legalabb eqy nem-nulla, s amelyekre fenndll az

ara; + -+ aga, =0

eqyenloséy.

2.7. Tétel Linedrisan filiggetlen vektorrendszer barmely nem-tres részrendszere is lined-
risan fiiggetlen.

Bizonyitas. Ha az {a,,...,q,} linedrisa fiiggetlen vektorrendszernek {a, ,...,q; } egy
nem-iires linearisan fiigg6 részrendszere, azaz

ailgil + e + alelk - Q

ugy is teljesiil valamely «;,, ..., q;, skaldrokkal, hogy kozottitk van nullatél kiilonbozo,
akkor ezt a linedris kombindciét ugy kiegészitve, hogy a benne nem szerepl6 {a,, ..., a,}-
beli vektorokat is beirjuk 0 egyiitthatékkal, akkor az {a,, ..., a, } vektorrendszernek olyan
linedris kombinacidjat kapjuk, amely a nullvektorral egyenld, de a benne szereplo egytitt-
haték kozott van olyan, amelyik nem nulla. Ez viszont ellentmond annak, hogy az
{a;,...,qa,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. O
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2.8. Megjegyzés A vektorok linedris fiiggetlenségének definicidjaban (2.6. Definicié) csak
véges sok vektorbol allo vektorrendszer linedris fiiggetlenségét definidltuk, mert féleg ez-
zel a fogalommal foglalkozunk, de megjegyezziik, hogy a vektorok linedris fiiggetlensége
vektorok tetszoleges szamossagi (nem-iires) részhalmazara is értelmezhets. Egy F test
feletti vektortér vektoraibdl allé tetszéleges (nem-iires) vektorrendszerét linedrisan fiig-
getlennek nevezziik, ha annak barmely (nem-iires) véges részredszere linedrisan fiiggetlen.

2.9. Tétel Linedrisan fiiggetlen vektorrendszer nem tartalmazza a nullvektort.

Bizonyitas. Mivel a nullvektor linedrisan fiiggd, ezért a 2.7. Tétel szerint nem lehet eleme
egy linedrisan fiiggetlen vektorrendszernek. O]

2.10. Tétel Linedrisan fiiggetlen vektorrendszer paronként kiilonbozo vektorokbol dll.
Bizonyitas. Mivel tetszoleges a vektor esetén
la+ (=1)a =0,

ezért az {a,a} vektorrendszer linedrisan fiiggd. Igy a 2.7. Tétel miatt egy linedrisan
fiiggetlen vektorrendszer a vektortér valamely vektorat vagy nem tartalmazza, vagy ha

tartalmazza, akkor pontosan egyszer. O]
2.11. Tétel Ha ay, ..., a, egy I test felettv V' vektortér linedrisan fiiggetlen vektorrend-
szere, akkor a V' bdarmely vektora legfeljebb egyféleképpen dallithato elé az ay, ..., a, vek-

torok linedris kombindciojaként.

Bizonyitas. Legyen a,,...,a, egy F test feletti V' vektortér linedrisan fiiggetlen vektor-
rendszere. Tegyiik fel, hogy

aray + ... ana, = fia; + -+ Bua,.

Akkor
(1 = Br)ay + -+ (an — Bu)a, =0,
amibol
Qy — 5@ = 07
azaz
a; = B
kovetkezik minden ¢ = 1, ..., n indexre. ]
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2.12. Tétel Ha{a,,...,a,} eqy F test feletti V vektortér linedrisan figgetlen vektorrend-
szere, b pedig a vektortér olyan vektora, amely nem dllithato elé az a4, ..., a, vektorok

linedris kombindcidjaként, akkor az {a,,...,a,,b} vektorrendszer linedrisan figgetlen.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy
oy + -+ apa, + b=0

valamely aq,...,a,, 8 € F skalarokkal. Mivel b nem allithato el6 az a4, ..., a, vektorok
linearis kombinacidjaként, ezért f = 0. Ekkor viszont

aay + -+ apa, = 0.

Mivel az aq,...,a, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ezért o; = 0 minden ¢ = 1,...,n
indexre. Mivel minden egyiitthaté egyenlé a nullaval, ezért az {a, ..., a,, b} vektorrend-
szer linearisan fiiggetlen.

2.13. Tétel Egy egyelemi {a} vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan fiiggd, ha
az a vektor a nullvektor. Legaldbb kételemi vektorendszer akkor és csak akkor lined-
risan fiiggd, ha legaldbb eqyikiik elodllithato a redszerthez tartozo tébbi vektor linedris
kombindciojaként.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy egyelemii {a} vektorrendszer linedrisan fiiggd. Akkor
van olyan 0 # a € F skalar, hogy aa = 0. A 2.2. Tétel miatt ekkor az adddik, hogy
a a nullvektor. Forditva, ha a a nullvektor, akkor (ugyancsak a 2.2. Tétel miatt) la a
nullvektor, és igy a nullvektor linearisan fiiggo.

Foglalkozzunk ezek utan a legalabb két elemet tartalmazo vektorrendszerekkel. Te-
gyiik fel, hogy egy {a,,a,,...,a,} vektorrendszer (n > 2) linedrian fiigg6. Akkor meg-
adhatok olyan ay, as, ..., a, skalarok, hogy

10y + gy + - - - + apa, =0,

és (példaul) ay # 0. Akkor

azaz az a; vektort ki lehet fejezni a rendszert alkoté tobbi vektor linedris kombindciéja-
ként.
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Forditva, tegyiik fel, hogy valamelyiket (példdul a,-et) ki lehet fejezni a tobbiek line-
aris kombinacidjaként:
ay = Poty + -+ + By,

Akkor
0= _Q1+6222+"'+Bn2m

azaz van a rendszert alkoto vektoroknak olyan linearis kombinéciéja, amelynek eredmé-
nyeként a nullvektor adddik, de az egytitthatok kozott van nem nulla (ugyanis, az a,
egyiitthatdja —1). Tehat a vizsgdlt vektorrendszer linearisan fiiggo. O

A 2.13. Tétel alapjan nyilvanvalé a kovetkezo tétel allitasa.

2.14. Tétel Egy egyelemii {a} vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen,
ha az a vektor nem a nullvektor. Legalabb kételemi vektorendszer akkor és csak akkor
linedrisan fiiggetlen, ha a redszert alkoto vektorok eqyikét sem lehet kifejezni a rendszerhez
tartozo tobbi vektor linearis kombindciojaként.

2.15. Definicié Egy V' wvektortér {a,,...,a,} linedarisan figgetlen vektorrendszerrél azt
mondjuk, hogy mazimalisan linearisan fiiggetlen, ha V tetszdleges b vektora esetén a
{b,ay,...,a,} vektorrendszer linedrisan figgd, azaz az {ay,...,a,} vektorrendszert a V
akdrmelyik vektordval egészijiik ki, linedrisan fliggd vektorrendszert kapunk.

2.3. Generatorrendszer, bazis, dimenzio

2.16. Definicié FEqgy F test feletti V' vektortér {gl, o ./gn} vektorrendszerét a V' vektortér
egy generdtorrendszerének nevezzik, ha V- minden vektora eléall az g ,...,g wvektorok
linedris kombindaciojaként.

2.17. Megjegyzés A generatorrendszer fogalmat csak véges sok vektorbdl allo vektor-
rendszerre értelmeztiik, de megjegyezziik, hogy tetszoleges szamossagi (nemiires) vek-
torrendszerre is értelmezhetd. Egy F' test feletti vektortér vektoraibdl allé tetszoleges
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(nem-iires) G vektorrendszerét a vektortér generatorrendszerének nevezzik, ha a V' vek-
tortér barmely v vektorahoz megadhaté G-nek olyan véges részrendszere, amelyhez tar-
tozé vektorok linedris kombinaciojaként eldallithaté a v vektor. J6 példa erre egy F
test feletti egyvaltozos polinomok vektortere, amelyben az 1,z,...,z",... polinomok

generatorrendszert alkotnak.

2.18. Definicié6 FEgy F test feletti V vektortér {21’ .. 4 ,gn} generdatorrendszerél minimdlis
generdtorrendszernek nevezziik, ha bdarhogy is hagyunk el ebbol a rendszerbol vektorokat,
akkor vagy az tres halmazt kapjuk, vagy a keletkezett vektorrendszer mdr nem generd-
torrendszer.

2.19. Tétel (Kicserélési tétel) Ha f Y f,L eqy linedrisan filiggetlen vektorrendszere,

3

L,..../Lil,gj,iiﬂ...,ir
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

Bizonyitas. A feltételekbdl kovetkezik, hogy dimV > 1. Ekkor a generatorrendszer tar-
talmaz legalabb egy nem nullvektort. fgy, ha n = 1, akkor a fiiggetlen vektorrendszer
vektora helyére beirva a generatorrendszer egy nem nulla vektorat, egy linedrisan fiig-
getlen vektorrendszert kapunk. fgy a tovabbiakban feltehetjiik, hogy n > 2. Tegyiik fel,
indirekt médon, hogy van olyan f. vektor (legyen ez, példaul, az f . vektor), amelyet

barmelyik 9; (7 =1,...,m) vektorral is cseréliink ki, a cserével keletkezett
gj,...,iQ,...,in
vektorrendszer linedrisan fiiggd. Akkor minden j = 1,...,m esetén vannak olyan 3;, o

(1 =2,...,n) skalarok, hogy
Big; +azjf, -+ an;f, =0,
de az egyiitthatok kozott van olyan, amelyik nem a nulla. Mivel az
fyoon ]
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vektorrendszer linedrisan fiiggetlen (mert az

ook,
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer nem iires részrendszere), ezért ; # 0 tetsz6leges
j=1,...,m index esetén. Tehat 9, (7 =1,...,m) kifejezheté az
forn ],
vektorok linearis kombinacigjaként. Mivel a
909,

vektorrendszer generatorrendszer, ezért f . kifejezhet6 a

RERRRY
vektorok, és igy az

Lo,
vektorrendszer linedris kombindciéjaként. Ez viszont azt jelenti, hogy az

T ESERRNY

vektorrendszer linedrisan fiiggd. Ez ellentmondas. fgy az indirekt allitas nem helyes,
azaz a tétel allitasa az igaz. O]
2.20. Tétel Ha ]‘ o ,iL eqy linedrisan fiiggetlen vektorrendszere, 929, pedig eqy

generdtorrendsze f( eqy F' test felettt V' vektortérnek, akkor n < m.

Bizonyitds. Az f vektorhoz van olyan vektor (pl. g,) tgy, hogy
9, f 9o+t f

T

linedrisan fiiggetlen vektorrendszer. Az f -hoz is van olyan vektor a generdtorrendszer-
ben, amit f f, helyébe irva, linearisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk. Ebben a 9,
nem fordulhat el6 kétszer, ezért ez a vektor nem egyenlé g - g,-gyel. Feltehetji (az mdexek
esetleges felcserélése utan) hogy ez a vektor a 9, vektor, azaz a

g1’g2’i3’ e 7in

vektorrendszer linearisan fliggetlen. Mivel azt az eljarast folytathatjuk mindaddig, amig
a fliggetlen vektorrendszer vektorai el nem fogynak, ezért n < m. O
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2.21. Definicié Egy F test feletti V' vektortér {b,...,b,} vektorrendszerét a V wvektortér
egy bazisanak nevezziik, ha V' minden vektora elddll egyértelmien az by, ..., b, vektorok
linedris kombindciojaként.

Ha B = {b;,...,b,} egy F test feletti V vektortér bazisa, akkor tetszéleges a €
V' vektorhoz van egy és csak egy F-beli elemekbdl allé olyan aq,--- , «a, elemsorozat,
amelyre a = a1b; + -+ - + b, teljesiil. Az ag,. .., a, skalarokat az a vektor B bazisra
vonatkoz6 koordinatainak nevezziik.

2.22. Tétel Eqy F' test feletti V' wvektortér valamely nemiires vektorrendszere akkor és
csak akkor bazis, ha filiggetlen generdatorrendszer.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az {a,,...,a,} vektorrendszer egy bazis. Akkor a tér
minden vektora eléallithat6 (egyértelmiien) a benne levé vektorok linedris kombinacidja-
ként, és igy a vektorrendszer a vektortér generatorrendszere. Mivel minden vektort, igy
a nullvektort is csak egyféleképpen lehet elééllitani a rendszerben levé vektorok linearis
kombinaciéjaként. Viszont a nullvektorra érvényes a

0a; +0ay + -+ +0a,, =0
eloallitas, ezért tetszoleges o, o, . .., o, skalarok esetén az
) + aply + -+ ana, =0

feltételbdl
op=ay=-=0a,=0

kovetkezik, azaz a vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

Forditva, tegyiik fel, hogy {a,,...,a,} egy linedrisan fiiggetlen generatorrendszer.
Akkor a vektortér minden vektora eléall a rendszerhez tartozo vektorok linedris kombi-
nacidjaként. Tegyiik fel, hogy valamely b vektorra érvényesek az

Q1) + Qaly + -+ + apa, = b

és
!/ / !/ _b
0y + 0y + -+ + apa, =0

eléallitasok. Akkor
/ / /
Q10 + Qoly + - -+ + A, = @10y + Qo + -+ + 0g,a,,
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amibo6l

(1 — a})ay + (a2 — ah)ay + -+ + (o — @ )a, =0
adédik. Mivel (a feltétel szerint) az {a;,...,a,} vektorrendszer linedrisan fliggetlen,
minden ¢ = 1,...,n indexre o; — o) = 0, azaz o; = «. Tehat minden vektort pontosan
egyféleképpen lehet el6éllitani az a, . . ., a,, vektorok linedris kombindciéjaként. Definicio
szerint ez azt jelenti, hogy az {a,,...,a,} vektorrendszer bézis. O

Bizonyitas nélkiil mondjuk ki a kdvetkezo tételt.

2.23. Tétel Tetszdleges F test feletti V' # {0} vektortér tetszdleges, nemiires vektorrend-
szere esetén a kovetkezd feltételek eqymassal ekvivalensek:

1. a vektorrendszer a V' wvektortér bazisa;
2. a vektorrendszer a V' vektortér maximalis fiiggetlen rendszere.

3. a vektorrendszer a 'V wvektortér minimdlis generdtorrendszere.

2.24. Megjegyzés A bazis fogalmat csak véges sok vektorbdl allé vektorrendszerre ér-
telmeztiik, de megjegyezziik, hogy tetszéleges szdmossagu (nemiires) vektorrendszerre is
értelmezhetd. Egy F' test feletti vektortér vektoraibol allo tetszoleges B vektorrendszerét
a vektortér bazisanak (pontosabban: Hamel-bazisdnak) nevezziik, ha a V' vektortér bar-
mely v vektorahoz megadhaté B-nek egy és csak egy olyan véges részrendszere, amelyhez
tartozo vektorok linearis kombinacidjaként egyértelmiien eloallithaté a v vektor. Egy F
test feletti egyvaltozos polinomok vektorterében az 1,x,...,2", ... polinomok halmaza

a vektortér egy Hamel-béazisa. Tetszoleges szamossag esetén is érvényes, hogy a bézis
fogalma egybeesik a fiiggetlen generatorrendszer fogalmaval.

2.25. Tétel Ha eqy I test feletti vektortérnek van n elemi bdzisa, akkor barmely bdzisa
n vektort tartalmaz.

Bizonyitas. Legyen B és B’ egy V vektortér egy-egy bazisa. Tegyiik fel, hogy a B bazisban
1é6v6 vektorok szama n. Mivel B’ generatorrendszer, ezért B'-ben legalabb n vektor van az
el6z6 tétel miatt. Ha B’-ben n-nél tobb vektor lenne, akkor B’ tartalmazna legaldbb n+1
vektorbdl allo linedrisan fiiggetlen rendszert. Mivel B egy n-elemili generatorrendszer,
ezért minden (véges) linedrisan fiiggetlen vektorrendszerben legfeljebb n elem van, amibél
az ellentmondé n + 1 < n egyenl6séghez jutunk. Tehat a B’ ben 1év§ vektorok széama is
n. [
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2.26. Definicié Legyen n pozitiv egész szam. Eqgy F' test feletti vektorteret n-dimenzios
vektortérnek nevezink, ha V ben van n-elemi bazis. Az egyetlen vektorbdl (csak a null-
vektorbdl) dalle vektortér dimenzidjan 0-dt értink. Ha eqy (nem csak a nullvektorbdl
dallo) vektortér nem tartalmaz véges bdzist akkor azt mondjuk, hogy a vektortér végtelen
dimenzios.

2.27. Megjegyzés Bizonyithatd, hogy egqy (nem csak a nullvektorbol dllo) vektortérnek
akkor és csak akkor van véges bazisa, ha van véges generdtorrendszere. fgy eqy (nem
csak a nullvektorbdl dlls) vektortér akkor és csak akkor végtelen dimenzids, ha mincs
véges generdtorrendszere.

2.28. Tétel Legyen V' egy F test feletti olyan vektortér, amelynek van véges bdzisa. Akkor
V' barmely fiiggetlen vektorrendszere kiegészitheto V -beli vektorokkal gy, hogy a kiegé-
szitéssel keletkezett vektorrenszer a V' eqy bdzisa. Mas szavakkal: 'V minden fiiggetlen
vektorrendszere benne van V' eqy bdzisaban.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a V' vektortér tartalmaz egy n-elemt bazist. A 2.20. Tétel
miatt minden fiiggetlen vektorrendszer legfeljebb n elemet tartalmaz. Legyen by,...,b,,
a V egy fiiggetlen vektorrendszere (m < n). Ha ez a vektorrendszer generatorrendszer,
akkor a 2.22. Tétel szerint a vektortér bazisa; ekkor nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel,
hogy nem bézis. Akkor van a V' vektortérnek olyan b,, ,, vektora, amely nem fejezhetd ki
aby,...,b, vektorok linedris kombindcidjaként. A 2.12. Tétel miatt a {b;,...,b,,, b, 11}
vektorok linedrisan fliggetlenek. Ha ez generatorrendszer, akkor a bizonyitassal készen

vagyunk. Ellenkezé esetben (az elézéekhez hasonléan igazolhatd, hogy) van olyan b, ,

vektora a vektortérnek, hogy a {b,...,0,,,0,,41, 0,2} vektorrendszer linedrisan fiigget-
len. A gondolatmenetet folytatva, egyszer csak kapunk egy olyan b,...,b,,,0,,,1,-.-,b,
vektorrendszert, amely bazisat alkotja a V' vektortérnek. [

Néhany példa:
e A térbeli vektorok vektorterének dimenzidja 3.

o Tetszoleges I test feletti F" vektortér dimenzidja n: ebben a vektortérben az e;
(¢ = 1,...,n) vektorok a vektortér egy bazisat alkotjdk, ahol e; az az n-elemi
sorozat, amelyben az i-dik elem az [F test egységeleme, azaz 1, a tobbi elem pedig
az [F test nulleleme, azaz 0.
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o Egy T test feletti egyvdltozés polinomok F[z] vektorterében az 1,x, 2% ... 2", ...

polinomok a vektortér egy Hamel-bazisat alkotjak. fgy az F[x] vektortér végtelen
dimenzids.

2.4. Vektortér altere

2.29. Definicié Egy F test feletti V vektortér valamely W # () részhalmazdt a V' vektortér
eqy alterének nevezziik ha W a V' beli miveletre és a V' elemeinek az F'-beli skaldrokkal
valo szorzasdra nézve vektorteret alkot F' felett.

2.30. Tétel Eqy F test feletti V vektortér valamely W # O részhalmaza akkor és csak
akkor altere a V' wvektortérnek, ha minden a,b € W és tetszoleges o, 3 € F' skaldrokra

aa+ pbe W
teljestil.

Bizonyitas. Legyen W a V' vektortér egy altere. Legyenek a,b € W tetszoleges vektorok,
a, B pedig tetszoleges skalarok. Akkor aa, b € W és igy

aa+ fbe W.

Forditva, tegyiik fel, hogy tetszéleges a,b € W vektorokra és tetszoleges o, 8 € F
skaldrokra
aa+ pBbe W

teljesiil. Legyenek a,b € W tetszéleges vektorok. Az a = 1 és f = 1 vélasztas mellett,
a+beW,igy W zart a V-n értelmezett 6sszeaddsra nézve. Legyen a € W tetszoleges
vektor, a € F' pedig tetszoleges skalar. Akkor a b =0 és g = 0 valasztassal:

aa = aa+ fbe W.
Igy (felhasznélva a 2.3. Tételt is), ha a € W, akkor
—a=(-1l)aeW.
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Tehat W zart az Osszeadasra nézve, és emellett minden altala tartalmatott vektorral
egyiitt tartalmazza annak ellentettjét is. Ebbol mar kovetkezik, hogy W csoportot alkot
a V-n értelmezett Osszeadasra nézve. A fentiekbdl az is adodik, hogy aa € W minden
a € F és minden a € W esetén. Természetesen ezekbdl mar kovetkezik az is, hogy
tetszoleges a, B € F és a,b € W elemek esetén az aldbbi egyenléségek teljesiilnek:

ala+b) = aa + ab,

mivel ezek az egyenléségek tetszoleges a, 5 € F és tetszoleges a,b € V elemekre teljesiil-
tek amiatt a feltétel miatt, hogy V vektortér F' felett. Kovetkezésképpen W is vektortér
az F test felett. O

2.5. Vektorrendszer rangja

2.31. Tétel Egy V wvektortér W; (i € I) altereinek tetszéleges nem tres rendszere esetén
NietW; is altere V -nek.

Bizonyitas. Legyen W; (i € I) egy V vektortér altereinek tetszéleges nem iires rendszere.
Mivel a V nullvektora benne van a W, alterek mindegyikében, ezért N;c;W; nem iires.
Legyenek a,b € N;c/W; tetszoleges vektorok, a, 3 pedig tetszOleges skalarok. Akkor
a,b € W; minden i € I indexre teljesiil, és ezért (a 2.30. Tételt is haszndlva)

aa+ pbe W,

minden ¢ € [ indexre, azaz
aa + b € NigtW;.

A 2.30. Tétel miatt ebbol az addodik, hogy N;e;W; a V' vektortér egy altere. O]

2.32. Definicié Egy V' wvektortér a,, ..., a, vektorai dltal generdlt altéren az oket tartal-
mazo Osszes altér metszetét értjik. Ez megegyezik az ay,...,a, vektorokat tartalmazo

r=n
legsziikebb altérrel. Az ay,...,a, vektorai dltal generdlt alteret < ay,...,a, > modon
gelolyik.

n n
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2.33. Tétel Egy F test feletti V wvektortér tetszbleges ay, ..., a, vektoraira
<Ay, a, >={oa + -+ ana, s oq,...,a, € F}

Bizonyitas. A 2.30. Tétel miatt

{oaa; + -+ ana, : aq,...,a, € F} C<ay,...,q, > .
Mivel {aya, + -+ -+ ana, : ai,...,a, € F} olyan altér, amely tartalmazza az a,, ..., q,
vektorok mindegyikét, ezért
<ay,...,0, >CH{aa +--+ana,: or,...,q, € F}.
Igy
<y, .0, >={a + - Fopa, s o, .. 0 € FL
[

2.34. Definicié Egy F' test feletti V vektortér a,,...,a, vektoraibol dllo vektorrendszer
rangjan az dltaluk generdlt < ay,...,a, > altér dimenzidjdat értjik. Egy {a,,...,a,}

r=n

vektorrendszer rangjdt p(ay, . . .,a,) modon fogjuk jelolni.

2.35. Megjegyzés Az vildgos, hogy egy vektorrendszer rangja nem fiigg a benne szereplo
vektorok sorrendjétol.

2.36. Tétel Egqy vektorrendszer rangja megegyezik a kézottik levd linearisan fiiggetlenek
szamanak mazimumdval.

Bizonyitas. Legyenek a,,...,a, egy F' test feletti V' vektortér tetszoleges vektorai. Le-
gyen az {ay,...,qa,} vektorrendszer rangja m, azaz m az éltaluk kifeszitett

W:<Ql7"'7g >

T

altér dimenzidja. Legyen r az aq,...,a, vektorok kozott levo linearisan fiiggetlen vek-
torok szamanak maximuma. A 2.35. Megjegyzés szerint feltehetjiik, hogy a,,...,a

»=r

linedrisan fiiggetlenek (igy paronként kiilonbozé) vektorok V-ben. Vildgos, hogy az
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{ay,...,a,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen W-ben is, igy r < m. Az is nyilvan-
valo, hogy az a, 4, ..., a, vektorok mindegyike kifejezhetd az a,, ..., a, vektorok linedris
kombinécidjaként, és igy az {a,,...,qa,} vektorrendszer a W altér egy generatorrendsze-
re. Ebbdl m < r adddik, ami a fent bizonyitott » < m egyenlotlenséggel egyiitt az r = m
egyenloséget eredményezi. O

2.37. Tétel Eqy vektorrendszer rangja nem vdltozik, ha a benne szereplo vektorok vala-
melyikét megszorozzuk eqy nem nulla skalarral.

Bizonyitas. Legyenek a,,...,a, egy F test feletti V' vektortér tetszoleges vektorai. Le-
gyen 0 # « € F tetszOleges. Megmutatjuk, hogy

play,...,a,) =plaa,...,a,).

Ebbdl mar kovetkezik a tétel allitésa.
Mivel aqa, € (a4, ...,qa,), ezért

<05@17"'7Qn> g <Q17"'7Qn>'

Legyen

tetszoleges elem. Akkor

1
a=(=&)(aa)) + - +&a,
miatt
a G <OZQ1, 7a’n>7
és ezért
<Q17 7a’n> g <OKCL1, 7a’n>
Tehat teljesiil az
<Q17 e 7Qn> = <06Q1, st ’Qn>

egyenloség. Ebbdl mar kovetkezik a

play,...,a,) =plaa,...,aq,)

egyenldség (lasd a 2.36. Tételt). ]
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2.38. Tétel Eqy vektorrendszer rangja nem vdltozik, ha a benne szereplé vektor valame-
lyikéhez hozzdadjuk eqy tole kiilonbozo, a vektorrendszerben szereplo vektor konstansszo-
rosdt.

Bizonyitas. Legyenek a,,...,a, (n > 2) egy F test feletti V' vektortér tetszdleges vek-
torai. Legyen a € F' tetszoleges skalar. Megmutatjuk, hogy
plas; ;- -5 0,) = pl(ar + 0y), @, - -, 4y

Ebbdl mar kovetkezik a tétel allitasa.
Mivel a; + aa, € (a4, ...,qa,), ezért

’r=n

((a; + aay), a9, ..., a,) C(ay,ay...,0a,).

Legyen
a=¢&a; +&ay+ - +&a, € (a,a,,...,a,)

tetszoleges elem. Akkor
a=&a; + (& + & —aki)ay + -+ &ua, =

§i(ay + aay) + (& — ay)ay + - - + &a,

miatt
Q E <(Q1 + aQ2>7Q27 e 7Qn>7

és ezért
(ay, ..., a,) €{(a +aay),a,,...,4a,).

Tehat teljesiil az
<Q1’ ce >Qn> = <<Q1 + CVQQ),QQ, ce 7Qn>

egyenldség. Ebbdl mar kovetkezik a

play, ... a,) = p((a; +aay),ay,...,a,)

egyenldség (lasd a 2.36. Tételt). O
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3. fejezet

A linearis leképezések 1.

3.1. Definicio Legyenek Vi és Vo ugyanazon F test feletti vektorterek. Vi-nek Vy-be valo
@ leképezését a Vy vektortérnek a Vs-vektortérbe valo linedris leképezésének nevezzik, ha
tetszoleges a,b € V) és tetszoleges av € F' esetén teljesiilnek az alabbi eqyenloségek:

p(a+b) = v(a) + »(b),

p(aa) = ap(a).

A V1-b6l Va-be torténd dsszes linedris leképezés halmazdt Hom(Vy, Va)-vel fogjuk jelélni.

3.2. Tétel Tetszoleges I test feletti V) és Vo wvektorterek esetén ¢ akkor és csak akkor
linedris leképezése Vi-nek Va-be, ha tetszdleges a,b € Vi vektorok és tetszéleges o, B € F
skaldrok esetén

p(aa + Bb) = ap(a) + Be(b)

teljestil.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ a V; vektortérnek a V; vektortérbe valé linearis leképezése.
Akkor tetszoleges a, b € V; vektorok és tetszbleges a, B € F' skalarok esetén

p(aa + fb) = p(aa) + ¢(Bb) = ap(a) + Bp(b).

Forditva, tegyiik fel, hogy ¢ a V; vektortérnek a V5 vektortérbe valé olyan leképezése,
hogy tetszoleges a,b € Vi vektorok és tetszoleges «, f € F' skalarok esetén teljesiil az

p(aa + Bb) = ap(a) + Bp(b)
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egyenloség. Legyenek a,b € V; tetszoleges vektorok, és legyen o € F' tetszoleges skalar.
Akkor

pla+b) = p(la+1b) = 1p(a) + 1p(b) = ¢(a) + »(b),

p(aa) = p(aa +0b) = ap(a) + 0p(b) = ap(a).
O

3.3. Megjegyzés A 3.2. Tétel alapjin, ha {by,...,b,} eqy F test feletti V wvektortér bd-
zisa, akkor tetszoleges
a=mb +---+ b, eV

vektor és V -nek valamely vektortérbe valo o linedris leképezése esetén

pla) = ar(p(lr) + - - anlp(by))-

Ez és a kovetkezd tétel azt mutatja, hogy eqy linedris leképezés egyértelmiien meg van
hatdrozva a vektortér eqy bazisara valo leszikitése dltal.

3.4. Tétel Legyenek Vy és Vo ugyanazon F test feletti vektorterek. A Vi wvektortér tet-

szbleges {by,...,b,} bdzisihoz és a Vy vektortér tetszéleges ¢y, ..., c, vektorsorozatihoz

megadhato Vi-nek Va-be valo eqy és csak eqy olyan ¢ linedris leképezése, amelyre
eb,)=c¢, i=1,...,n
teljestil.

Bizonyitas. Tetszoleges

vektorra definidljuk p(a)-t a kovetkezéképpen:
pla) = aic; + - + ang,.

Konnyen ellenézizhetd, hogy ¢ a Vi vektortérnek a V5 vektortérbe valé olyan linedris leké-
pezése, amelyre teljesiil a tételben szereplé p(b;) =¢; (i = 1,...,n) feltétel. A 3.3. Meg-
jegyzés szerint vilagos, hogy a feltételeket teljesitd linedaris leképezés egyértelmiien meg
van hatarozva. O
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3.5. Tétel Ha p eqy Vi vektortérnek egy Vo vektortérbe valo linedris leképezése, akkor ¢
a V1 nullvektordhoz a Vo nullvektordt rendel.

Bizonyitas. Jelolje 0y, illetve 0, a V7, illetve a V5 nullvektorat. Akkor

©(01) = ¢(0; +0;) = ¢(0y) + ©(0y).

Hozzdadva az egyenléség mindkét oldaldhoz a ¢(0,) vektor ellentettjét, a

adodik. O

3.6. Definicio Legyenek Vi és Vo ugyanazon F test feletti tetszoleges vektorterek, és legyen
¢ a Vi vektortérnek a Vo vektortérbe vald tetszéleges linedris leképezése. A ¢ linedris
leképezés képterén a Vo vektortér

Imp={beVy: (Ja € V1) ¢(a) = b}
modon definidlt részhalmazdt, magterén pedig a Vi vektortér
Kerp ={aeVi: p(a) =0}

modon definialt részhalmazdt értjik, ahol 0, jeldli a Vy vektortér nullvektordt.

3.1. abra. Imyp és Kerp
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3.7. Tétel Ugyanazon F' test feletti tetszoleges Vi és Vo wvektorterek és tetszdleges ¢ -
Vi — V5 linedris leképezés esetén Imy a Vay vektortérnek, Kerp pedig a Vi vektortérnek
eqy-eqy altere.

Bizonyitas. Az vildgos, hogy Imp # (). Legyenek b, és b, az Imyp tetszOleges vektorai.
Akkor megadhatdk olyan a,,a, € V; vektorok, amelyekre

pla;) =b;, é play) = by

teljesiil. Legyenek a, 8 € F tetszoleges skalarok. Akkor

p(aa; + Bay) = ap(a,) + Bp(ay) = ab; + Bby,

amibdl kovetkezik, hogy ab, + b, is benne van az Ime-ben. Kévetkezésképpen Imyp a
V1 vektortér egy altere.

Az el6z6 tétel miatt 0, € Kery. Igy Kerp # (0. Legyenek a, és a, a Kerp tetszdleges
vektorai. Legyenek «, 8 € F tetszoleges skalarok. Akkor

plaa, + Bay) = ap(a,) + fe(ay) = al, + S0, = 0,.
Tehat aa; + Ba, € Kerep. igy Keryp a Vi vektortérnek egy altere. O]
3.8. Tétel (Dimenzidtétel) Tetszdleges F' test feletti tetszbleges Vi és Vo wvektorterek és
Vi-nek Va-be valo tetszoleges ¢ linearis leképezése esetén
dim(Vy) = dim(Imy) + dim(Keryp).

Bizonyitas Legyen dim (V) = n és dim(Kerg) = m. Ha m = n, akkor Kerp = V) és
Imy = {05} (itt 0, pedig a V5 vektortér nullvektorat), és igy dim(Vy) =n=0+n =
dim(Imep) + dim(Kery). Tegyiik fel, hogy m < n. Legyen {a,,...,qa,,} a Kery egy

bézisa. Ez kiegészithet6 a Vi egy {ay, ..., 0, Qs - - -5 @, } bazisdava. Megmutathaté (az
olvaséra bizzuk), hogy {¢(a,,,1),-..,¢(a,)} egy bazisa az Imep altérnek, ami bizonyitja
allitasunkat. O

3.9. Definicié Egy ¢ € Hom(V1,V3) linedris leképezést izomorfizmusnak neveziink, ha ¢
szirjektiv (azaz, Va-re képez) és injektiv (azaz, kilcsondsen egyértelmi). Azt mondjuk,
hogy egy Vi wvektortér izomorf eqy Vo vektortérrel, ha megadhato Vi-nek Va-re valo izo-
morfizmusa (ekkor persze Vy is izomorf Vi-gyel, s ezért azt is szoktuk mondani, hogy Vy
és Va egymdssal izomorfak).
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3.10. Tétel Legyenek Vi és Vo ugyanazon F' test feletti vektorterek, és leqgyen ¢ Vi-nek
Va-be wvalo izomorfizmusa. Akkor a Vi tér tetszdleges ay, ..., a,, vektorai akkor és csak
akkor linedrisan figgetlenek, ha a Vs tér p(ay), ..., ¢(a,,) vektorai linedrisan figgetlenek.

=m

Bizonyitas. Valamely a,...,qa,, € V; vektorokra és aq,...,a,, € F skalarokra
oy + -+ amay, = 0,
akkor és csak akkor teljesiil, ha

arp(ay) + - -+ amp(a,,) = 0,.

Ebbdl mar egyszertien kovetkezik a tétel allitdsa. O]

3.11. Tétel Ugyanazon test feletti véges dimenzios vektorterek akkor és csak akkor izo-
morf eqymdssal, ha azonos dimenziojiak.

Bizonyitas. Legyenek V) és V5, ugyanazon test feletti véges dimenzids vektorterek. Te-
gyiik fel, hogy dim(Vy) = dim(V3). Legyen {by,...,b,} a Vi vektortér, {c,,...,c,}
pedig a V5 vektortér egy-egy bézisa. Akkor van Vi-nek Va-be olyan ¢ linedris leképezése
(3.4. Tétel), amely a b, bazisvektorhoz a ¢; bazisvektort rendeli (i = 1,...,n). Mivel a
{c1,...,¢,} vektorrendszer béazisa Vo-nek, ezért ¢ sziirjektiv.
Legyenek
a=aib + -+ ayb,

és

arp(by) + -+ anp(b,) = Fro(by) + ... Bup(by,),
és igy
a1 + -+ ane, = Bic; + ... Bucys
amib6l
O[Z‘:Bi, ’L:L’I’L

adodik, azaz a = b. Tehat ¢ injective. Kovetkezésképpen ¢ Vi-nek Vs-re valé izomorfiz-
musa.
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Forditva, tegyiik fel, hogy V; és V5 egymaéssal izomorfak. A 3.10. Tétel alapjan igen
egyszertien adédik, hogy dim(Vy) = dim(V3), ha figyelembe vessziik, hogy a bazis nem
mas mint egy maximalis linedrisan fiiggetlen vektorrendszer. O]

3.12. Definicié Legyen V' egy F test feletti n-dimenzids vektortér, és legyen B = {b,...,b,}
a'V eqy bdzisa. Tetszoleges
a=aib; + -+ ayb,

vektor esetén jelolje [alg a kovetkezd n-elemi sorozatot:

lals=| .| € F"

Az |alg € F™ sorozatot az a vektor B bazis szerinti koordindtds alakjanak, az [a]p sorozat
elemeit pedig az a vektor B bazis szerinti koordindtdinak nevezzik.

3.13. Tétel Legyen V eqy F test feletti vektortér és B a 'V egy bdzisa. Akkor tetszdleges
a,b € V vektorok és tetszoleges o € F' skaldr esetén teljesiilnek az alabbi eqyenloségek:

la+b]s = |a]s + [b]s,

laa]s = ala]s,

azaz a @ : a+— [alg a V vektortérnek az F™ vektortérre valé izomorfizmusa.

Bizonyitas. A tétel allitasa a korabbi allitasok nyilvanvalé kévetkezménye. m
3.14. Tétel Eqgy F' test feletti n-dimenzios V wvektortér barmely B bdzisa esetén a V
tetszdleges {a,...,a,,} vektorrendszere akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha az
F™ vektortér {[a,]s, - - ., |a,,l8} vektorrendszere linedrisan figgetlen.

Bizonyitds. Mivel a — [a]|p linedris leképezés, ezért a 3.10. Tételbdl igen egyszeriien
kovetkezik a tétel allitésa. O
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4. fejezet

Matrixok

4.1. A matrix fogalma

4.1. Definiciéo Eqy R gyiri elemeibdl képezett, m sorba é€s n oszlopba elrendezett mn
elemi; sorozatokat az R gyiri feletti m X n tipusd mdtrivoknak nevezzik. Egy n X n
tipust matrizot négyzetes matrixnak is nevezink.

Egy R gytirti elemeibdl képezett m xn tipusu matrix tehat egy m sorbdl és n oszlopbdl
allé olyan

a1 a19 N AT
921 929 ... QAop
Am1 Am2 ... Qmp

tablazatnak felel meg, amelyben szereplo elemek az R gytlirti elemei.

4.2. Megjegyzés TetszOleges n pozitiv egész szam esetén jelolje I, az n-nél nem nagyobb
pozitiv egész szamok halmazat. Egy R gylri feletti m xn tipusi matrix ugy is tekinthetd,
mint az [, x I,, Descartes-szorzatnak az R-be val6 egyértelmii leképezése. Egy R gytrt
feletti m x n tipusd A matrix alta az I,,, X I,, halmaz (i, j) eleméhez hozzarendelt R beli
elemet a;;-vel fogjuk jelolni (de alkalmazni fogjuk az ;[A]; jelolést is). Az a;; elemeket
az A matrix elemeinek nevezziik. Az a;; elemre az "i-dik sor j-dik eleme” (vagy a ”j-dik
oszlop i-dik eleme”) kifejezést szoktuk hasznélni.

Az

g1y« -5 Qi
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elemsorozatot (i € I,,,) az A matrix ¢-dik sordnak, az
Qay;

Clmj

elemsorozatot (j € I,,) az A matrix j-dik oszlopdnak nevezziik.
Ha A egy F test feletti m x n tipust matrix, akkor az A métrix i-dik (i € I,,) sorat

alkotd [a;1, .. ., a;,] elemsorozat az F™ vektortér (mint sorvektorok tere) egy elemének te-
kinthetd, ezért az [a;1, . . ., i) elemsorozatot az A matrix i-dik sorvektoranak is szoktuk
nevezni. Hasonléan, az
aij
S
(mj

elemsorozatot (j € I,,) az A matrix j-dik oszlopvektoranak is szoktuk nevezni.

Jelolések matrixokra:

a1 a12 P A1p

921 929 P Aon,
A7 [az‘j]a Amxm [aij]mxm

Am1 Am2 ... AOmn

Tekintsiink néhany példat métrixokra:
1. Az egész szamok gytirije feletti, azaz egész szamokbol képezett 3 x 3 tipusi matrix
példaul a

-2 3 0
1 -1 35
2 3 -9

matrix.
2. A komplex szamok teste feletti, azaz komplex szamokbdl képezett 2 x 3 tipusi
matrix paldaul a
-1 3—1 1+
2—-3i 0 -9

matrix.
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3. A valds egyiitthatds polinomok R|x] gytirtije feletti 2 x 2 tipusi matrix példdul a

2—x 3x°—2r+1
2 3—=x

matrix.

4.3. Definiciéo Két mdtrizot akkor tekintink egyenlonek, ha azonos tipusiak, és elemeik
rendre megegyeznek.

Ha k = min{m,n}, akkor az

;. a2 ... G1p-1 Qi

Q21  QG22 ... U2 -1 Q2p
A= )

Am1 Am2 -+ Qmn—-1 Omn

matrix azonos indexl elemeibol allo

A11, A22, - -+, Ak

elemsorozatot az A matrix f6atléjanak nevezziik (ezek a fenti A métrix kék elemei). Az
A matrix elemibdl 4116

Ain, A2 n—1, -+ -5 Ak n—(k—1)
elemsorozatot az A matrix mellékatléjanak nevezziik (ezek a fenti A matrix zold elemei).
Figyeljiikk meg, hogy a mellékatloban allo elemeknél az indexek Osszege n + 1.

4.4. Definicié Egy A mdtriz fodtlojaban dallo elemek dsszegét az A matrix nyomdnak
nevezzik és tr(A) madon jeldlyik.

4.5. Definicié Eqy R qyiri feletti m x n tipusi A mdtriz transzpondltjdn azt az AT
mddon jelolt n x m tipusi (R feletti) matrizot értjik, amelyben az i-dik sor (i =1,...n)
megeqyezik az A mdtrix 1-dik oszlopdval.

4.6. Megjegyzés A definici6 alapjdn tehdt : ;[AT]; = ;[A]; tetszbleges A matrixra. Vila-
gos, hogy egy matrix transzponaltjat ugy is megkaphatjuk, hogy tiikrozziik a foatlojara.
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4.2. Miuveletek matrixok kozott

4.7. Definicié Azonos, m X n tipusi

a1 19 C Q1

921 929 R A2y,
A =

Am1 Am2 ... Qmp

s

bll 612 bln

b?l b22 b2n
B = )

bml bm2 bmn

mdtrizok 6sszeqén az ugyancsak m X n tipusi

a1 + b11 a192 + b12 R Q1 -+ bln
A+B— a214'rb21 a224'r522 a2n'+b2n
Qm1 + bml Am2 + bm2 - Qmn + bmn

mdtrixot értjiik.

4.8. Megjegyzés Az osszeaddst tehdat csak azonos tipusi mdtrizok kozott értelmezzik.
4.9. Tétel Tetszbleges R gyiird feletti m x n tipusi mdtrizok M,,s,(R) halmaza a mdt-

rizok (elézéekben definidlt) dsszeaddsdra nézve kommutativ csoportot alkot. Ebben a cso-
portban a

00 ..0

0 0 0
o=|. |

0 0 0



matriz (az un. m X n tipusd nullmdtriz) a nullelem. Egy

a1 192 ... Qpp
A a?1 afz . a?n - ﬂf[,,,lx,,,(]?,)
Am1 Am2 .. Amp
mdtriz ellentettje a
—dail —a12 ... —Aip
—A _ *(:]/21 *(:122 . *6:1277, c ]\,me”<R)
—Am1 —Am2 ... —Qmp

mdtriz.

Bizonyitas. A definicidk alapjan nyilvanvalé.

4.10. Tétel Egy R gyiri feletti m x n tipusi mdtrizok esetén
(A+B)" = AT +B”.
Bizonyitas. Tetsz6leges i € {1,...,m} és j € {1,...,n} indexek esetén
i(A+B)"]; = ;[(A+B)i = j[Al; +; Bli = i[A"]; +; [B']; = A" + B'];.

fgy
(A+B)" = AT + BT.

4.11. Definicié Egy R gyirid feletti m x n tipusi

a1 a12 Ce Q1n

921 929 Ce Qon
A =

Am1 Am2 ... Amp
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és eqy n X k tipusi

bll b12 cee blk
N b21 bgg . bgk
bnl bn2 cee bnk

matrix AB szorzatdn azt az m X k tipusi mdtrixot értjik, amelyben az i-dik sor j-dik
eleme a kovetkezoképpen van definidlva:

n n

J[ABJ; = Z( [ Al k[B];) = Zaik:bk:j = aj1byj + -+ amby;.
k=1 k=1

Figyeljiik meg, hogy az AB szorzat akkor és csak akkor van értelmezve, ha A oszlo-
painak szdama megegyezik B sorainak szamaval.

Tetszoleges gytri feletti

a1 a12 AT
a921 99 ... Qop
A =
Am1 Am2 ... AOmn
matrixra vezessiik be a kovetkezo jelolést: tetszoleges j = 1,2,...,n esetén legyen

alj

[Qj] = :
Qmyj

Az [a;] matrix tehdt egy olyan R feletti m x 1 tipusi matrix, amely az A matrix j-dik
oszlopabdl all (megtartva az oszlopbeli sorrendet). Ezen jelolés szerint az A métrix Ggy
is tekintheté mint egy n-elemi sorozat, azaz :

A =lay], ..., [a,]]-

Test feletti métrixok esetén azt is mondhatjuk, hogy az A matrix az [a4],...,[a,] 08z
lopvektorok sorozata.

Legyen R egységelemes gytirli, n pedig egy tetszoleges pozitiv egész szam. Jelolje
le;] (i =1,...,n) azt az R feletti n x 1 tipusi matrixot, amelyben az i-dik elem az R
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egységeleme, az Osszes tobbi pedig az R nulleleme. Akkor tetszoleges R feletti m x n
tipusi A = [[a4], ..., [a,]] matrix esetén az A matrix és az [¢;] matrix szorzatdra

Ale;] = [a]

teljesiil. Vildgos, hogy azonos, m x n tipusu A és B matrixok akkor és csak akkor
egyenléek, ha Ale;] = Bleg;] teljesiil minden ¢ = 1,..., n indexre.

4.12. Tétel Tetszdleges gyiiri feletti A, B, C mdtrizok esetén az (AB)C szorzat akkor
és csak akkor van értelmezve, ha értelmezve van az A(BC) szorzat. Ha a szorzatok
értelmezve vannak, akkor (AB)C = A(BC).

Bizonyitas. Legyen A,,., tetszbleges matrix. Valamely B és C matrixok esetén az
(AB)C szorzat akkor és csak akkor létezik, ha B egy n x k tipust, C pedig egy k X ¢
tipusi méatrix, amely akkor és csak akkor teljesiil, ha 1étezik az A(BC) szorzat. A fenti
jeloléseket hasznélva,

k k n
{(AB)C]; =) (W(AB). u[Cl) = Y (O (Al o[Bl.) J[C;) =
u=1 u=1 =1
k n kK n
=D > (AL o[Bl) W[Cl) = > > ([AL( w[Blu u[C];) =
u=1 v=1 u=1 v=1
n k n
> GIAL (B u[Cy) = D (AL Y (Bl [C]) =
v=1 u=1 v=1 u=1
> (i[Al, ,[BCy) = J[A(BC));
v=1
minden i € {1,...,m} és j € {1,...,n} indexre. Tehdat (AB)C = A(BC). O
4.13. Tétel Tetszdleges qyiiri feletti A, B, C mdtrizok esetén az A(B+ C) matriz akkor

és csak akkor van értelmezve, ha értelmezve van az AB+ AC szorzatosszeg. Ha a szoban
forgo matrizok értelmezve vannak, akkor A(B + C) = AB + AC.

Bizonyitas. Legyen A,,., tetszoleges matrix. Valamely B és C matrixok esetén az
A(B + C) matrix akkor és csak akkor van értelmezve, ha a B és C madtrixok n x k
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tipustuak, amely akkor és csak akkor igaz, ha létezik az AB + AC szorzatosszeg. Ebben
az esetben

[AB+C); =) i[Al, JB+CJ; =
= i[Alu u[Bl; + Y i[Al. J[C]; =i [AB]; +; [AC]; =; [AB + AC];.

]

Az el6z6 tételhez hasonldéan igazolhatd, ezért a bizonyitasat nem részletezziik a ko-
vetkez6 tételnek.

4.14. Tétel Tetszdleges gyiirt feletti A, B, C madtrizok esetén a (B + C)A madtriz akkor
és csak akkor van értelmezve, ha értelmezve van a BA + CA szorzatdsszeq. Ha a szoban
forgé mdtrizok értelmezve vannak, akkor (B + C)A = BA + CA.

4.15. Tétel Tetszdleges R gyiiri feletti n x n tipusi mdtrizok M, (R) halmaza a mdtrizok
osszeaddsdra €s szorzasdara nézve gyurit alkot. Ez a gyiri dltaldban nem kommutativ,
még akkor sem, ha R kommutativ. Ha R egységelemes qyiiri, akkor az M,(R) mdtriz-
gyuri is az; benne az

oo ... 000

10 ... 000

001 ... 000
E=1: el
000 ... 100
000 ... 01F¢
000 ... 001

matriz (az un. egységmdatriz) az egységelem.

Bizonyitas. A 4.9. Tétel szerint M, (R) kommutativ csoportot alkot az Osszeadédsra néz-
ve. A 4.12. Tétel szerint a szorzds asszociativ az M, (R) halmazon. A 4.13. Tétel és
a 4.14. Tétel szerint az M, (R) halmazon a szorzas mindkét oldalrdl disztributiv az ossze-
addsra nézve. Tehat M, (R) gylrit alkot a matrixok Oszeaddsira és szorzdsdra nézve.
O
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4.16. Tétel Egy kommutativ R gyiri feletti m x n tipusi A és n x k-tipusi B mdtrizok
esetén

(AB)” = BTAT.

Bizonyitas. Az (AB)? madtrix i-dik sordnak j-dik eleme egyenlé a AB matrix j-dik

soranak i-dik elemével, azaz a
n

Z ajtbti

t=1

szorzatosszeggel. A BT AT mirix i-dik sordnak j-dik eleme egyenlé a B? métrix i-dik
sordanak (azaz a B matrix i-dik oszlopanak) az AT matrix j-dik oszlopédval (azaz az A
matrix j-dik soraval) képezett

n n
E bti&jt = E ajtbti
t=1 t=1

szorzatosszeggel. Ebbol mar adodik a tétel allitasa. O]

4.17. Definicio FEgy R gyiri feletti m x n tipusi

a1 a19 Ce Q1n

921 929 Ce Qon
A =

Am1 Am2 ... Amp

matriznak az R eqy o elemével képezett a A szorzatin az

aany a2 ... OQip
921 Qo2 ... Odop
A1 A2 .. QQmp

R feletti matrizot értyiik.

4.18. Tétel Eqgy I test elemeibol képezett m x n tipusi mdtrizok halmaza mn-dimenzios
vektorteret alkot az F test felett. Ebben a vektortérben az E;; (1 <i<m,1<j<n)
mdtrizok eqy bazist alkotnak, ahol E; ; jeloli azt az m x n tipusi madtrizot, melynek t-dik
sordban a j-dik elem 1, az dsszes tobbi elem pedig a nulla.
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4.3. Matrixok sorlépcsos alakja

Egy
a1 a19 oo QAp
a921 9292 e o,
Am1 Am2 - Qmn

matrix a;; elemét féelemnek nevezziik, ha az a;; elem az i-dik sor elsé nem nulla eleme,
azaz a;; # 0 és a;; = 0 minden j-nél kisebb pozitiv egész k indexre. Ha egy sorban
minden elem nulla, akkor annak a sornak nincs féeleme.

Egy matrixot 1épcsis (vagy sorlépesds) alakunak neveziink, ha teljesiti a kovetkezo
feltételeket:

(1) a matrix csupa nulldkat tartalmazo sorai (ha vannak ilyenek), a matrix utolso sorai;
(1) a nem nulla sorok féelemei alatt csak 0-dk allnak;

(2) barmely két egyméas utan kovetkezé nem nulla sor esetén a lentebbi sor féeleme
késobbi oszlopban jelenik meg, mint a felette levo sor féeleme, azaz a lentebbi sor
féeleme el6tt tobb nulla all, mint a felette levo sor féeleme el6tt.

Példa 1épcsos alaki matrixra:

020 0 0
003 =25
000 0 9
000 O O
000 O O

A pirossal jelolt elemek a féelemek.

4.19. Definicio Egy I test elemeibdl képezett matrixz elemi dtalakitdsain a kévetkezd dt-
alakitasok valamelyikét értyiik:

o A mdtriz két (kiilonbozd) sordnak, illetve két (kiilonbozd) oszlopdnak felcserélése.

o A matriz valamelyik sordanak, illetve oszlopdnak az F test eqy nem nulla elemével
valo szorzasa.
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o A mdtriz valamelyik sora (illetve oszlopa) F egy elemével vald szorzatdnak egy
masik sorhoz (illetve oszlophoz) valé hozzdaddsa.

4.20. Tétel A sorokra vonatkozo elemi dtalakitdsokkal minden test feletti mdtriz lépcsds
alakra hozhato.

Bizonyitas. Legyen A egy test feletti tetszoleges m x n tipusi matrix. Feltehetjiik, hogy
A nem nulla, és sorainak szama legalabb ketto. Sorok esetleges cseréjével elérjiik, hogy
a matrix csupa nulldkat tartalmazé sorai (ha vannak ilyenek) a matrix utolsé soraiba
keriiljenek. Az A oszlopvektorai koziil jelolje j annak a nem nulla oszlopvektornak az
indexét, amely el6tt allé oszlopvektorok (ha vannak ilyenek) mindegyike nullvektor. Fel-
tehetjiik, hogy a sorok megfelel6 cseréje utan matrixunk olyan alaki, amelyben az els6
sor j-dik eleme (azaz a;;) nem nulla. Ez lesz az els6 sor f6eleme. Az i-dik (i > 2) sotbdl
vonjuk ki az elsd sor 2L-szeresét. Ezzel olyan matrixot kaptunk, amelyben az ay; f8elem

P
alatti elemek mindegylijke nulla. Takarjuk le az els6 sort. Ha az igy kelekezett matrix
minden eleme nulla, vagy egyetlen sora van, akkor a vizsgalt matrixot 1épcsos alakra hoz-
tuk. Ellenkez6 esetben a fenti eljarast alkalmazzuk az elsé sor letakardsaval keletkezett
matrixra. Az eljarast véges lépésben befejezziik, melynek eredményeként olyan 1épcsos
matrix keletkezik, amelyet az eredetibol elemi sormiveletek alkalmazasaval nyertiink. []

A fenti eljarast szemlélteti a kovetkezd példa.

0 21 -1 -1 01 0 -1 01 0 -1 0 1 0
1 2 3 =2 1 2 3 -2 0 2 4 =2 0 2 —2
0 00 O0|~]2 02 O0Of~|0 04 O|~|0 0 4 0|~
2 02 O 0 2 1 -1 0 2 1 -1 0 0 -3 1
-1 01 0 0 00 O 0 00 O 0O 0 0 O
-1 0 1 0 -1 0 1 0 10 -1 0
0o 2 4 =2 0 2 4 =2 01 2 -1
0O 0 12 0|~|0 012 0| ~]00 1 O
0 0 —12 4 0 0 0 4 00 0 1
0 0 0 0 0 0 0 O 00 0 O
Még egy példa:
001 —1 001 0 001 0
00 3 -2 002 0 000 O
000 O0f~|f001-1~1]000 -1~
002 0 00 3 -2 000 —2
001 0 000 O 000 O
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5. fejezet

Linearis egyenletrendszerek I.

5.1. Definicio Linedris egyenletrendszeren olyan egyenletrendszert fogunk érteni, amely
véges sok elsdfoki eqyenletbdl dll és véges sok ismeretlent tartalmacz.

Az m egyenletbdl allo, n ismeretlent tartalmazo linearis egyenletrendszer altalanos
alakja

a;1r1  Fapry +... +apr, = b
a1 +apTy +... +ar, = by
Am1T1 +@maTa +... +QmnTn = by

amelyben szerepl6 a;; (1 <i <m, 1 < j <n)un. egyiitthaték és a b; (1 < j < m)
un. konstansok valamely F test elemei. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy egy F test feletti
egyenletrendszerrdl van szo.

5.2. Definicié Egy

a1 +ai0re +... Fai,T, = b1
a21T1 +CL22£L’Q +... 7LCL2”IH = b2
Q101 FAmaTs + .0 FpnTp, = by
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linearis egyenletrendszer egyiitthatoibol képezett

a1 19 R Q1

921 929 R Qo
A =

Am1 Gm2 ... Qmn

mdtrizot a linedris eqyenletrendszer matrixanak, az

app a2 a, by

a1 A2 ag, by
(A,b) = .

A1 Am2 - Qmn Om

mdtrizot pedig a linedris eqyenletrendszer kibovitett matrizdnak nevezziik. Ezeket, vala-
mint az

T bl

T b
T = 2, b= ’

T, b

jeloléseket haszndlva, a linedris eqyenletredszer
Az =b

alakban is felirhato; ezt az alakot a linedris egyenletrendszer mdtrizszorzatos alakjanak
nevezziik.

5.1. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

5.3. Definicio Egy F' test feletti m egyenletbol dllo, n-ismeretlent tartalmazo

a1 +CL12[L’2 ... +a1nxn = b1
9177  +a90Ts +... “Fas,xr, = by
A1 T1 FCmaXas + ... FamnTn = bm
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C1
L . C2 , P
linedris egyenletrendszer megolddsain olyan | .| € F™ rendezett elem n-eseket értiink,

Cn,
amelyek esetén F'-ben teljesiil az

a;101 + Qoo + -+ + A1,Cp = b;

eqyenldoség minden v = 1,2,--- ,m indexre.

Egy T test feletti

a11T1 +a1222 +... Fa1pT, = bl
a21T1 +a90xy +... +aonTy, = bg
Q11 +@maXs + ... FCmnTn = by

linearis egyenletrendszer a kovetkezoképpen is felirhaté
T10; + -+ Tna, =0

ahol

az F™ vektortér vektorai.
C1

c
Egy ,2 € ™ vektor akkor és csak akkor megoldasa a fenti egyenletrendszernek, ha

Cn
a b e F™ vektor eléall az a,,...,a, € F™ vektoroknak a cy,...c, skalarokkal képezett
linearis kombindciéjaként.
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5.2. Linearis egyenletrendszer megoldhatdsaganak sziiksé-
ges és elégséges feltétele

5.4. Tétel Fqgy IF test feletti

anry  tapre +... +ax, = b

a1 +asrs +... Fasxr, = by

Am1T1  +amaT2 + ... FAppTp = bm
linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhato meg, ha az{ay,...,a,} vektorrend-
szer rangja megegyezik az {a,. .., a,,b} vektorrendszer rangjdval, azaz

olay, ... a,) = olay, - .., a,,b).

Az egyenletrendszernek akkor és csak akkor van egyértelmi megolddsa, ha az{a,,...,a,
vektorrendszer rangja is és az {ay,...,a,,b} vektorrendszer rangja is megegyezik az

egyenletrendszerben szerepld ismeretlenek szamaval, azaz

oay,...,a,) =n=o(ay,...,a,,b).
Bizonyitas. Az, hogy az
anry  +apry +... 4apr, = b
a9211 +agpre +... —I—(Ignl‘n = bg
Am1T1 FamaTas + ... FaAppZn = by

egyenletrendszer megoldhatd, azzal ekvivalens, hogy megadhatok olan ¢y, ..., ¢, € I ska-
larok, amelyekre teljesiil a c;a;+- - -+cpa,, = b egyenléség, amely viszont azzal ekvivalens,
hogy a b vektor benne van az F™ vektortér {a,,...,a, vektorrendszere altal kifeszitett
altérben. Igy (ay,...,a,,b) C {(ay,...,a,). Mivel (ay,...,a,) C ay,...,a,,b) mindig
teljestl, ezért (ay,...,a,,b) = (a,...,q,). Ez azzal ekvivalens, hogy o(a,,...,qa,) =

o(ay, ..., a,,b).
Vizsgéljuk az egyértelmii megoldhatdsaggal kapcsolatos allitast. Tegyiik fel, hogy
a linedris egyenletrendszer egyértelmiien oldhaté meg, azaz van egy és csak egy olyan
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&1

Co
€ F" vektor, amelyre teljesiil az c;a, + - - - + cna,, = b egyenloség. Megmutatjuk,

Cn
hogy ekkor az ay,...,a, vektorok linedrisan fiiggetlenek. Tegyiik fel, hogy &aq + -+ +
&na,, = 0 teljesiil ugy is valamely &, ..., ¢, € F skalarokkal, hogy azok koziil valamelyik
§&1+a

p . §2+ o
nem egyenlé a nullaval. Akkor a ) € " vektorra

fn‘;‘cn
(51 + Cl)@l +---+ (gn + Cn)Qn -

= (&a,+ - +&a,) + (g + - +cpa,) =0+0=0

S+ C1
o €2+ ¢ R )
teljesiil, és igy a . vektor az egyenletrendszer | . [-t6l kolonb6zo megoldasa,
&n + Cn Cn
ami ellentmondds. Tehét az {a,,...,a,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Igy n =

olay,....a,) = o(ay,...,a,,b).
Forditva, tegyiik fel, hogy n = o(a,,...,qa,) = o(a;,...,a,,b). Akkor az egyenlet-

’=n r=n’ =

rendszernek van megoldasa a tétel elsé allitasa szerint. Az n = o(ay,...,a,) feltételbdl
kovetkezik, hogy az a,,...,a, vektorok linedrisan fiiggetlenek, és ezért beloliik minden
vektor, igy a b vektor is egyféleképpen allithato eld. Tehat a linearis egyenletrendszernek
egy megoldasa létezik. O]

5.3. A Gauss-, illetve a Gauss-Jordan-modszer

Linearis egyenletrendszer elemi atalakitasain a kévetkezo atalakitasokat értjiik:
(1) két egyenlet felcserélése,
(2) valamelyik egyenletnek egy nullétdl kiilonbozé skalarral vald szorzésa,

(3) az egyik egyenlethez egy t6le kiilonboz6 egyenlet skalarszorosanak hozzdadésa.
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Az elemi atalakitdsok mindegyike az eredetivel ekvivalens egyenletrendszert eredményez.

A linearis egyenletrendszer elemi atalakitasai a bévitett matrixban a sorokra vonat-
koz6 kovetkezé elemi dtalakitdsokat (un. elemi sormiiveleteket) eredményezik:

(1) a matrix két sordnak felcserélése,
(2) a matrix egy sordnak egy nullatdl kiilonbozé skalarral valé szorzasa,

(3) a matrix egyik sordhoz egy téle kiilonb6z6 sor skaldrszorosanak hozziadésa.

A 4.20.Tétel miatt minden matrix sorlépcsés alakra hozhatd, igy minden linearis
egyenletrendszer elemi atalakitasokkal olyan alakra hozhaté, melynek matrixa sorlépcsos
alaku.

A Gauss-modszer. A Gauss-modszer elso szakaszaban a linearis egyenletrendszer ki-
bévitett matrixat lépcesds alakra hozzuk. Ha ez az alak tartalmaz [0, 0, ..., 0|c] alaku sort
ugy, hogy ¢ # 0, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa, mert ez arra utal, hogy
a kibovitett matrix sorlépcsos alakjahoz felirt, az eredetivel ekvivalens linedris egyenlet-
rendszerben az ennek a sornak megfelel6 egyenlet 0x; 4+ 0xs + - - - 4+ 0z, = ¢ alaki, amely
¢ # 0 esetén nem teljesiilhet. Vizsgaljuk azt az esetet, amikor a kibovitett matrix sorlép-
csos alakja nem tartalmaz ilyen sort. Mielott ezt megtennénk, vezessiik be a kovetkezo
elnevezéseket. Egy linedris egyenletrendszer x; valtozdjat kotott valtozonak nevezziik, ha
a kibovitett matrix sorlépcsos alajanak j-dik oszlopaban van foelem. Ellenkez6 esetben
azt mondjuk, hogy x; szabad véltoz6. Ha nincsenek szabad valtozdk, akkor az esetleg
elofordul6 0z; + Oxy + - -+ + 0x,, = 0 alakd egyenletek elhagyasa utan olyan egyenlet-
rendszert kapunk, melyben az egyenletek szama megegyezik az ismeretlenek szamaval,
és ennek az egyenletrendszernek a matrixa olyan diagondlis matrix, melynek f6atloja-
ban minden elem nullatdl kiilonb6z6. Ekkor az egyértelmi megoldast megkaphatjuk, ha
az utolsé egyenletbol meghatarozzuk az x,, ismeretlen értékét, majd ezt behelyettesitve
az utolsd el6tti egyenletbe, abbdl kifejezziik az x,_q értékét. Folytatva ezt az eljarast,
megkapjuk a linedaris egyenletrendszer egyetlen megoldasat. Ha vannak szabad valtozok,
akkor azokat paraméterként kezelve, atrendezés utan az el6zd esetnek megfelel6 alakot
kapunk, amelybdl a kotott valtozok egyértelmiien kifejezhetdk (a szabad valtozok segit-
ségével). Mivel a szabad véltozdk helyére az alaptest tetszéleges elemét beirhatjuk, ezért
az eredeti egyenletrendszernek ebben az esetben tébb megoldasa, végtelen sok elemet
tartalmazd test esetén végtelen sok megoldasa van.
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Feladat Gauss-mddszerrel oldjuk meg a valds szamok teste feletti

i +2.%’2 +xr3 = 8
21’1 —X2 —|—2$3
3$1 +x9 —XT3 = 2

(=}

linedris egyenletrendszert!
A linedris egyenletrendszer kibévitett matrixa:

1 2 1 |38
2 -1 2 | 6
31 -1 | 2

Vonjuk ki a méasodik sorbdl az elsé sor kétszeresét, a harmadik sorbdl pedig az elsé
sor haromszorosat. Eredményként a kdvetkezd matrixot kapjuk:

1 2 1 | 8
0 -5 0 | —10
0 -5 —4 | —22

Vonjuk ki a harmadik sorbdl a masodik sort! A keletkezett matrix:

1 2 1 | 8
0 -5 0 | —10
0 0 —4 | —-12

Az ezen matrixhoz tartozo, az eredetivel ekvivalens linearis egyenletrendszer:

T +2$2 +x3 = 8
—51’2 = —10
—4?[73 = —12

melynek megoldasa: x3 = 3,29 = 2,21 = 1.
Feladat Gauss-modszerrel oldjuk meg a valés szamok teste feletti

r1 +2x9 —3x3 =1
2[E1 —xT9 —XI3 =7

linearis egyenletrendszert!
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A linearis egyenletrendszer kibovitett matrixa:
1 2 =3 |1
2 -1 -1 | 7|°
Vonjuk ki a mésodik sorbdl az elsé sor kétszeresét. Eredményként a kovetkezo mat-
rixot kapjuk:
1 2 =3 |1
0 =5 5 | 5|
Ebben az elso sor féeleme 1, a méasodik sor féeleme —5.

Az ezen matrixhoz tartozo, az eredetivel ekvivalens linearis egyenletrendszer:

Ty +2z9 —3x3 = 1
—51’2 +5£L‘3 = 5,

melyben z; és xo kotott valtozok, z3 pedig szabad valtozd. Ennek megfelelGen ren-
dezziik at az egyenletrendszert:

T —|—2$2 = 1+ 3273
—51’2 = 5 — 5.733.
T
Ennek megoldasa az az x = |25 | vektor, melyben zo = x3 — 1 és 1 = 23 + 3, azaz
T3
r3+ 3 1 3
X = 1'3—1 = T3 1 + -1 ,
T3 1 0

ahol z3 tetszbleges valés szam. Tehat az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa

van.

A Gauss-Jordan-moédszer. A Gauss-Jordan-moédszer annyiban kiilonbozik a Gauss-
modszertdl, hogy a linearis egyenletrendszeren olyan elemi atalakitasokat hajtunk végre,
amelyek az egyenletrendszer matrixat tigy hozza lépcsés alakra, hogy nem csak a féelemek
alatt, hanem a féelemek feletti elemeket is kinulldzuk (ha van a féelem felett elem).

Példa A Gauss-Jordan mdédszerrel oldjuk meg a valds szamok teste feletti

21’1 +3ZL‘2 +x3 = 5
I —Ty +x3 = 1
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linearis egyenletrendszert!
A linearis egyenletrendszer kibovitett matrixa:

2 3 1] 5
1 -1 1 | 1|

Cseréljiik fel a két sort (ez annak felel meg, hogy az egyenletrendszerben felcseréljiik a
két egyenletet)! A keletkezett métrix:

1 -1 1|1
2 3 1| 5|°
Vonjuk ki a masodik sorbdl az els6 sor kétszeresét! A keletkezett matrix:
1 -1 1 |1
0 5 —1 | 3|
Adjuk az els6 sorhoz a masodik sor 1/5-ét! A keletkezett méatrix:

R

Az ehhez tartozé, az eredetivel ekvivalens egyenletrenszer:

T +4/5$3 = 8/5
+5ZL‘2 —x3 = 3.

Az xq és x4 kOtOtt valtozok, az x3 pedig szabad valtozo. Az egyenletrendszernek végtelen
sok megolddsa van: x; = —4/bx3 + 8/5, xo = 1/5x3 + 3/5. A linedris egyenletrenszer
x1, Ta, T3 megoldasait ugy is tekinthetjiik, mint egy térbeli vektor harom koordinataja,
azaz azt is mondhatjuk, hogy a linearis egyenletrendszer megoldasai az

T3 1 0

térbeli vektorok.
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6. fejezet

A determinans

Ebben a fejezetben tetszéleges kommutativ gytri feletti négyzetes matrixok determi-
nansanak fogalmat definidljuk rekurziv médon. Definidljuk az 1 x 1 tipusi és a 2 x 2
tipusi matrixok determinansanak fogalmat, majd tetszoleges n > 2 egész szam esetén
definidljuk az n x n tipusi matrixok determindnsanak fogalmat az (n—1) x (n—1) tipusi
matrixok determinansanak segitségével.

6.1. Definicié Legyen

11 A2 ... Qip

@21 Q22 ... do2p
A =

Ap1 Ap2 ... Qpp

eqy R kommutativ gyidri feletti (négyzetes) matriz. Az A mdtriz det(A) mddon jelolt
determinansan az R gyiri kovetkezo elemét értyiik:

1.

Han =1, azaz A = |ay1], akkor det(A) = aq;.

a1 a
Han=2, azaz A= | 2| akkor det(A) = ajjag — arpa9 € R.
21 A22

Han > 2, akkor

d€t(A) = CLHAH + CL12A12 + -+ CllnAlm

amely képletben Ay, = (—1)Y* Dy, ahol Dy jeléli az A mdtrizbol az elsé sor és a
k-dik oszlop elhagydsdval keletkezett (n —1) x (n—1) tipusd matriz determindnsdt.

61



6.2. Megjegyzés Egy A négyzetes métrix determindnsit |A| médon is szoktuk jelolni.
Ha fel akarjuk tiintetni az A métrix elemeit is, akkor egy

ai;r a1 ... Qip

21 A22 ... QAgp
A =

Ap1 Ap2 ... QApp

matrix determinansat jelolhetjiikk még a kdvetkezoképpen is:

ai; A2 ... QAip
a91 A29 ... QAgpn
Ap1 Ap2 ... QApp

Egy n xn tipusi matrix determinansat n-edrendii determinansnak is szoktuk nevezni.
Annak ellenére, hogy egy R kommutativ gytiri feletti négyzetes matrix determinansa
az R egy eleme, mégis szoktunk beszélni egy determinans oszlopairdl, illetve sorairol.
[lyenkor a szébanforgd matrix oszlopaira, illetve soraira gondolunk.

Példa Definici6 alapjan szamoljuk ki az alabbi, az egész szamok gytirtije felett determi-
nanst

2 1 0 5

0o 1 -1 —2'

3 1 1 2|

2 =3 1 0

Megoldas.

31_01_52 1 -1 2] 0 -1 -2 Jo 1 -1
s 1 1 9 =21 1 2|—-3 1 2|=-53 1 1]|=
5 s 1 -3 1 0] 2 1 0 2 -3 1

= 2(—2+46—8) — (—4— —1+411) = —8+6—50 = —52.
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6.1. A determinans alaptulajdonsagai

Tetszoleges R kommutativ gytirt feletti

ai;pr a2 ... Qip

o1 A22 ... QAgp
A =

Ap1 Ap2 ... QApp

métrixra (ahol n > 2), vezessiik be a kovetkezé jeloléseket:

Tetszoleges 4,5 € {1,2,...,n} indexekre, jelolje D;; az A matrixbdl az i-dik sor és a
j-dik oszlop torlésével keletkezett (n—1) x (n—1) tipusti métrix determindnsat (amelyet
az i-sor j-dik eleméhez tartoz6 aldetermindnsnak neveziink). Legyen

Ay = (1) Dy,

amit az A matrix i-dik sordnak j-dik eleméhez tartozo elGjeles aldeterminansnak neve-
ziink.

Az
ainAin + aipAio + - + ain Ay,

szorzatosszeget az A matrix i-dik sora szerinti, az
alelj + CLQjAQj + -+ CLnjAnj

szorzatosszeget az A matrix j-dik oszlopa szerinti kifejtésének nevezziik.

Egy legalabb két sort tartalmazé négyzetes matrix determinansa tehat nem maés, mint
az elso sora szerinti kifejtése.

Nem nehéz belatni, hogy egy 2 x 2 tipusi matrix barmely sora, illetve barmely oszlopa
szerinti kifejtése megegyezik a matrix determinansaval. Ennél t6bb is igaz:

6.3. Tétel (Kifejtési tétel) Tetszbleges kommutativ gyiiri feletti négyzetes matrixz barmely
sora, illetve barmely oszlopa szerinti kifejtése megegyezik a mdtrix determindnsdval (azaz
az elsd sor szerinti kefejtésével).

A kovetkezo tételt a Kifejtési tétellel egyiitt a késobbiekben alkalmazni fogjuk.

63



6.4. Tétel (Ferde kifejtési tétel) Tetszdleges kommutativ gyiri feletti, legaldbb két sort
tartalmazo négyzetes matrix esetén, eqymdstol killonbézo i, j és k indexekre

an Ag1 + @A + -+ @i Agy = 0,

s
(llelk + (L2J'442]/.; 4o+ (In,jAn,k =0
teljestil.
A 6.3. Tétel és a 6.4. Tétel eredményeit a kovetkez6 két képletben foglalhatjuk Gssze:
det(A) hai=k
a,A +GZA —I——I—amAn:
1A4k1 2Ak2 k { 0 ha ik
és

det(A) haj=k
ay; Arg + agjAog + -+ + anjAnk =
15411k 27412k j k {0 h&j#l{}
Bizonyitéas nélkiil kozoljiik az alabbi tételt.

6.5. Tétel Kommutativ gyiird feletti tetszéleges négyzetes A mdtriz esetén det(A) =
det(AT), azaz egy mégyzetes mdtriz determindnsa megegyezik transzpondltjanak deter-
minansaval.

A kovetkezo tételek a determinansok egy soraval, illetve oszlopaval kapcsolatos alap-
tulajdonsdgokat tartalmazzak.

6.6. Tétel Ha eqy determindns valamely sordban vagy oszlopdaban minden elem 0, akkor
a determindns értéke eqyenlo 0-val.

Bizonyitas. Legyen A olyan n x n tipust matrix, amelynek i-dik soraban (vagy oszlopa-

ban) minden elem nulla. Akkor a mdtrix i-dik sora (vagy i-dik oszlopa) szerinti kifejtése
egyenld O-val. Igy a Ferde kifejtési tétel miatt det(A) = 0. O
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6.7. Tétel Ha eqy R kommutativ gytiri feletti A négyzetes matriz valamely soraban vagy
oszlopaban allo elemek maindegyikét megszorozzuk az R valamely o elemével, akkor az igy
keletkezett matriz determindnsa megegyezik az A mdtrix determindnsdanak a-szorosdval.

Bizonyitas. Legyen A, , az a métrix, amit egy nxn tipusi A matrixbdl igy kapunk, hogy
annak i-dik soraban all6 elemek mindegyikét megszorozzuk az R valamely o elemével.
Az A; , métrix ¢-dik sora szerinti kifejtése:

det(Am) = aaj Ajgt+aapAp+- - taap Ay = a(ailAil +apAin+- - '+amAz‘n) — adet(A),

felhasznalva a Kifejtési tételt is. Az oszlopokra vonatkozé allitds hasonléan igazolhato.
O

6.8. Tétel Ha eqy R kommutativ gytri feletti n X n tipusi A mdtrix valamely sordban
(vagy oszlopdban) dllé elemek mindegyike csupa kéttagi osszeg: x1+y1, Tatys, - -, Tnt+Yn,
akkor az A mdtriz detemindnsa megeqyezik azon B és C mdtrizok determindnsanak
dsszegével, ahol a B, illetve C mdtriz széban forgé sordban (vagy oszlopdban) lévd elemek
az X1, To,. .., T, elemek, illetve (C-nél) azyy,ys, - . ., yn elemek, a tibbi helyen levd elemek
pedig rendre megegyeznek (mind a B, mind a C matrizndl) az A mdtriz ugyanazon helyen
dllo elemeivel. Képletben (2 x 2 tipusi mdtriz 2. sordra):
a b a b a b
= +

T1+Y1 Ta+t Y2 T1 T Y1 Y2
Proof. Legyenek A, B és C a tételben szerepl6 matrixok! A bizonyitast az i-dik sorra
végezziik el. Az oszlopokra vonatkozo allitas hasonléan igazolhatd. Tegyiik fel tehat,
hogy az A matrix i-dik sora x1 + y1, 22 + Y2, ..., 2, + yn. Alkalmazva a Kifejtési tételt
az A matrix ¢-dik sorara:

det(A) = (z1 +y1)An + (22 + y2)Ai + - + (X0 + Yn) Ain

= (2143 + 22An + -+ 2, Am) + (1An + Y2 A + - + Y Ain) = det(B) + det(C).
Il

A kovetkezo tételek a determindnsok két soraval, illetve oszlopaval kapcsolatos alap-
tulajdonsdgokat tartalmazzak.

6.9. Tétel Ha egy determindns két kiilonbozd sora (vagy két kiilonbozd oszlopa) rendre
ugyanazon elemeket tartalmazza, akkor a determinans értéke a 0.
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Bizonyitas. Ha egy n x n tipusi A maétrix i-dik és k-dik (i # k) sordban levé elemek
rendre megegyeznek, akkor az i # k indexekre alkalmazva a ferde kifejtési tételt, valamint
a kifejtési tételt:

0=ainAr + @Ak + - + @inAkn = @1 A1 + araAge + -+ - + AgnAiyn = det(A).

Hasonléan igazolhaté az oszlopokra vonatkozé allitas. O

6.10. Tétel Ha eqy R kommutativ gyiri elemeibol képezett determindns valamelyik so-
rahoz (vagy oszlopdhoz) hozzaadjuk egy téle kilonbozd sor (vagy oszlop) valamely R-beli
elemmel vald szorzatdt, akkor a determindns értéke nem wvdltozik.

Bizonyitas. Adjuk az n xn tipusi A méatrix i-dik sorhoz a j-dik j # i sor o € R szorosat.
Az igy keletkezett matrix i-dik sordban all6 elemek

a1 + a1, Q2 + Qjo, .. Qi + Q.

A 6.8. Tétel és a 6.7. Tétel szerint ennek a matrixnak a determindnsa egyenlé det(A) +
adet(B-vel, ahol B olyan métrix, amelyben az i-dik és j-dik sorok megegyeznek. Mivel
i # 7, ezért a 6.9. Tétel szerint det(B) = 0. fgy a vizsgalt matrix determinénsa valoban
egyenlo az A matrix determinansaval. O]

6.11. Tétel Ha egy determindnsban két kilonbozd sort (vagy oszlopot) eqgymdssal felcse-
réliink, akkor a determindns elojelet valt.

Bizonyitas. A sorokra vonatkozd allitast bizonyitjuk. Legyenek ¢ < j tetszOleges sorin-
dexek. Cseréljiik fel az

ai;r a1 ... Qip
Qi1 Q2 ... GQip
A=
aj1 Qo2 ... Gjn
[ n1 Qp2 ... Gpp |
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matrixban az i-dik és a j-dik sort. Az

ay;y a1 ... QAip
a1 QAj2 ... Qjp
Al =
(0751 Qo ... Qip
_anl Qp2 ... ann_

métrixot kapjuk (amelynek az elemei az i-dik és j-dik sor kivételével rendre megegyeznek
az A matrix ugyanazon helyen all6 elemivel). Olyan atalakitdsokat hajtunk végre az A’
méatrixnak csak az i-dik és j-dik soran (a j-dik sort kivonjuk az i-dik sorbdl, majd az
igy keletkezett i-dik sort hozzaadjuk a j-dik sorhoz, végiil pedig az igy adodo j-dik
sort kivonjuk az i-dik sorbdl) amely dtalakitdsokkal a determindnsa nem valtozik (lasd
a 6.10. Tételt és a 6.7. Tételt):

ay; a2 ... QAip aiq a19 c. Q1n
a1 Q2 ... Qjp Qi1 — Qi1 Aj2 — A2 ... Ajp — Q4
det(Ay=1|: + - = : L=
;1 Qg2 ... Qip ;1 (075} ce Qin
Gp1 Ap2 ... Gpp Gn1 Ap2 s Apn
a1 12 e A1n a1 a2 ... Qi
ajl — Q;1 ajg — Q2 ... ajn — Qip —Qa;1 —Q;2 ... —Qip
= : L= D | = —det(A).
Q41 Q52 Qjn aj1 Q42 Ajn
QAn1 (07%) Ce Apn (0751 (07%) Ce Apn
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Példa. Hatarozzuk meg az

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

matrix determinansat.

Megoldas. Vonjuk ki a masodik sorbdl az elsé sor 5-szorosét, a harmadik sorbdl az
els6 sor 9-szeresét, és a negyedik sorbdl az elso sor 13-szorosat, majd vonjuk ki a harmadik
sorbdl a masodik sor 2-szeresét. Akkor

1 2 3 4 1 2 3 4 12 3 4
5 6 7 8 0 -4 -8 —12 0 -4 -8 —12

9 10 11 12| |0 -8 —16 —24] |0 O 0 0
13 14 15 16 0 —12 —-24 -36 0 —12 —-24 -36

Mivel a harmadik sor minden eleme 0, ezért a determinans értéke 0.

6.2. A determinansok szorzastétele

Ebben a fejezetben a determinansok szorzastételével foglalkozunk. Ennek bizonyitasahoz
felhasznaljuk a Laplace-féle kifejtési tételt, amelyhez definidlni fogjuk tetszoleges tipusi,
kommutativ gytlirii elemeibdl alkotott matrix aldeterminanséanak fogalmat.

Legyenek m,n > 1 tetszoleges egész szamok. Legyenek tovabba
1<iy <y <+ <ix <min{m,n}

és
1<ji<ji<--- <jr <min{m,n}

tetszoleges egész szamok! Egy m x n tipusi A maéatrixbdl képezett
iy Qiyga -+ Qiggy,
Qiggr Figga - -+ Qiggy,
k-adrendli determindnst az A matrix egy k-adrendii aldeterminansanak nevezziik.

Ezt a determinanst tehat ugy képezziik, hogy az A matrixbdl az i;-dik, is-dik, ... 7;-
dik sorban, illetve azon beliil a j;-dik, jo-dik ... ji-dik oszlopban all6 elemeket megtartjuk
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az eredeti elrendezésiik szerint, a tobbi elemet elhagyjuk, és az igy visszamaradt k£ x k
tipusi (négyzetes) méatrix determinanséat képezziik.
Legyen A egy n X n tipusd méatrix. Ha

Airj1 Qiyge -+ Giggy,

Qigjr  Qigga -+ Qiggy

az A egy olyan aldeterminédnsa, ahol £ < n, akkor az A maétrixbdl az i;-dik is-dik ...
ir-dik sorok, illetve a ji-dik, jo-dik ... jjr-dik oszlopok elhagydsaval keletkezett (n —
k) x (n — k) tipusi métrix determindnsa az A matrixnak szintén egy ((n — k)-adrendii)
aldetermindnsa. Fzt az aldetermindnst az

Qirjy Qiggo -+ Qiggy
Qigjr  Qigga -+ Qiggy

aldeterminans komplementer aldeterminansanak nevezziik. Ha ezt a komplementer al-
determinans még megszorozzuk

(_1)l1+~~~+zk+]1+-~~+1k —Val,
akkor az igy keletkezett determinanst az
Airj1 Qiyge -+ Giggy,
Qiggi - Qigga -+ Qigjy,

aldeterminanshoz tartozo el6jeles aldeterminansnak nevezziik.

A determindnsok szorzastételének bizonyitdsahoz sziikségiink lesz a Laplace-féle ki-
fejtési tétel néven ismert kovetkezd tételre, amely a mar korabban kimondott Kifejtési
tétel altalanositasa.

6.12. Tétel Ha egy kommutativ gyiri elemeibol képezett nxn tipusi A négyzetes matrix-
ban kijelolink k < n sort (vagy k oszlopot) és képezziik az ezek dltal meghatdrozott dsszes
k-adrendi aldetermindnst, és ezeket megszorozzuk a hozzdjuk tartozo eldjeles aldeter-
mindnsaikkal, végil ezeket a szorzatokat dsszegezziik, akkor eredményként az A mdtrix
determindnsat kapjuk.
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Ezek utan megfogalmazzuk és bizonyitjuk a determinansok szorzastételét.

6.13. Tétel Azonos tipusi, négyztes mdtrizok szorzatanak determindnsa eqyenld a ténye-
20k determindnsainak szorzatdval.

Bizonyitas. Legyenek

a1 A12 ... QAip

a21 Q@29 ... QdAgp
A =

Ap1 Ap2 ... QApp

és

bll b12 N bln

bgl bgg . bgn
B=|. . .

b1 bua ... bun

tetszoleges kommutativ gytri feletti matrixok. Képezziik a 2n x 2n tipusi

_an ... Qip 0 0 T
A O] lau ... Gy 0 ... 0
-E B| |-1 ... 0 by ... b,

0 ... =1 by ... bun

matrixot. Alkalmazuk a Laplace-féle kifejtési tételt az els6 n sorra. Akkor

A 0
‘—E B’ = det(A)det(B).
Ha az
_CLH o Qp 0 R 0 i
an1 Anpn 0 0
-1 0 bn bin,
L O _1 bn]_ bnn .




matrix (n + i)-dik oszlopabdl (i = 1,...,n) kivonjuk a j-dik oszlop (j = 1,...,n) b
szeresét, akkor a kovetkezd matrixot kapjuk:

Sl

Ennek determinansa egyrészt megegyezik az

A O

-E B
matrix determindnsaval, mésrészt viszont (alkalmazva a Laplace-féle kifejtési tételt az
utolsé n oszlopara) egyenl6 det(AB)-vel. Tehat det(A)det(B) = det(AB). O

6.3. Marixok inverze

Egységelemes R gytirii feletti n x n tipusi matrixok egységelemes M, (R) gyliriijében
beszélhetiink egy matrix inverzérol, ha létezik.

6.14. Definicié Egy egységelemes R gyiri feletti A € M, (R) négyzetes mdtriz inverzén
azt az A=t € M,(R) mdtrizvot értjiik, amelyre AA™' = A~YA = E teljesiil. Ekkor azt is
mondjuk, hogy A invertalhato matriz.

6.15. Megjegyzés Ha egy (négyzetes) A matrix invertalhatd, akkor az A inverze is in-
vertdlhaté (ugyanis az A~ matrix inverze az A méatrix).

6.16. Tétel Ha az A,B € M, (R) matrixoknak van inverze, akkor az AB szorzatnak és
a BA szorzatnak is van inverze, mégpedig (AB)™' = B~1A~! és (BA)"' = A~'B L.

Bizonyitas. Mivel
(AB)(B'A™)=ABB H)A'=AEA'=AA'=E,

és
(B’lA’l)(AB) = B’l(A’lA)B =B 'EB=B 'B=E,
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ezért

(AB)'=B'A
Hasonléan igazolhato, hogy

(BA)'=A"'B™.

O
A kovetkezokben test elemib6l képezett (négyzetes) matrixok invertalhatosdgara adunk
sziikséges és elégséges feltételt a determinansuk segitségével.

6.17. Definicio Fgy kommutativ gyiri elemeibdl képezett A négyzetes matrizot requldris
matriznak nevezink, ha det(A) # 0. Viszont azt mondjuk, hogy A szinguldris mdtriz,
ha det(A) = 0.

6.18. Tétel Egy F test elemeibdl képezett reqularis matriznak van eqy és csak egy inverze.
Szinguldris mdtriznak nincs inverze.

Bizonyitas. Legyen

ay;pr a1 ... QAip

21 Q29 ... QA9pn
A=

ap1 Ap2 ... Qpp

egy F' test elemeibol képezett regularis matrix. Képezziik az

T

Ay A oo Ay, Ay As ... Ap

-1 1 Aoy Ay ... Agy B 1 Ag Agp ... A
~det(A) | c el ~det(A) | : S

A Ane .. A Ay, Asy o A

matrixot, ahol A;; jeloli az A métrix i-dik sordnak és j-dik oszlopdnak metszetében &4ll6
a;; elemhez tartozé eljeles aldetermindnst. Figyeljiikk meg, hogy az A~! mdtrixot gy
képezziik, hogy minden eleme helyére beirjuk a hozza tartozo eldjeles aldeterminanst, az
igy keletkezett matrixot transzponaljuk, majd ezt a matrixot megszorozzuk az A matrix
determinansanak reciprokaval. Mivel A reguldris, ezért a determinansa az I’ test egy
nem 0 eleme, és ezért van F-ben reciproka (mésképpen: inverze). Tehat az A~! matrix
jol definialt.
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A matrixok szorzasanak definiciéja alapjan az

a;n a2 ... Qin A Ay ... A

AA-T — a1 Gy ... Qo 1 A Ay ... Aps
: det(A) | :

Gp1 Ap2 - Opn Ay, Ay oo A

métrix i-dik sordnak j-dik eleme (a Kifejtési tétel és a Ferde kifejtési tétel szerint) egyenld
a kovetkezovel:

1
M(ailAﬂ + apAjp + -+ ainAjn) = {

1 hai=j
0 hai##j.

Tehat AA~! = E. Hasonléan igazolhat6, hogy A~'A = E. fgy az

T
1 1 Agp A ... Ay
det(A) : .
Anl An2 L Ann
matrix az
ay; Q12 ... Qi
a921 A29 ... Qd9p
A =

Ap1 Ap2 ... Opp

matrix inverze.
Annak bizonyitasahoz, hogy A-nak pontosan egy inverze van, tegyiik fel, hogy egy
B matrix is inverze az A méatrixnak. Akkor

B=BE=B(AA')=(BAJA' =EA' = A"

Mar csak annak igazolasa van hatra, hogy szingularis matrixnak nincs inverze. Legyen
A egy szingularis matrix. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy A-nak van inverze. Legyen
B az A egy inverze. Akkor (hasznélva a determindnsok szorzastételét is)

1 = det(E) = det(AB) = det(A)det(B) = 0det(B) = 0,

ami ellentmondas. Tehdt egy szingularis matrixnak nem létezik inverze. O
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Példa. Adjuk meg az

matrix inverzét, ha létezik.

|A| =2, igy

ATl =

6.19. Megjegyzés Ha egy egqységelemes R gyiiri feletti A négyzetes mdatrizhoz van olyan
R feletti X négyzetes mdtriz, amelyre AX = E teljesiil, akkor azt is szoktuk mondani,
hogy X az A matrix jobb oldali inverze. Ha XA = E teljestil, akkor azt mondjuk, hogy
X az A bal oldali inverze. Ha eqy test feletti négyzetes mdatrixnak van bal oldali vagy
jobb oldali inverze, akkor a determindnsok szorzistétele miatt A requldris mdtriz, és igy

DO | —

A-nak van inverze.

6.20. Tétel Eqgy I test elemeibol képezett reqularis A mdtriz inverzének determindnsa
megegyezik az A determindnsdnak reciprokdval. Képletben: |A™Y =

121
A=|01 2

111

12l Joo2) o 1]
11 11 |11
21 a2
11 11 11
2 1 11 |12
12 02 [0 1],

Bizonyitas. A determinansok szorzastétele alapjan

1

amibdl |A~!] = ﬁ adodik.

Példa. Adjuk meg az ASBC™! métrix determindnsét, ha
|A| =2, |B] =10, |C|= -5.

A determinansok szorzdastétele miatt

ABC| — |A%||BJ|C!| = |A]Y[B]lC~| = 32 10. (
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6.4. Matrix rangja

6.21. Definicié FEgy F' test elemeibol képezett m X n tipusi

a1p A2 ... Qip

a921 9292 Ce A9y,
A =

Am1 Am2 ... Amp

matrix oszlopvektoraibol dllo vektorrendszer rangjat az A madtriz rangjdnak nevezziik.

6.22. Tétel Test elemeibol képezett matriz rangja megegyezik a madtrizbol kivdlaszthato
nem zérus értekiu aldetermindnsok rendszamanak maximumduval.

6.23. Tétel Egy I test feletti n X n tipusi A mdtriz oszlopvektorai (az F™ vektortérben)
akkor és csak akkor linearisan figgetlenek ha az A mdtrix requldris (azaz determindnsa
nem egyenld az F' nullelemével).

Bizonyitas. A 6.22. Tétel miatt egy test feletti n x n tipusi matrix oszlopvektorai akkor
és csak akkor linedrisan fiiggetlenek, ha a matrix rangja n. A rang definicidja szerint ez
azt jelenti, hogy a matrix determindnsa nem a nulla, azaz a matrix regularis. ]

6.24. Tétel Test elemeibol képezett mdtriz oszlopvektoraibol allo vektorrendszer rangja
megeqyezik a sorvektoraibol allo vektorrendszer rangjdval.

Bizonyitas. Az allitas annak kévetkezménye, hogy egy négyzetes matrix determinansa
megegyezik transzponaltjanak determinansaval. O]

Emlékeztetiink arra, hogy egy R gytiri elemeibdl képezett matrix elemi atalakitasain
a kovetkezo atalakitasok valamelyikét értjiik:

e A matrix két (kiilonboz6) sordnak, illetve két (kiilonbozé) oszlopanak feleserélése.

e A matrix valamelyik soranak, illetve oszlopanak az R gyiri egy nem nulla elemével
val6 szorzésa.
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e A matrix valamelyik sora (illetve oszlopa) R egy elemével val6 szorzatdnak egy
maésik sorhoz (illetve oszlophoz) valé hozzaadésa.

6.25. Tétel (Rangszamtétel) Test elemeibdl képezett matriz rangja elemi dtalakitdsok so-
ran nem vdltozik.

Bizonyitas. A 6.24. Tétel, a 6.22. Tétel, a 2.35. Megjegyzés, a 2.36. Tétel, a 2.37. Tétel,
és a 2.38. Tétel alapjan nyilvanvalé. O

Feladat. Hatarozzuk meg a valds szamok feletti

1 2 1 8
2 -1 2 6
3 1 -1 2

matrix rangjat.

Megoldas. Adjuk a mésodik sorhoz az els6 sor (—2)-szeresét, a harmadik sorhoz
pedig az els6 sor (—3)-szorosat. A keletkezett métrix

1 2 1 8
0 -5 0 -10|.
0 -5 —4 —22]

Szorozzuk meg a masodik sort —1/5-del. A keletkezett matrix:

1 2 1 8 ]
o 1 0o 2.
0 —5 —4 —22]

Vonjuk ki a mésodik sor kétszeresét az elso sorbdl, majd adjuk a mésodik sor 6tszorosét
a harmadik sorhoz! A keletkezett matrix:

1 0 1 4
01 O 2
0 0 —4 -—-12
Ennek a matrixnak
1 0 1
01 0
00 —4



egy nem nulla aldeterminénsa, igy az

1 0 1 4
01 0 2
00 —4 —-12

matrix rangja 3. Mivel kézben elemi atalakitasokat alkalmaztunk, ezért az eredeti matrix

rangja egyenlo 3-mal.
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7. fejezet

Linearis egyenletrendszerek II.

7.1. Tétel Egy Ax = b linedris eqyenletrendszer akkor és csak akkor oldhato meg, ha az
egyenletrendszer A mdtrixzanak rangja megegyezik az (A,b) kibévitett matrixz rangjdval.
Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhato meg egyértelmiien, ha az A és (A,D)
matrixok rangja megegyezik az eqyenletrendszerben szereplo ismeretlenek szamdval.

Bizonyitas. Egy matrix rangjan az oszlopvektorokbdl &llé vektorrendszer rangjat értjiik.
A tétel tehat ugy is megfoglmazhatd, hogy egy linearis egyenletrendszer akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha az egyenletrendszer matrixdnak

ail Q1n

a1 A2p,
Ql - . 9 7Qn - :

am1 Amn

ai A1n bl
o= "= | b= ”
U1 ay.rm b
vektorrendszer rangjaval. [gy allitdsunk a 5.4. Tétel kovetkezménye. ]

A fejezet kovetkezo részében linedris egyenletrendszerek megoldasi médszereivel fog-
lalkozunk.
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A kovetkezd szakaszban bebizonyitjuk a Cramer szabaly néven ismert tételt, amely
egy modszert ad egy n egyenletbol all6, n ismeretlent tartalmazé olyan egyenletrendsze-
rek egyértelml megoldasanak meghatarozasara, amelyek matrixdnak determinansa nem
egyenlo a nullaval.

7.1. A Cramer-szabaly

Ebben a fejezetben egy specidlis egyenletrendszerre adunk megoldast.

7.2. Tétel (A Cramer-szabdly) Ha az n egyenletbdl allo, n ismeretlent tartalmazo

a;nry +taprs +... +apr, = b1
A1 T1 +aAoxy + ... “daspx, = b
amT1 +apato + ... +apmr, = b,
linedris egyenletrendszer
aijr a1 ... Qip
Qg1 Q22 ... Q2
A p—
Qp1 Ap2 ... Qpp

matrixa regquldris, akkor az egyenletrendszer megoldhato, mégpedig egyértelmiien, és a
megoldast a kévetkezo képlet szolgaltatja:

detA,, (k=1 )
T =———(k=1,....n),
detA '
ahol
ail ... Q11 by 1 k+1  --- Qin
asi ... agp—1 by 2 k+1 ... QA2p
dEiIL,Ak; — .
an1 R | bn, an,,k+l ... App

(az Ay mdtrizot (az un. k-dik mddositott mdtrizot) az A mdtrizbdl gy szdrmaztatjuk,
hogy annak k-dik oszlopa helyére beirjuk az egyenletrendszer konstansainak oszlopvekto-
rat).
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Bizonyitas. A vizsgalt egyenletrendszer matrixszorzatos alakja

Az =),
ahol z jeloli az xq, ..., x, ismeretlenekbdl (mint szimbdélumokbdl) allé oszlopvektort, b
pedig jeloli az egyenletrendszer by, ..., b, konstansainak oszlopvektorat.

Mivel az A maétrix a feltétel szerint regularis, ezért 1étezik inverze:

A An ... Aw
P N L e
det(A) | & i e

A Asy .. A

Megszorozva ezzel az Az = b egyenloséget balrdl, azt kapjuk, hogy

a1 A Ay 0 Ap by
Ta 1 Ag Asp ... Ao by

: + ~ det(A) U :
Tn Aln A2n e Ann bn

Koénnyen ellenorizhetd, hogy

Ty

1
= dei(A) (b1 Ay + oAk + - - - + b Ank),

amelyben a
b1 A1 + boAog + -+ - + b Ak

szorzatosszeg megegyezik az

aix ... QA1k-1 by a1 k+1 -+ Qip

Qo1 ... G2k—1 by a2 k+1 .- Q2n
Ay = . .

ap1  --. Qpk—1 bn Ank+1 -+ Qnp

méatrix k-dik oszlopa szerinti kifejtésével, ami viszont (a Kifejtési tétel szerint) egyenld
det(Ay)-val. Igy
o detAk

= detA( =1,...,n).

Tk
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7.3. Tétel Egy olyan linedris eqyenletrendszer, amelyben az eqyenletek szama megegyezik
az ismeretlenek szamdval akkor és csak akkor oldhato meg egyértelmiien, ha az egyenlet-
rendszer matrixa requldris.

Bizonyitas. A Tétel 7.1. szerint az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg
egyértelmiien, ha az egyenletrendszer matrixanak rangja és kiegészitett matrixanak rang-
ja egyenlo, és ez a kozos rang megegyezik az ismeretlenek szamaval. Ez a mi esetiinkben
akkor és csak akkor teljesiil, ha az egyenletrendszer matrixa regularis. O]

7.2. Homogén linearis egyenletrendszerek

7.4. Definicio Egy linedris egyenletrendszert homogén linedris egyenletrendszernek ne-
veziink ha az egyenletrendszer konstansainak mindegyike az F' test nulleleme; ellenkezd
esetben inhomogén linedris egyenletrendszerrdl beszélink.

Egy homogén linearis egyenletrendszernek az
x1:0,...,xn=O

elem n-es mindig megoldasa; ezt az egyenletrendszer trividlis megoldasanak nevezziik.
Ezért a homogén linedris egyenletrendszereknél igazabdl az a probléma, hogy mikor van
a trividlistol kiilonb6z6 megoldédsa. A 7.1. Tétel alapjan egyszertien adédik a kévetkezo
eredmény.

7.5. Tétel Egy homogén linedris eqyenletrendszernek akkor és csak akkor van a trividlis-
tol ktilonbozo megolddsa, ha az eqyenletrendszer mdtrizanak rangja kisebb az ismeretlenek
szamdnal.

A kovetkezo tétel egy homogén linearis egyenletrendszer 0sszes megoldédsainak hal-
mazaval kapcsolatos.

7.6. Tétel FEgy m egyenletbol dllo, n ismeretlent tartalmazo Ax = 0 homogén linedris
egyenletrendszer megoldasainak halmaza az F™ vektortér eqy altere.
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Bizonitas. Jelolje H C F™ az Az = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldasainak
halmazat. H # (), mert a nullvektor (azaz a trividlis megoldds) eleme H-nak. Legyenek

a,be H
tetszoleges vektorok. Akkor tetszoleges a, f € F' esetén
A(aa + fb) = a(Aa) + f(Ab) = 0.

Tehat
aa+ b e H.

A 2.30. Tétel miatt H az F™ vektortér egy altere. [

7.7. Definicio Fgy Ax = b linedris egyenletrendszerhez tartozo homogén linedris egyen-
letrendszeren (mds szavakkal: a linedris egyenletrendszer homogén részén) az Ax = 0
homogén linedris egyenletrendszert értjiik.

A kovetkezo tétel azt mutatja meg, hogy hogyan kaphatjuk meg egy linearis egyenlet-
rendszer Osszes megolddsat (azaz az un éltaldnos megolddséat) a homogén rész dltalanos
megolddsa és az egyenletrendszer egy (u. partikuldris) megolddsianak segitségével.

7.8. Tétel Jelolje I az Ax = b linedris egyenletrendszer megolddsainak, H pedig a li-
nedris eqyenletrendszerhez tartozo homogén linedris eqyenletrendszer megolddsainak hal-
mazdt. Akkor I = H + ¢, ahol ¢ az Ax = b egyenletrendszer egy (un. partikuldris)
megolddsa.

Bizonyitas. Legyen a € H tetszdleges. Akkor

A(a+c)=(Aa) + (Ac) =0+b=1,

amibol
H+cClI
kovetkezik.
Legyen d € I tetszoleges. Akkor
d=(d—c¢)+c
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Mivel
ezért d € H + ¢, amibdl

kovetkezik. 0

7.9. Tétel Egy olyan homogén linearis eqyenletrendszernek, amelyben az eqyenletek szd-
ma megeqyezik az ismeretlenek szamdval akkor és csak akkor van a trividlistol kiilonbozo
megoldasa, ha az egyenletredszer matriza szinguldris.

Bizonyitas. A Tétel 7.3. felhasznédlasaval az allitas nyilvanvalo. O

Példa Hatdrozzuk meg az R? vektortérnek az R? vektortérbe valé

| r+y—=2
f(l’,y,Z)— {3x—y—|—5z]

linearis leképezés képterének és magterének egy-egy bézisat!

Megoldas. Jelolje A a linedris leképezésnek azt a matrixat, amely a vektorterek
standard bézisaihoz tartoznak. Akkor

1 1 -1
A= {3 -1 5 }
A linedris leképezés képtere az 6sszes R3-beli

r+y—z | |1 1 —1
[3x—y+5z] - [3} v {—J yr { 5|7
vektorok altere, amely altér megegyezik az A matrix oszlopvektorai altal kifeszitett alt-
érrel, aminek egy béazisa az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer egy maximéa-

lisan linearisan fiiggetlen részrendszere. Vizsgaljuk az A matrix rangjat. Az A soraira
alkalmazott elemi atalakitasokkal az A matrix

1 1 -1
0 -4 8
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alakra hozhato. Ebbdl latszik, hogy az A matrix rangja 2. Mivel példaul az els6 két
oszlop altal meghatarozott masodrendli aldetermindns nem nulla, ezért az els6 két osz-

lopvektorbdl allo vektorrendszer maximélisan linedrisan fliggetlen. fgy az B} és [_11}

vektorok a képtér egy bazisat alkotjak.

A dimenziététel miatt a magtér dimenzidja 1. A magtér vektorai pontosan azok az
R3-beli

z:

INES S

vektorok, amelyekre Az = 0 teljesiil, azaz az A matrixi homogén linearis egyenlet-
rendszer megoldasai. A Gauss-mddszer alkalmazésaval az Ax = 0 homogén linedris
egyenletrendszer

r 4y —2 =0

—4y +8z =0
alakra hozhaté. Ebbol y = 2z és ¢ = —2z adddik, azaz a magtér Osszes vektora kifejezhetd
—z —1 -1
2z | =z | 2 | médon. Tehat a | 2 | vektor a magtér egy bézisa.
z 1 1
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8. fejezet

Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

Ebben a fejezetben a matrixok sajatértékeivel és sajatvektoraival foglalkozunk, elokészit-
ve a hetedik fejezetnek a vektorterek linedris transzformacioéihoz tartozé sajatértékekkel
és sajatvektorokkal kapcsolatos vizsgalatokat.

8.1. A matrix sajatértékeinek és sajatvektorainak fogalma

8.1. Definicié Eqy F test valamely \ elemét az F test feletti n x n tipusi A mdtrix
sajatértékének nevezzik, ha megadhato olyan x € F™ vektor, amelyre teljesil az

Az =Xz
eqyenldség. A feltételnek eleget tevd x vektorokat az A matrix sajatvektorainak (ponto-

sabban, a \ sajatértékhez tartozé sajatvektoroknak) nevezziik.

8.2. Megjegyzés Adott A € M, (F) madtriz esetén F" minden vektora legfeljebb egy sa-
jatértékhez tartozo sajdtvektor lehet. Ugyanis, ha x eqy A € M, (F) mdtriz o, € F
sajatértékekhez tartozo sajdatvektor, akkor

ar = Az = fiz,

amibdl x # 0 miatt o = B kovetkezik.
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8.3. Tétel Tetszbleges A € M, (F) mdtriz tetszdleges sajdatértékéhez tartozo sajdatvektorok
a 0 vektorral egyiitt az F™ vektortér eqy alterét alkotjak.

Bizonyitas. Jelolje W az F™ vektortér azon részhalmazat, amely a 0 vektorbdl és az A
matrix valamely A sajatértékéhez tartozo Osszes sajatvektoraibol all. Tetszdleges x,y €
W és tetszOleges &, € F skalarok esetén

A(Sxz +ny) = E(Az) +n(Ay) = E(Az) +n(Ay) = Az + ny).

Tehat
§x+nyeWw.

A 2.30. Tétel miatt W az F™ vektortér egy altere. O

8.4. Definicio Eqgy A matriz X sajatértékeibol, illetve a nullvektorbol allo alteret az A
mdtriz X sajdatértékhez tartozo un. sajataltérnek nevezziik. Ennek dimenziojdat a A sajdt-
érték geometriar multiplicitdsanak nevezzik.

8.2. Matrix karakterisztikus egyenlete

8.5. Definicié Legyen A egy I test feletti n x n tipusi (négyzetes) matriz. A
ka(z) = (~1)"[A - oF|
polinomot az A mdtrix karakterisztikus polinomjdanak, az
|A —zE| =0
egyenletet pedig az A matriz karakterisztikus egyenletének nevezziik.

Az eléz6 definiciéban |A — zE| az [A — xE] métrix determindnsét jeloli. Tehat egy
n X n tipusu A matrix karakterisztikus polinomja, illetve karakterisztikus egyenlete

ka(x) = (—1)"det(A — zE),

illetve
det(A —zE) =0

modon is felirhatd.
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8.6. Tétel Egy F test valamely \ eleme akkor és csak akkor sajdatértéke eqy F' test feletti
A mdtriznak, ha A gyoke az A mdtriz karakterisztikus egyenletének, azaz teljesil rd az
|A — AE| = 0 egyenldség.

Bizonyitas. A € I akkor és csak akkor sajatértéke egy A € M, (F) matrixnak, ha van
olyan 0 # x € F" vektor, hogy

azaz

Ezen utobbi kifejezés egy homogén linearis egyenletrendszer matrixszorzatos alakja. A
tehat akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, ha ennek az egyenletrendszernek van nem-
trividlis megolddsa, ami a 7.3. Tétel miatt azzal ekvivalens, hogy az [A — AE| métrix
szingularis, azaz

|A — A\E| = 0.
L]

8.7. Megjegyzés Egy A € M,,(F) mdtriz sajatértékeinek, illetve sajatvektorainak megha-
tarozasat tehdt azzal kezdjik, hogy meghatarozzuk a matrix karakterisztikus egyenletének
F testbeli gyokeit. Ha vannak ilyenek (jeloljon egy sajatértéket \), akkor a A\-hoz tartozo
sajatvektorok az [A — NE]z = 0 homogén linedris egyenletrendszer nem-trivialis megol-
dasvektorai lesznek. A megolddsvektorok halmaza (a sajdtvektorok halmaza hozzdvéve a
nullvektort) a 8.5. Tétel miatt az F™ vektortér eqy altere, ennek dimenzidja, azaz a A
sajdtérték geometriai multiplicitdsa megegyezik a fenti homogén linedris egyenletrendszer
megolddsa sordn szabadon vdlaszthato ismeretlenek szdmdval (ldsd a Gauss-mddszert).

8.8. Megjegyzés FEqgy mdtriznak nincs mindig sajdtértéke. Példdul az

0 1
A= [_1 0 ] € Ms(R)
matrix karakterisztikus egyenlete

2 +1=0.

Ennek az egyenletnek nincs gyoke a valds szimok R halmazdban (testében), ezért az A
mdatrixnak nincs sajdtértéke R-ben.

Ha az A mdtrizot, mint a komplex szamok C teste feletti mdtrizot tekintjik, akkor
karakterisztikus egyenletének megoldasai C-ben +i, és igy az A mdtriz sajatértékei +i.
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8.9. Definicio Fgy A mdtrix valamely A sajdtértékének algebrai multiplicitasan azt a po-
zitiv egdsz szamot értjik, amely megegyezik A\-nak, mint a |A — xE| = 0 karakterisztikus
eqyenlet gyokének multiplicitdsdval. Eqgy mdtriz spektrumdn a sajatértékeibol allo rend-
szert értyiik, mindegyiket annyiszor véve, amennyi annak algebrai multiplicitdsa.

8.10. Megjegyzés Bizonyitds nélkil kozolyiik, hogy eqy A mdtriz valamely \ sajdatértéké-
nek geometriai multiplicitdsa kisebb vagy eqyenloé mint az algebrai multiplicitdsa.

Példa. Az
1 00
A= 01 1| € My(R)
0 0 1

fels6 haromszogmatrix karakterisztikus egyenlete (1 — \)® = 0, igy egyetlen sajatértéke
van; ez egyenld 1-gyel. Ennek a sajatértéknek 3 az algebrai multiplicitdasa. A A\ = 1

x
sajatértékhez tartozé |y | sajatvektorokra
z
00 0] [z 0
00 1| |yl=10
0 0 0] [2 0

teljesiil, amibél z = 0 adddik (x és y pedig tetszoleges olyan valds szamok, amelyek
egyike nem nulla). Igy a sajatvektorra

x 1 0
yl =z (0] +y |1
z 0 0
1 0
addédik. Tehat a A = 1 sajatérték sajat altere az |0 és |1| vektorok altal kifeszitett
0 0

altér. Ennek dimenzidja 2, igy a A = 1 sajatérték geometriai multiplicitdsa 2. Tehat a
geometriai multiplicitas kisebb az algebrai multiplicitasnal.
8.3. Matrixok hasonldsaga

8.11. Definicio Legyenek A és B eqy F' test elemibol képezett, azonos tipusi négyzetes
madtrizok! Akkor mondjuk, hogy A hasonlé B-hez, ha megadhaté olyan F elemeibél
képezett requldris C mdtriz, hogy A = C~'BC teljestil.
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(1) Mivel tetsz6leges négyzetes A matrixrta A = EAE teljesiil, és mert E = E71,
ezért minden matrix hasonlé 6nmagdhoz. Mas szavakkal: a matrixok hasonlésaga
reflexiv relécio.

(2) Az A = C!'BC egyenldség ekvivalens a CAC™! = B egyenléséggel, ami B =
(C1)"*AC™! alakban is frhatd, és ami annyit jelent, hogy B hasonlé A-hoz. Igy
tetszoleges A és B matrixok esetén A akkor és csak akkor hasonlé B-hez, ha B
hasonl6 A-hoz. Azért a hasonlésag definiciéjaban a sorrendnek nincs jelentOsége.
Mas szavakkal: a matrixok hasonldsdga szimmetrikus relacio.

(3) Ha az A, B és C matrixok esetén A és B hasonlé matrixok, tovdbba B és C is
hasonlé matrixok, akkor megadhatok olyan regularis X és Y matrixok, amelyek-
re A = X 'BX = X 'Y ICYX teljesiil. A determindnsok szorzdstétele miatt
YX reguldris métrix. Tovabba (YX)™! = X~1y~L. foy A = (YX)1C(YX),
ami annyit jelent, hogy A és C hasonlé métrixok. Tehat a métrixok hasonlésaga
tranzitiv relécio.

8.12. Tétel Hasonlo mdtrixok karakterisztikus polinomjai megegyeznek, igy hasonlé mdt-
rixok spektruma kézos.

Bizonyitas. Legyenek A és B egy F' test elemeibdl képezett hasonlé matrixok. Akkor
van olyan F feletti reguldris C métrix, hogy A = C'BC. Ezért az F tetszbleges \
elemére
|A - \E|=|C'BC - \E|=|C'BC - C"'(AE)C| =
— |C7'(B— AE)C| = |C™[[B — AE||C| = |C"![[C|[B — AE| =
= |C7'C||B — AE| = |E||B — \E| = |B — \E|.
gy
ka(z) = kg(x),

azaz az A és B matrixok karakterisztikus polinomjai megegyeznek. Ebbol mar kévetke-

zik, hogy az A és B matrixok spektruma kozos. O

8.13. Megjegyzés A 8.12. Tétel allitdsanak megforditdsa nem igaz. Példaul a valés elemi

Ao ol

mdtrizok esetén mindkét mdtrix karakterisztikus polinomja x®—2x+1, a mdtrizok mégsem
hasonloak, hiszen az E eqységmdtriz csak énmagdval hasonlo.
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9. fejezet

Linearis leképezések I1.

9.1. Muveletek linearis leképezések kozott

9.1. Tétel Legyenek Vi és Vo ugyanazon F' test feletti vektorterek. Vi-nek Va-be valo tet-
szoleges @1, o linedris leképezései esetén w1+ py is Vi-nek Va-be valo linedris leképezése,
ahol a 1 + s leképezés a kovetkezoképpen van értelmezve:

(o1 +@2) @ a = @i(a) +2(a), a€Vi.
Bizonyitas. TetszOleges a,b € V) és tetszbleges o, f € F esetén
(91 + ¢2)(aa + Bb) = p1(aa + Bb) + p2(aa + Bb) =

api(a) + Be1(b) + agpa(a) + Bea(b) =
ap1(a) + @a(a)) + Blw1(b) + @a(b) =
alpr + w2)(a) + B(p1 + @2)(b).

Tehat, a 3.2. Tétel miatt, 1 + @9 a Vi vektortérnek a V5 vektortérbe vald linearis leké-
pezése. O

9.2. Definici6 A 9.1. Tételben definidlt o1 + @o linedris leképezést a @1 €s o linedris
leképezések dsszegének nevezziik.
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9.3. Tétel Legyenek Vi és Vo ugyanazon F test feletti vektortererk. Ha ¢ a Vi vektortér-
nek a Vy vektortérbe valo linedri leképezése, akkor

—p:a = (=1)(p(@) a eV
18 linearis leképezése Vi-nek Vs-be.

Bizonyitas. Legyenek a,b € V] tetszbleges vektorok, o, 8 € F' pedig tetszoleges skalarok.
Akkor

(—)(a + Bb) = (—1)(p(aa + Bb)) = (—1)(cvp(a) + Be(b)) =
= (=1D(ap(a)) + (=1)(Be(d) = a((=1)¢(a)) + B((=1)(x(b) =
= a(—p(a)) + B(=(p(b)).

Tehat —¢ a Vi vektortérnek a V5, vektortérbe valé linedris leképezése. O

9.4. Definicio A 9.3. Tételben definialt —p linedris leképezést a ¢ : Vi — Va linedris
leképezés ellentettjének nevezziik.

Bizonyitéas nélkiil kozoljiik az alabbi tételt.

9.5. Tétel Tetszoleges F test feletti tetszoleges Vi és Vo wvektorterek esetén, Vi-nek V-
be valo dsszes linedris leképezéseinek Hom(Vy, V) halmaza kommutativ csoportot alkot
a linedris leképezések (el6zdekben definidlt) dsszeaddsdra nézve. Ennek a csoportnak
a nulleleme az a leképezés, amely Vi minden eleméhez a Vy nullelemét rendeli. FEgy
p Vi — V5 linedris leképezés ezen csoportbeli ellentettje megegyezik p-nek az elozo
tételben definidlt —p ellentettjével.

9.6. Tétel Legyenck Vi és Vo ugyanazon F test feletti vektorterek. Vi-nek Va-be wvalo
tetszoleges @ linedris leképezése és tetszoleges o € F' skaldr esetén az

(ap) : a = alp(a), aeW
modon definidlt leképezés a Vi vektortérnek a Vy vektortérbe valo linedris leképezése.
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Bizonyitas. Legyenek a,b € V) tetszoleges vektorok és &,n € F tetszoleges skalarok.
Akkor

(ap)(€a +nb) = afw(Ea +nb)) =
= a(€p(a) + 1) = (af)p(a) + (an)p(b) =
= &(a(p(a)) + nlap(b) = E(ap)(a)) + nlap)(b)

9.7. Definicio A 9.6. Tételben szereplo aqp linedris leképezést a ¢ linedris leképezés o
skaldrral képezett szorzatdnak nevezziik.

9.8. Tétel Tetszbleges F' test feletti Vi és Vo vektorterek esetén Hom(Vi, Vy) vektorteret
alkot F' felett (a linedris leképezések dsszeaddsdra, illetve a linedris leképezések skaldrral
képezett szorzdsdra nézve).

Bizonyitas. A 9.5. Tétel és a linearis leképezések skalarral képezett szorzatanak defini-
cidja alapjan egyszerti. O
9.9. Tétel Legyenek Vi, Vs, V3 ugyanazon F test feletti vektorterek. Ha oy a Vi-nek Vs-be,
wo pedig Vo-nek Vs-ba valo linedris leképezéser, akkor a

(p21)(a) = ¢2(pi1(a)), a €Wy

modon definidlt leképezés a Vy vektortérnek a Vi vektortérbe valo linedris leképezése.

Bizonyitas. Legyenek a,b € V) tetszéleges vektorok és «a, 5 € F' tetszOleges skalarok.
Akkor

(pa01)(aa + Bb) = pa(p1(aa + b)) = pa(api(a) + Bpi (b)) =

= apa(p1(a)) + Bp2(p1(b) = alpapr)(@) + B(p2p1)(b).
0

9.10. Definicié A 9.9. Tételben definidlt pop1 € Hom(Vy, V3) linedris leképezést a szoban
forgo linedris leképezések szorzatinak nevezzik.
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9.11. Tétel Tetszdleges F' test feletti V' vektortér esetén Hom(V, V') gyiirit alkot a line-
aris transzformaciok dsszeaddsdra és szorzasdra nézve.

Bizonyitas. A 9.5. Tétel miatt (Hom(V,V); +) egy kommutativ csoport. Igen egyszeriien
igazolhatd, hogy (Hom(V, V') félcsoport a linedris leképezések szorzdsara nézve. Annak
igazolasa, hogy a linearis leképezések szorzasa disztributiv mindkét oldalrél a linearis
leképezések Gsszeadasara nézve, technikai jellegli, azt az olvaséra bizzuk. O

9.2. Linearis leképezések matrixa

9.12. Tétel Legyenek Vi, illetve Vo ugyanazon F' test feletti n, illetve m dimenzids vek-
torterek. Akkor Vi-nek Vi-be vald tetszédlege ¢ linedris leképezéséhez és Vi, illetve Vy
eqy-eqy rqzitett By, illetve By bdzisihoz van eqy és csak eqy olyan m X n tipusi, F' felett:
()8, B, matriz, hogy Vi tetszdleges a vektora esetén

[o(a)]s, = [¢lsy/m: [a]s,

teljestil. Mds szavakkal, a p(a) € Va vektor By bdzis szerinti koordindtds alakjdt (mint
eqy m x 1 tipusi mdtrizot) dgy is megkaphatjuk, hogy képezzik az m x n tipusi [¢|g, /s,
matriznak az a vektor By bdzis szerinti koordindtds alakjaval (mint egy n X 1 tipusi
matrizszal) vald szorzatdt.

Bizonyitas. Legyen Bi = {b;,b,,...,b,}. Jelolje [¢]p,/, azt az m X n tipusi matrixot,
melynek j-dik osztolvektora egyenlé a ¢(b;) € Vi vektor By bézis szerinti koordindtds
alakjaval. Legyen a = Z?Zl a;b; a Vi vektortér tetszoleges vektora. Akkor

lals: = [@0<Z%bj>] - [Z ajw(bj)] =

j=1 By

= a;lp(b]s,) = [¢]s.s [dls,
j=1
Ha egy m x n tipust C = [¢;;] métrixra is teljesiil, hogy V; tetszéleges a vektora esetén
[o(a)]s, = Cld]s,,
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akkor minden b; € B; vektorra is teljesiil, és ezért minden j = 1,2,...,n indexre

1 Cij

0 Coj
[90<bj)]l32 C[l_)]]Bl =C - . )

0 Cmj

azaz a [¢|g,/p, matrix j-dik oszlopa minden j indexre megegyezik a C matrix j-dik
oszlopaval, amibdl kovetkezik, hogy

C= [90]62/61-

Tehat egy és csak egy olyan matrix létezik, amely teljesiti a tételbeli feltételeket; ez a
matrix a [¢]g, /5, matrix. O

9.13. Tétel Legyenek Vi, V5 és Vi ugyanazon F' test feletti vektorterek rendre a By, Bs
és Bs bazisokkal. Akkor tetszdleges p,m : Vi w— Vo és tetszoleges € : Vo — V3 linedris
leképezések esetén

[gp + 7]}32/31 — [@}32/31 + [n]Bz/BN
[€n)5/8, = [€]B5/5, (M) B2/ 1

Mas szavakkal: linedris leképezések dsszegének és szorzatdnak mdatriza megegyezik a line-
daris leképezésekhez tartozo mdtrizok dsszegével és (megfeleld sorrendben vett) szorzatdval.

9.3. Bazistranszformacio

9.14. Definicio FEgy V' wvektortér énmagdba valé ¢ linedris leképezéseit linedaris transzfor-
macidknak nevezziik. Ha B a 'V egy bdzisa, akkor ¢ ezen bdzis szerinti matrizdt [p]g
modon fogjuk jeldlna.

9.15. Tétel Eqy F' test feletti n-dimenzios V' vektortér tetszéleges T linedris transzfor-
macioja és tetszoleges B bazisa esetén a kévetkezo feltételek eqymdssal ekvivalensek.

1. A B bazis T-szerinti képe is bdzisa V -nek.
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2. 7] reguldris matriz.

Bizonyitas. Mivel egy négyzetes matrix akkor és csak akkor regularis, ha oszlopvektorai
linearisan fiiggetlenek, ezért az allitas a 3.14. Tétel kovetkezménye. O]

9.16. Definicio FEgy V' vektortér valamely T linedris transzformdciojdt bazistranszformd-
cionak nevezziik, ha V-nek van olyan bdzisa, melynek T szerinti képe bazisa V -nek.

9.17. Tétel LegyenV egy F test feletti n-dimenzids vektortér, és legyen B = {eq,...,¢e,},
illetve B' = {¢e},...,e.} aV két bazisa. Legyen T a V" wektortér azon bazistranszformd-
cioja, amelyre

e, =1(e), i=1,...,n

teljestil. Akkor tetszdleges a € V' wvektor esetén
—1
la]s = [7]5 [a]s-

Bizonyitds. Legyen a € V tetszéleges vektor. Az a alakja a B’ bazisban (valamely
af,...,al € F skalarokkal):

a=aye)+-tape, =aT(e) + -+ a,T(e,).
Ezért (hasznélva a 9.12. Tételt és a 3.13. Tételt is)
lals = aj[7]sle)]s + - + o [T]sle,s =

= [7]sla]s-
Ebbd6l mar adodik az
lals = [7]5'[a]s

egyenldség, mivel [7]z regularis (9.15. Tétel), igy van inverze. O
9.18. Tétel Legyen V egy F test feletti n-dimenzids vektortér, és legyen B = {e,, ..., e,
illetve B' = {¢e},...,e.} aV két bazisa. Legyen T a V wvektortér azon bazistranszformd-

cioja, amelyre
e=1(e), i=1,...,n

teljestil. Akkor a V' wvektortér tetszoleges ¢ linedris transzformdcioja esetén



Bizonyitas. Legyen ¢ a V' vektortér egy linearis transzformécidja. A 9.12. Tétel szerint
© méatrixa a B’ bazisban a kovetkezd alaku:

lels = [[e(eD)]s, - - -, [plen)]s] =

ler(e)]s, .. ler(e,)ls] =
715" e (e)ls, - - - [7]5 o (en)]s] =
(715" [elslrlsleds. - - [7]5 [lslTlslen]s =
715" ()55
Kozben felhasznaltuk a kovetkezo két tételeket is: 9.17. Tétel, 9.13. Tétel. n

A 9.18. Tétel szerint egy linearis tarnszforméacio kiilonb6z6 bazisok szerinti matrixai
egymashoz hasonlé matrixok.

Megfogalmazunk még egy kovetkezményt.

9.19. Tétel Eqgy I test feletti véges dimenzios V' vektortér valamely T linedris transzfor-
mdcioja akkor és csak akkor bazistranszformacio, ha V- bdarmely bazisanak T szerinti képe
bazisa V -nek.

Bizonyitas. A 9.15. Tétel, a 9.18. Tétel és a 6.13. Tétel alapjan nyilvanvalo. m

9.4. Linearis transzformaciok sajatértékei, sajatvektorai

9.20. Definicié Legyen V' eqy F' egy test feletti vektortér, és ¢ a 'V eqy linearis transzfor-
mdcidja. Az F valamely X elemét a ¢ eqy sajatértékének nevezziik, ha megadhato olyan
0 # x € V wvektor, hogy

p(z) = Az.

A fenti egyenldségben szereplo x # 0 vektorokat a ¢ linedris transzformdcio \ sajdtérté-
kéhez tartozo sajatvektordnak nevezziik.

9.21. Tétel Eqgy F test feletti V' vektortér valamely o linedris transzformdciojanak sajat-
értékei megegyeznek ¢ tetszoleges V -beli B bdzisihoz tartozo mdtrixdnak sajatértékeivel.
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Bizonyitas. Legyen B a V vektortér egy bézisa. Mivel ¢p-nek a V' kiilonb6z6 béazisai
szerinti métrixai hasonldk egymashoz, és mivel hasonlé matrixok spektruma kozos, ezért
elég azt megmutatni, hogy ¢ sajatértékei megegyeznek a B bazis szerinti matrixanak
sajatértékeivel. Az F' valamely A\ eleme akkor és csak akkor sajatértéke p-nek, ha

p(z) =z
teljesiil valamely 0 # x € V vektorra. Ezen utobbi egyenléség azzal ekvivalens, hogy

[p(z)]s = [Az]B,

[¢lslz]s = Az]s,

ami annyit jelent, hogy A sajatértéke a [p]z matrixnak. ]

9.22. Tétel Eqy V wvektortér tetszoleges o linedris transzformdciojanak V- valamely B ba-
zisdhoz tartozo matriza akkor és csak akkor diagondlis, ha B minden vektora a ¢ egy-eqy
sajatvektora. Ha ez a helyzet, akkor a diagonalis mdtriz foatlojaban allo elemek a ¢ sa-
jatértékei (mindegyik annyiszor szerepel a fédtloban, amennyi az algebrai multiplicitdsa,).

Bizonyitas. Legyen [p]g diagondlis a V' egy

Biey,...,e,}

bazisaban. Ha a féatléban &ll6 elemek rendre Ay, ..., \,, azaz

A0 .00
0 X ... O
[90]5 = . . .. . )
0 0 ... M\,
akkor
[p(e)]s = [¢lsle]s = [Miels,
azaz

o) = Nig;

teljesiil minden ¢ = 1,...,n indexre. Tehat a B bézis elemei a ¢ lineéris transzformacié
sajatvektorai.
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Forditva, tegyiik fel, hogy egy F' test feletti V' vektortér valamely

B{Qla'-->§n}

béazisanak elemei a V' egy ¢ linedris transzformécidjanak sajatvektorai. Akkor minden
1 =1,...,n indexre

ple;) = Nie;
teljesiil valamely \; € F' skalarral. Ebbdl mar vilagos, hogy

A 0 ... 0

0 X ... O
[SO]B: : : .. : ’

0O 0 ... M\,

azaz ¢ B bazisbeli matrixa diagondlis. Mivel ezen diagondlis matrix karakterisztikus
egyenlete

n

i=1
ezért egy-egy sajatérték annyiszor szerepel a féatloban, amennyi az algebrai multiplici-
tasa. O]

101



102



10. fejezet

Az R" vektortér

10.1. Definicié Legyen V' egy valds vektortér (azaz vektortér a valds szamok R teste fe-
lett), AV x V Descartes szorzatnak R-be vald ¢ leképezését bilinedris funkciondlnak
nevezziik, ha tetszéleges a,ay, aq,b,by,by € V' €s tetszileges o, B € R esetén teljesiilnek az
alabbiak

IM%+%@:ﬂ%@+ﬂ@@,
o(aa,b) = ap(a,b),
p(a, by +by) = v(a,by) +¢(a, by),
o(a, Bb) = Bo(a,b).

10.2. Definicié Egy valos V' vektortéren értelmezett o bilinedaris funkciondlt szimmetrikus
bilinedris funkciondlnak neveziink, ha a V' vektortér tetszéleges x és y vektorai esetén

p(z,y) = ¢y, z).

10.3. Definicié Egy V wvalds vektortéren értelmezett valos kvadratikus alakon a 'V vektor-
térnek a valos szamok testébe vald olyan g leképezését (funkciondljdt) értyik, amelyhez
megadhato a V' wvektortéren értelmezett olyan ¢ valos bilinedris funkciondl, hogy minden
x € V vektorra

9(z) = p(z, z)
teljestil.
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Bizonyitas nélkiil kozoljiik az aldbbi tételt.

10.4. Tétel Adott V walds vektortér esetén kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés van a
V-n értelmezett kvadratikus alakok és V' szimmetrikus bilinedris funkciondljai kézott.

10.5. Definicio Fgy g valos kvadratikus alakrol azt mondjuk, hogy
1. pozitiv definit, ha minden 0 # x € V' wvektorra g(x) > 0 teljesiil;

2. pozitiv szemidefinit, ha minden x € V wektorra g(x) > 0 teljesil, de van olyan
0 # x € V wvektor, hogy g(z) = 0;

3. negativ definit, ha minden 0 # x € V wvektorra g(x) < 0 teljestil;

4. negativ szemidefinit, ha minden x € V wvektorra g(z) < 0 teljesiil, de van olyan
0 # z € V wvektor, hogy g(x) = 0;

5. indefinit, ha vannak olyan, a nullvektortdl kilonbézé x,y € V' vektorok, hogy g(z) >
0 ésg(y) <0.

10.6. Definicié FEqgy valos vektortéren értelmezett valos bilinedris funkciondlt pozitiv de-
finitnek neveziink, ha a beldle képezett valos kvadratikus alak pozitiv definit.

10.7. Definicié Egy valos vektortéren értelmezett pozitiv definit szimmetrikus bilinedris
funkciondlt valos skaldris szorzdsnak nevezink.

10.8. Definicié FEgy valds vektorteret valos euklideszi térnek nevezziik, ha értelmezve van
rajta eqy valds skaldris szorzas.

Legyenek
aq bl
a b
a = ’ ) és Q = -2
an bn,
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az R" vektortér tetszoleges vektorai. Jelolje ab az a1by 4+ asby + - - -+ a,b, szorzatosszeget,
azaz
a_b = a1b1 + a2b2 + -+ CLnbn.

Konnyen ellendrizhetd, hogy igaz az alabbi tétel:

10.9. Tétel AzR™ vektortér tetszoleges a, b és c vektoraira és tetszdleges av valos szamokra
az alabbiak teljestilnek:

1. ab = ba,
2. a(b+¢) = ab+ ac,
3. (aa)b = a(ab) = alab),
4. aa >0, ha a nem nulvektor.
Tehat az R™ valos vektortéren értelmezett
(a,b) — ab

funkcional valos skaldris szorzas, igy az R™ vektortér valos euklideszi tér.

10.10. Megjegyzés Az R™ vektortér vektorait oszlopvektorokként tekintettiik, ezért R"

cegy
ay
a2

an

vektora 1gy is tekinthet6, mint egy R feletti n x 1 tipusi matrix. Ekkor ennek transz-
ponaltja:

ol = la1,as, ..., a,]

egy sorvektor, azaz egy 1 X n tipusid matrix. fgy az R™ vektortér valamely

a by
a2 , by
ap by,
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vektorainak skaldris szorzata

IS}
N
S}
I
I
N
IS

forméban is felirhato.

10.11. Definicié Egy a € R"™ vektor abszolit értékén az |a| = \/aa nemnegativ valos szd-
mot értjik. (Az abszolit érték kifejezés helyett a norma kifejezést is szoktdk haszndlni.)
Eqgy R™-beli vektort eqységuektornak neveziink, ha abszolut értéke eqyenld 1-gyel.

Az R"™ vektortér tetszoleges nem nulla vektorabol mindig készithetiink egy egységvek-
tort, mégpedig gy, hogy megszorozzuk abszolut értékének reciprokédval (més szavakkal:
elosztjuk az abszolut értékével). Ezt az eljarast a vektor normalasanak is szoktuk nevezni.

10.12. Tétel (Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenldtlenség) Az R™ wvektortér tetszéle-
ges a és b vektoraira |ab|* < |al?|b|*.

Bizonyitas. Minthogy az egyenl6tlenség az b = 0 esetben fennall, feltehetjiik, hogy b # 0,
azaz a bb skalaris szorzat nem nulla. Legyen \ tetszoleges valés szam. Ekkor

0<|a—Ab)* = (a— Ab)(a— \b) =
— ab — Aab — \ba + A\%bb.

Mivel ez minden A-ra teljesiil, ezért a

A = (ab)(bb)™"

specialis esetben is igaz, ahonnan kapjuk, hogy

0 < aa — (ab)*(bb) ™,

amely akkor és csak akkor teljesiil, ha

(ab)® < (aa)(bb),

vagy masként:

|abl* < laf*[b]*.
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10.13. Definicié Két R™-beli vektorrdl akkor mondjuk, hogy merdlegesek (ortogondlisak),
ha skalaris szorzatuk 0. Egy vektorrendszert ortogondlisnak nevezziik, ha vektorai pdron-
ként ortogonalisak.

10.14. Tétel Az R™ vektortér minden olyan ortogondlis vektorrendszere, amely nem tar-
talmazza a nullvektort linedrisan fiiggetlen.

Bizonyitas. Legyen by,b,,...,b, az R" vektortér egy olyan ortogondlis vektorrendszere,
amely nem tartalmazza a nullvektort. Tegyiik fel, hogy valamely aq, ao, ..., a; valds
szamokkal

a1by + agby + -+ + agb, = 0.

Beszorozva az egyenl6séget skaldrisan a b; (j = 1,2,...,k) vektorral, a kovetkezd egyen-
16séget kapjuk:

a;j (1_731_7]) =0,
Mivel a b; vektor nem a nullvektor, ezért b,b; = [b;| # 0, amibdl a; = 0 kdvetkezik
minden j = 1,2,...,k indexre. Tehét a b,,b,, ..., b, vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

]

10.15. Tétel Ha {ey,...e.} az R™ vektortér nem nulla vektorainak egy ortogondalis vek-
torrendszere, akkor R™ tetszoleges v vektora esetén a

k )
/ . t ()[
vV=v—-Y we, o=
: ee
1=1 =t
vektor ortogondlis az e; (j = 1,...k) vektorok mindegyikére, igy az azok dltal kifeszitett

altér minden vektordra.

Bizonyitas. Tetszoleges j = 1,..., k index esetén

k
ve; =ve; — Y ailege;) =
=1

]
=ve;, — e.e; =0
j e, 5%
Tehdt v’ ortogonalis az ¢; (j = 1,..., k) vektorok mindegyikére. O
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10.16. Tétel (Gram-Schmidt-féle ortogonalizdicio) Az R™ vektortér tetszéleges linedrisan
fiiggetlen {vy, ..., v, } vektorrendszeréhez van olyan {e;,...,e,} ortogondlis vektorrend-
szere, hogy minden i = 1, ...,k indexre

Bizonyitas. Legyen
{vr,-. .t
az R" vektortér linedrisan fiiggetlen vektorrendszere. Legyen e; = v,. Legyen tovabba
€9 = Vg — 1€y,
ahol

Vo€q
€16

ap =
A 10.15. Tétel miatt az {e,,e,} vektorrendszer ortogondlis. Tovabb4,
(€1, €) = (U1, va).
Folytatva az eljarast, ha mar eldallitottunk egy olyan
{ETRN
(j < k) ortogonalis vektorrendszert, amelyre
(1, e = Uy, 0y)
teljesiil, akkor képezziik az .
j
Cir1 = Yj1 — Z &y
t=1

vektort, ahol
Vi€
;= —]+1—t.
€64
A 10.15. Tétel miatt e, ortogondlis az ¢; (i = 1,...,j) vektorok mindegyikére. Tovab-
ba,
<§17 s >§j+1> = <Q17 s 7Qj+1>

is teljesiil. Az eljaras befejezéseként olyan
{gla cee 7§k}
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ortogondlis vektorrendszert kapunk, amelyre teljesiil, hogy minden ¢ = 1,... &k indexre

<§17"'7Qi> = <Ql7"'7yi>'

]

10.17. Definicié Az R™ vektortér egységuektorokbal dallé ortogondalis vektorrendszerét or-
tonormalt vektorrendszernek nevezink.

10.18. Tétel (Bessel-egyenlitlenség) Ha {e,,...¢e,} az R™ vektortér ortonormdlt vektor-
rendszere, akkor R™ tetszoleges v vektora esetén

Bizonyitds. Legyen {¢e,...¢,} tetsz6leges ortonormélt vektorrendszere, v pedig tetszo-
leges vektora az R"™ vektortérnek. Képezziik a

vV=v-) (ve)e

k

vektort. Akkor

:
W

k
(ve,)(ve;) = o> = |oe, |,
=1

amibdl mar kovetkezik a tételben felirt egyenlotlenség. O]

10.19. Definicié Az R™ wvektortér ortonormdlt bazisan olyan bdzist értiink, amely pdron-
ként ortogondlis eqyséquektorokbol all.
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10.20. Tétel AzR"™ vektortér minden nem nulla eqységuektora benne van az R™ vektortér
eqy ortonormdlt bazisaban.

Bizonyitas. Legyen e az R" vektortér tetszdleges egységvektora. Mivel ez a vektor az R™
vektorér egy linearisan fiiggetlen vektorrendszere, ezért a 2.28. Tétel miatt az e vektor
benne van R" vektortér egy {b;,b,,...,b,} bazisdban. Tegyiik fel, hogy e = b;. A
Gram-Schmidt-féle ortogonalizaciot alkalmazva, arra az eredményre jutunk, hogy van az
R™ vektortérnek olyan ortogonalis bazisa, amely tartalmazza az e egységvektort. Mivel
egy bazis egyetlen vektora sem nullvektor, ezért a bazisban levd Gsszes tobbi vektor
normalizalhato, s ezzel kapjuk az R™ vektortér x egységvektort tartalmazo ortonormalt
bézisat. O]

Az R™ vektortérben azok az e; vektorok, amelyek i-dik eleme 1, a tobbi elem pedig 0,
ar R"™ vektortér egy ortonormalt béazisat alkotjak. Ezt a bazist az R™ vektortér standard
béazisanak nevezziik. Ha kiilon nem emlitjiik, akkor az R™ vektortér bazisan a standard
bézist értjiik.

&

10.1. Az R" vektortér linearis transzformacioi (n-dimenzids
tenzorok)

Az R™ vektortér linedris transzformécidit (azaz énmagaba valé lineéris leképezéseit) n-
dimenzids tenzoroknak is szoktak nevezni. Mi is ezt a kifejezést hasznéaljuk. A tenzorokat
latin nagy betiikkel jeloljiik. Az R™ vektortér bazisai koziil az ortonormélt bazisok jatsza-
nak fontos szerepet. Egy A tenzornak az R" tér valamely e,, ... e, ortonormalt bazisara
vonatkoz6 matrixat A moédon jeloljiikk. Az A maétrix a; = A(e;) (j = 1,...,n) oszlop-
vektorait az A tenzor vektorkoordindtainak, az A métrix a;; (4,7 = 1,...,n) elemeit az
A tenzor skalarkoordinatainak nevezziik. Megjegyezziik, hogy

a; = apie; + -+ Apjc,.

Az el6z6 egyenloségbol vilagos, hogy

_ _ _ T
Qij = €;4; = QiA(Qj) =6 AQ]-.

A 3-dimenziés tenzorokat osztalyozhatjuk a képhalmazuk (az értékkészletiik) szerint.
Egy 3-dimenziés A tenzorrdl azt mondjuk, hogy
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1. nulltenzor, ha képhalmaza csak a nullvektort tartalmazza,
2. linedris tenzor, ha képhalmaza egy dimenzids,
3. planaris tenzor, ha képhalmaza 2-dimenzids,

4. teljes tenzor, ha képhalmaza az egész R? tér.

10.21. Definicié Az R™ wvektortér a és b vektorainak a o b diadikus szorzatdan azt az n-
dimenzios tenzort értjik, amely az R™ vektortér tetszéleges r vektordahoz az a(br) vektort
rendeli (itt a br kifejezés a b és az r vektorok skaldris szorzatdt jeloli).

Ha a és b az R? vektortér vektorai, akkor az a o b diadikus szorzat nulltenzor, ha
a = 0, és linearis tenzor, ha a # 0.

A kovetkezo tétel a diadikus szorzat matrixdaval kapcsolatos.

10.22. Tétel Ha az R™ wvektortér a és b vektorainak koordindtds alakja egy ey, ..., e,
aq b,l,
o as| by o o
ortonormalt bazisban a = | . | ésb = | .|, akkor az a o b diadikus szorzat mdatriza
arl bll,
ebben a bdzisban
arby aiby ... aib,
asby  agby ... asb,
apnby anby ... aub,

Legyenek a;, (1 =1,2,...,n) egy A tenzor vektorkoordindtéi az R™ tér egy e, ..., e
ortonormalt bazisban. Ha
r==%&e + -+ Enky,

akkor minden ¢ = 1,2, ..., n indexre

Ezért



=a,(er) + - +a,le,r) =(ag 06+ +a,0e,)(r)

Tehat

n

A= Z(Qi og;)

Az g, 0¢,; diadikus szorzatokat az A tenzor (széban forgd ortonormalt bazisra vonatkozd)
tenzorkomponenseinek nevezziik.

10.23. Definici6 Az R™ vektortér eqy A’ tenzordt az A tenzor transzpondltjanak nevezziik,
ha tetszdleges u, v € R™ vektorokra uA(v) = vA'(u) teljesiil (a képletben a vektorok kézotti
skaldris szorzds szerepel).

10.24. Tétel Minden A tenzornak pontosan eqy transzpondltja van, és annak valamely B
ortonormdlt bdzis szerinti mdtrixa megeqyezik az A tenzor B bdzis szerinti mdtrizanak
transzpondltjaval.

10.25. Definicié Egy A tenzort szimmetrikus tenzornak neveziink, ha A = A’. Ha egy
A tenzor esetén A = — A’ teljesiil, akkor az A tenzort ferdén szimmetrikus tenzornak
nevezzik.

Mivel tetszéleges A tenzor esetén 1(A+ A') egy szimmetrikus, 1(A— A’) pedig ferdén
szimmetrikus tenzor, az A = L(A+ A') + 3(A — A') egyenldség alapjén kimondhaté a
kovetkezo tétel.

10.26. Tétel Minden tenzor elodallithato eqy szimmetrikus és eqy ferdén szimmetrikus ten-
zor dsszegeként.

10.27. Definicié Fgy valos szamokbaol dllo négyzetes A mdatrizot szimmetrikus mdtriznak
nevezziik, ha AT = A. Az A mdtrizot ferdén szimmetrikusnak nevezziik, ha AT = —A.
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A szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrixokra (mint a valds szamok teste feletti
méatrixokra) gy is tekinthetiink, mint a komplex szamok feletti olyan maétrixokra, ame-
lyek elemei valos szamok. Ezért beszélhetiink valds, illetve komplex sajatértékeikrdl is.
A kovetkezo tétel arra ad valaszt, hogy mik lehetnek a szimmetrikus, illetve a ferdén
szimmetrikus matrixok komplex sajatértékei.

10.28. Tétel Szimmetrikus mdtriz minden sajdtértéke valos szdm. Ferdén szimmetrikus
matriz minden sajatértéke képzetes szam.

Bizonyitas. Legyen A egy n-edrendii valds elemii négyzetes matrix. Legyen A = a+1b €
C az A egy sajatértéke. Akkor van olyan 0 # v = x + iy € C" vektor, hogy

Av = o.

Szorozzuk be ezt az egyenloséget balrél a v vektor konjugaltjanak transzponaltjaval.
Ekkor az .
(v) Av=X(z|* + |y*)

egyenloséget kapjuk. Vegyiik mindkét oldal konjugaltjanak transzponaltjat. Ekkor
—T p—
(v) ATv = A(jz* +[y*)

adodik, felhasznalva azt is, hogy valds szam megegyezik a konjugaltjaval. Ha A szim-
metrikus, akkor ezen utébbi egyenlség

T

() Av=X(|z* +[y*)
alaki. A masodik és az utolsé egyenloségbdl azt kapjuk, hogy
Mlz* +1y*) = Mz + [y,

azaz

I
>

Ez éppen azt jelenti, hogy A\ valds szam.
A ferdén szimmetrikus eset bizonyitasa a szimmetrikus esettdl csak annyiban kiilon-
bozik, hogy az
—T p—
(v) ATv=A(z” +[y*)
egyenloséghdl
T

) (—A)v=X(lz|*+ |y}
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kovetkezik, s ezért A = —\ miatt b = 0, azaz A = ib adddik; tehat ferdén szimmetrikus
esetben a A sajatérték képzetes szam. O]

10.29. Tétel Szimmetrikus matriz kilonbozo sajdatértékeihez tartozo sajdatvektorok egy-
masra merolegesek, azaz skaldris szorzatuk 0.

Bizonyitas. Legyenek a és b egy A szimmetrikus matrix valamely A és u sajatértékeihez
tartozo sajatvektorok, azaz

Ekkor
b'Aa = M\"a,
amibdl (mindkét oldal transzponaltjat véve)
a"ATb=N\"a

addédik. Mivel az A matrix szimmetrikus, ezért

No"a =a"Ab = a" b,

amibdl
bla=da"b
miatt
(A—p)a'b=0
adédik. Ha X # p, akkor a’'b = 0, azaz a és b egymésra merdleges vektorok. O

10.30. Tétel AzR™ vektortér eqy tenzora akkor és csak akkor szimmetrikus, ha A mdatriza
az R™ tér tetszoleges ortonormadlt bdazisiban szimmetrikus. Az A tenzor akkor és csak
akkor ferdén szimmetrikus, ha mdtriza az R™ tér tetszdleges ortonormdlt bazisaban ferdén
szimmetrikus.

Bizonyitas. Legyen A az R™ vektortér egy szimmetrikus tenzora, ey, ..., e, pedig egy
ortonormalt béazisa. Tetszoleges i,7 = 1,2, ..., n indexek esetén

Qi = QiA(Qj) = ng,(gi) = QjA(Qz‘) = Qjj-

Hasonléan igazolhatd, hogy ferdén szimmetrikus tenzor matrixa az R™ tér tetszoleges
ortonormalt bazisaban ferdén szimmetrikus. ]
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10.31. Tétel Szimmetrikus tenzor sajatértéker valos szamok, ferdén szimmetrikus tenzor-
nak csak 0 lehet a sajatértéke.

Bizonyitas. Ha A egy szimmetrikus tenzor, akkor matrixa szimmetrikus, melynek sajat-
értékei valés szamok. Ha A ferdén szimmetrikus tenzor, akkor matrixa ferdén szimmet-
rikus, igy annak sajatértékei képzetes szamok, tehat ezen sajatértékekbol csak a 0 lehet
eleme a valés szamok R testének. ]

10.32. Tétel Az R™ vektortér valamely A tenzora akkor és csak akkor szimmetrikus, ha
R™-nek létezik az A sajatvektoraibol dllo ortonormadlt bazisa.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az R" vektortérnek van olyan B = {¢,, ..., ¢, } ortonormélt
bézisa, melynek vektorai egy A tenzor sajatvektorai. Akkor minden¢ = 1,...,n indexhez
van olyan \; valos szam, hogy

Ale;) = A
Igy
A 0 ... 0
0 X ... O
[A]B 3\ : : .. : ’
0O 0 ... M\,

amely matrix szimmetrikus. Igy, a 10.30. Tétel szerint, A az R™ vektortér szimmetrikus
tenzora.

Forditva, tegyiik fel, hogy A az R™ vektortér szimmetrikus tenzora. Megmutatjuk,
hogy ekkor R"-nek van az A sajatvektoraibdl allé ortonormalt bazisa. Ezt az R™ vektortér
n dimenzidjara vonatkozo teljes indukcioval végezziik. n = 1 esetén az allitas nyilvanvalo.
Tegyiik fel, hogy n > 1, és az allitas igaz minden n-nél nem nagyobb esetben. Legyen
A az R™! vektortér egy szimmetrikus tenzora. A 10.31. Tétel miatt van olyan \; valds
szam, amely A-nak sajatértéke. Jelolje e; az A egy normalt sajatvektorat. A 10.20. Tétel
miatt ez benne van az R"*! tér egy ortonormalt

B = {§17§/2> ce vg;z—i—l}
bézisaban. Jelolje W az R™*! vektortér
<§/2> te ’E;L'i‘l)
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alterét. Az vilagos, hogy tetszoleges
z=Ee + 6+ + e, € RMY

vektor akkor és csak akkor ortogondlis az e, vektorral, ha

0=ce (1e; + &y + -+ + fn+1§%+1) = &i(ere)) +&alegey) + -+ + §n+1(§1§%+1) =&,
azaz x € W. Igy, ha x € W tetszdleges vektor, akkor az e; A(z) skaldris szorzatra
e1A(z) = Aley)z = (higy)z = Ai(gz) =0

adddik. Tehat minden x € W vektor esetén A(z) € W is teljestil. Tehat az A tenzor
a W alteret onmagéaba képezi le. Tovabba az is igaz, hogy A-nak W-re val6 lesziikitése
a W egy szimmetrikus linedris transzformaciéja. Mivel dimW = n, ezért W izomortf az
R™ vektortérrel. Az indukcids feltétel miatt W-nek van az A sajatvektoraibol allo

{227 Tt 7§n+1}
ortonormélt bazisa. Ennek vektorai az e, vektorral egyiitt az R"™! vektortér A sajatvek-

toraibodl allé ortonormalt béazisat adjak. O]

Legyen A egy n-dimenzids szimmetrikus tenzor. Az el6z6 tétel miatt van az R”
vektortérnek az A sajétvektoraibdl all6 B = {s;, sy, ..., s, } ortonormalt bézisa. Jelolje
A\ az A tenzor s; sajatvektorahoz tartozd sajatértéket. Tetszoleges r = ZZ &;s; vektorra

Zgl Zgl (Ais;) Z()\Z§Z)£’L =

=1

:Z()\igi)(gr Z/\ S, 08;) (Z)\ S, 05;) )),

ahol o a diadikus szorzatot jeloli. Tehat

n

A=) N(s;os),

=1

azaz az A tenzor el6dll az s, o s, diadikus szorzatok Osszegeként.

10.33. Definici6 Az A = Y " | Ni(s; 0 s;) elddllitdst az A szimmetrikus tenzor spektrdl-
eldallitasanak nevezziik.
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