9. gyakorlat

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvénysorok D értelmezési tartomanyat, K
konvergenciatartomanyét és s(x) osszegfiiggvényét!

(1/16) > 00 oy

Megoldas: A fiiggvénysor D értelmezési tartomanya C \ {—1}. A
fiiggvénysor konvergens a z = 0 pontban, mert a behelyettesitésével
keletkezett szamsor Osszege 0. Tegytik fel, hogy =z # 0. A fliggvénysor

alakban is {frhatd. A

ha

azaz
1+ 2| > 1.

Tehat a mértani sor konvergenciatartomanya mindazon z komplex szamok
halmaza, amelyek a —1 kozéppontu 1 sugari koron kiviil helyezkednek
el. A mértani sor Gsszegfiiggvénye:

1 I T s -
1 14z2—1 :
1 - 142z J1r—i-z z

Igy az eredeti fiiggvénysor konvergenciatartoménya a —1 kozéppontt
koron kivil levé komplex szamok halmaza, hozzavéve a 0 komplex
szamot. A fiiggvénysor Osszegfiiggvénye:

14+2, ha |z+1]>1
s(r) =
0, ha =z =0.



(1/17) 305 (557)"
Megoldas: A fiiggvénysor D értelmezési tartoménya R \ {—1}. A
fliggvénysor ﬁ kvéciensi mértani sor. Igy a sor akkor és csak akkor

konvergens, ha
r—1
<1,
r+1 '

azaz

|z —1] < |z +1].
Ennek az egyenl6tlenségnek eleget tevd valés szamok a (0, 0o) interval-
lumban helyezkednek el. Tgy K = (0, 00).

A sor Osszegfliggvénye:

(z4+1)n+1
(z—1)n

(1/18) 3207,
Megoldas: A fiiggvénysor D értelmezési tartomanya: R\ {1}. A sor a

kovetkezo alakba irhato:

<x+1)i(“1)n.

n=1

rz—1

A —~ (z+1\"
> (1)

r—1
sor £t kvéciensti mértani sor. Ez akkor és csak akkor konvergens,

1
ha = a (—00,0) intervallumban helyezkedik el. Tehét a vizsgélt sor
konvergenciatartoméanya: K = (—o0,0). A sor Osszegfliggvénye
1—a?
s(x):(x—i-l)l_x_ﬂz 5
z—1
(1/23) 30 s



(1/25)

(1/26)

Megoldas: A fiiggvénysor értelmezési tartomanya a komplex szamok

halmaza.
o

;n nio;( n+1)

fgy tetszoleges 2z komplex szam esetén a k-dik részletosszeg

z z z z

2 24z c 5 “
2 2 3 k—1 k k k+1 E+1

Tehat

lim si(2) = 2.
k—ro0

fgy a sor oOsszegfiiggvénye:

s(z) =2, zeC.

o] In x
P e oy

Megoldas: A fiiggvénysor értelmezési tartoménya a pozitiv valés szamok
halmaza. Mivel

i Inz —lnazz 1
(z+n)(x+n+1) (r+n)(r+n+1)

n=1
és
1 ! 1
(x+n)(x+n+1) x+n z+n+1

ezért
1 1 In x
1 lim — = )
s(x) = ggosk() Hgonx(x—f—l x—l—k—i—l) x+1

ZOO sin x
n=1 z(z+n)(z+n+1)

Megoldas: A fiiggvénysor értelmezési tartomanya és konvergenciatar-
toménya: K =D ={R,xz #0,—1,-2,...}. Mivel

i sin _smmi B
z(x+n)(z+n+1) (x+n)( CL’+TL+1)

n=1 n=1




(2/63)

(2/64)

ezért,

( ) I sinz [ 1 1 sin x
s(z) = lim - — = .
koo T r z+k+1 2

Szamitsuk ki az alabbi valés valtozos hatvanysorok konvergenciasugarat
és konvergenciatartomanyat!

Eoo (z—1)"
n=1 n22n

Megoldas:

0= lim
n—o0 Gy, n—oo o, 1

— lim (¢/n)’2=

n—oo
fgy a (—1,3) intervallum bels6 pontjai konvergenciapontok.
Az o = —1 pont behelyettesitésével keletkezett szamsor:
1
> (1)t
n=1 n
Ez a szamsor Leibniz-sor, ezért konvergens.

Az xy = 3 pont behelyettesitésével keletkezett szamsor:

[e.9]

1
ﬁ.
n=1
Ez a szamsor konvergens.
Tehat a konvergenciatartomany:
[_ 1’ 3]
Dot "
Megoldas: Mivel
!2n+1 2
o= lim — lim % = lim =0,
n—00 | Ap41 n—00 (n —+ ]_)'2" n—oon + 1

ezért a hatvanysor csak a 0 pontban konvergens.
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(2/65)

(2/71)

Yo (1= 5)"an
Megoldas: Mivel

— lm = lim =1
“ﬂgiva_ﬁﬂinu_%y_’

ezért a hatvanysor konvergens a (—1,1) intervallum pontjaiban.

Az o = —1 pont behelyettesitésével keletkezett szamsor:
oo . 1 n
> (-1) (1-—;;) .
n=1

Ez a szamsor divergens, mert

) \"
lim (1 — —) = 00.
n—o00 n

Az xo = 1 pont behelyettesitésével keletkezett szamsor:

(B

Ez a szamsor divergens, mert

1 n
lim (1 — —) = 0.
n—o00 n

Zoo 3”+2"(x+1)n

n=1 n

Megoldas: Mivel

: . (B"+2")(n+1)
0= lim = lim e i =
n—=00 | Up41 n—00 (3 +2 )n
5t+3(3) 1
= lim ST = o
oo 14 (3) 3
ezért a hatvanysor konvergens a (—%, —%) intervallum pontjaiban.
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(3/85)

Az zo = —% pont behelyettesitésével keletkezett szamsor:

- AR 1+ (3)"
—1)" — = —1)r—3L
DETCEI L
n=1 n=1
Ez a szamsor Leibniz-sor, ezért konvergens.
Az g = —% pont behelyettesitésével keletkezett szamsor:
i3”+2n 1 _iu(%)"
n=1 n 3 N n=1 n .

Ezt a szamsort minoralja a divergens
oo
>
n=1 n

szamsor, ezért a szamsor is divergens. Tehat a fliggvénysor konvergen-

ciatartomdnya a [—3, —2) intervallum.

Hatarozzuk meg az aldbbi hatvanysorok oOsszegfliggvényét és konver-
genciatartomanyat!

00 x2n71

Megoldas: A vizsgdlt sor a

0o
E x2n72
n=1

sor tagonkénti integralasaval keletkezett sor. Ezen utobbi sor akkor és
csak akkor konvergens, ha |z| < 1. Ebben az esetben

o [e.9] 1
s(z) = ZxQ"_Q = Z(ﬁ)n —1= T
n=1 n=1

Ezért a (—1,1) intervallumban az eredeti sor is konvergens. Ha S(x)
jeloli az s(z) Osszegfliggvény egy primitiv fliggvényét, azaz

S@%=/s@mx:/']dx:1m1+x

1 —a? 2 1-—ua’
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ezért minden z € (—1,1) pontban

ix%—l s 1. 14z
= n .
2n —1 2 1—=x

n=1

A vizsgélt sor az |xz| > 1 helyeken divergens, ugyanis, ha konvergens
lenne, akkor a tagonkénti derivalasaval adédo

0o
§ :L,Qn—Q
n=1

sor is konvergens lenne, ami nem igaz. A
Az 1y = —1 behelyettesitésével keletkezett szamsor:

o0

1
_;271—1‘

Ezt a szamsor divergens, mivel a

o0

1
ZQn—l

n=1

szamsor divergens, ugyanis ezt a szamsort minoralja az
o0
1 Z 1
2
n=1 n

SZAMSOor.

Hasonléan igazolhato, hogy az xq = 1 pont behelyettesitésével keletkezett
szamsor is divergens. Igy a koncergenciatartomany a (—1,1) interval-
lum.

(3/86) > y(n+1)(n+2)a"

Megoldas: A sor a

[eS)
E :L,n+2
n=0



sorbél kapjuk kétszeres derivaldssal. Igy

s(z) = i(n +1)(n + 2)a" = <1i) _ ﬁ

n=0
A konvergenciatartomény a (—1, 1) intervallum.

Irjuk fel a kovetkezd f(z) fiiggvények Maclaurin-sordt és allapitsuk
meg, hogy ez a sor mely intervallumban &llitja el6 a fiiggvényt!

(4/101) f(z) =a", a>0

Megoldas:

2

(4/102) f(z) = e

Megoldas:

)n_oo (_1)71 2n
—Z o ", x e R.

0 2
—z2 (—I‘
€ o Z n!

n=0 n=0
(4/103) f(z) = sin(z + 2)
Megoldas: A fiiggvény z = —2 pont kortili Taylor sora:

e E T 2P S (D",

sin@+2) = >_(-1)"5m 55 =2

n=0

n=0

Nekiink most a Maclaurin sorra van sziikség, ezért a fiiggvényt atalakitjuk:

f(z) = sin(x + 2) = sinx cos 2 + cos z sin 2.

Mivel
. 00 . x2n+l
sing = (~1) 2n +1)!
n=0



(4/104)

(4/105)

(4/107)

és

ezért,

sin(x 4 2) = cos 2 Z(—l)"m + sin 2 Z(—l)"

fla)=et!

Megoldas: Mivel

T
e’ = Z R
n!
n=0
ezért
(o) 277, (oo}
2 2 x e
L — pe? :eg — = E i
n! n!
n=0 n=0
f(z) = chx

Megoldas: Mivel

1
chx = 5(636 +e7 "),

ezért

1[G e (a)n
chx—§<;m+;—n! )

f(z) =xln(z+1)

Megoldas:




