6. gyakorlat

(4/a) Egy A métrixot ortogondlisnak neveziink, ha A= = AT, Mutassuk
meg, hogy ortogonalis matrix determinansa +1 vagy —1.

Megoldas. Ha A ortogonalis matrix, akkor a determinansok szorzéstétele
alapjan

1= [E| = |AAT] = [A||AT| = |AP,
amelybdl |A| = 1 vagy |A| = —1 kovetkezik.

(4/b) Mutassuk meg, hogy tetsz6leges 1 determindnsu 2 x 2-tipusi ortogonalis
matrix mindig felirhaté

coSp —sing
Sy  Ccosp

alakban.

Megoldas. Ha a vizsgalt matrix
a c
A= 4
1 0 |a c||a c T_
0 1| |b d||b d|

_la ¢l fa b] _[a*+* be+ed
T |b d| |c d| |ab+cd B2+ d*|C

Ennek, valamint az 1 = |A| = ad — bc egyenldség alapjén

alaku, akkor az

Ad+cE=10V+d*=1, ad—bc=1, ab+cd = 0.
Az elsé két egyenléség alapjan a (—m, 7] intervallumban vannak olyan
a and ¢ szamok, melyekre a = cosa, ¢ = sina, b = siny, d = cosp. A

harmadik egyenlGség alapjan

1 = ad — be = cosacosp — sinasing = cos(a + ).



A negyedik egyenldség alapjan

0 = ab+ cd = cosasing + sinacosp = sin(a + ¢).

Tehat
cos(a+¢) =1 és sin(a+ ) = 0.

Ez tgy lehet, hogy o = ¢ = 7 vagy a + ¢ = 0, azaz a = —p. Az elso
esetben
-1 0
A= [ ! _1} .

Ettdl eltér6 esetben csak a masodik eset fordulhat eld, azaz o+ ¢ = 0,
amibol a = —p addédik. Ebbol mar kovetkezik a bizonyitandé allitas,
azaz a vizsgalt matrix

[a c} _ {cos(—cp) Sin(—gp)] _ [COS@ _smgp}

b d SinY cosp sinp  cosp

(5) Az egyenletrenszer matrixanak rangja, vagy - ha létezik - a deter-
minansa alapjan dontse el, hogy a kovetkezo homogén linedris egyen-
letrendszereknek van-e nemtrivialis megoldasal

(5/a)
21’1+$2 —41’3 =0
31’1 + 5$2 - 7.7)3 =0
41’1 — 5ZE2 —|—6ZE3 =0

A linedris egyenletrendszer matrixanak determinansa

2 1 -4
3 5 7| =84,
4 -5 6

ezért az egyenletrendszernek csak trividlis megoldédsa van.
(5/b)
1 —|—2(L’2 —|—3£L‘3 +4l’4 +5I5 =0
-1 +Z2 —61'4 +r5s =
3513'2 +x3 +533'4 —Ty =
21’3 —71’4 —|—6.T5 =0



Az egyenletrendszer matrixara

1 23 4 5 123 4 5
110 -6 1 033 -2 6
0 31 5 —1|71]o31 5 —1|"
0 02 -7 6 002 -7 6
12 3 4 5 12 3 4 5
03 3 -2 6 03 3 -2 6

“loo -2 7 -7 7loo0o —2 7 —7|7
00 2 -7 6 00 0 0 -1

12 3 5 4
03 3 6 -2
“loo -2 -7 71

00 0 -1 0

Mivel ennek a matrixnak a sorai és az els6 négy oszlopa &ltal

meghatarozott
12 3 5
03 3 6
00 —2 -7
00 0 -1

negyedrendii aldetermindnsa nem nulla (egy fels6 haromszogmatrix
determinansardl van szo, ezért a determinans értéke megegyezik
a féatléban &ll6 elemek szorzatdval, 6-tal), ezért a métrix rangja
4. Mivel ez kisebb az ismeretlenek szamanal, azért a homogén
linearis egyenletrendszernek van nem trivialis megoldésa.

(5/¢)
3r1 +4ry —dx3 +Tx4y =0
2231 —3132 +32U3 —2.134 =0
4x1 —|—11]I2 —13%3 +16$4 =0
7ZE1 —21‘2 +x3 +3l’4 =0

Az egyenletrendszer matrixanak determinansara

4 =5 7 1 7 =8 9
-3 3 =2 2 -3 3 -2

11 —-13 16| |4 11 —-13 16|
-2 1 3 7T =2 1 3

3 B N W
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1 7 -8 9 1 7 -8 9
o —17 19 —20| |0 —-17 19 —20|
“lo 17 -19 20| [0 0o o0 0]

0 =51 57 —60] [0 0 O 0

Mivel ez a determindns nulla, ezért a homogén linedris egyenlet-
rendszer matrixanak rangja kisebb 4-nél, ami miatt az egynle-
trendszernek van nem trivialis megoldésa.

0.

(6) Allapl'tsuk meg, hogy a paraméterek milyen valés értékére

e nincs megoldasa,
e van egy és csak egy megoldasa,

e végtelen sok megoldasa van

a kovetkezo linearis egyenletrendszereknek.

(5/a)

3rx1+ 51y —x3=1
Q31+Ul’2—|—2$3:2
1+ 92, — D3 =

Az egyenletrendszer matrixanak és kibovitett matrixanak rangjat
egyszerre vizsgaljuk.

35 —1 |1 3 5 -1 ] 1
1w 2 2[~]| 7 uwt10 0 | 4 |~
19 -5 |u 14 -16 0 | v—5
0O 0 1] o0 0 0 1] o0
~ |7 wt10 0 | 4 | ~|7Tur10 0 | 4 |~
-14 —-16 0 | v=5 0 2u+4 0 | v+3
0 0 -11] o0
~7 0 0| o

0 2u+4 0 | v+3

Ebbol mar latszik, hogy ha u # —2, akkor az egyenletrendszer
matrixdnak és kibovitett matrixdnak rangja egyenlé 3-mal, és
ekkor az egynletrendszernek van egy és csak egy megoldasa. Ha
u = —2 és v # —3, akkor az egyenletrendszer matrixdnak rangja
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2, a kibovitett matrixé 3, ezért ebben az esetben az egyenletren-
szernek nincs megoldas. Ha u = —2 és v = —3, akkor az egyen-
letrendszer matrixanak és kibovitett matrixanak is 2 a rangja,
és ezért az egyenletrendszernek van megoldasa, rdadasul végtelen
sok.

(8) Adja meg az R? illetve az R? vektortér olyan ortonormaltbazisait, ame-
lyek az alabbi szimmetrikus matrixok sajatvektoraibdl allnak! Adja
meg a matrixok alakjat a sajatvektoraibol allé ortonormalt bazisban!

(8/93)

(8/94)

3 3
A= {3 11}
A karakterisztikus egyenlet A2 — 14\ + 24 = 0, melynek gyokei 2
és 12. A 2 sajatértékhez tartozé sajatvektorok

{_13} y (y#0).

Mivel az A matrix szimmetrikus, ezért a 12 sajatértékhez tartozo
sajatvektorok

[ﬂy (y # 0).

-3/v10] . [1/V/10
[ VAVATON B L&/m

egységnyi hosszisagu sajatvektorokbol allo ortonormaélt bazisban
az A matrix i

2 0

0 12

alaki, mert szimmetrikus matrix alakja a sajatvektoraibdl allo
ortonormalt bazisban diagonalis, és a féatléban allo elemek a matrix
sajatértékei (feliilrél lefelé haladva, a sajatvektorok bézisbeli sor-
rendjének megfelel$ elrendezésben).

0 2 =2
A=12 1 0
-2 0 -1

ot



A karakterisztikus egyenlet

-2 2 -2
2 1-2A 0 =0,
-2 0 —1-A

azaz

A — 9\ =0,

melynek gyokei A\ = 0, Ao = 3és A3 = —3. A \; = 0 sajatértékhez
tartozo sajatvektorok a

0 2 =2f |x 0
2 1 0 To| = 0

homogén linedris egyenletrendszer megoldasai. A szamolas részletezése
nélkiil, a sajatvektorok:

1

-2z, (x#0).
2

Ezekbol valasszunk ki egy egységnyi hosszisagut:

1/3
s = |—2/3
~2/3

A Xy = 3 sajatértékhez tartozd sajatvektorok a

-3 2 —2 I
2 —2 O i) e
—2 0 —4 xT3

o O O

homogén linedris egyenletrendszer megoldasai. A szamolas részletezése
nélkiil, a sajatvektorok:

1

1 |z, (z+#0).
~1/2



Ezekbdl valasszunk ki egy egységnyi hosszisagut:

2/3
Sy =1 2/3
-1/3
Mivel a matrix szimmetrikus, ezért a A3 = —3-hoz tartozoé sajatvektorok

merolegesek a Aj-hez és a \y-hoz tartozo sajatvektorokra. fgy Ss3
vélaszthat6 gy, mint az s; X s, vektori szorzat (ez meréleges s;-
re és sy-re, valamint az is teljesiil rd, hogy egységnyi hosszisagn).

Tehat
i J k 2/3
sy=|1/3 —2/3 —2/3| =2/3i—1/3j+2/3k= |-1/3
2/3 2/3 —1/3 2/3

A vizsgalt A matrix alakja az s;, s,, S5 ortonormalt bazisban

00 0
03 0],
00 -3

mert a féatléban az sq, s,, 54 sajatvektorokhoz tartozé sajatértékeknek
kell allni.

(10/114) Hatarozzuk meg a

-2 -8 —12
B=|1 4 4
0 0 1

matrix legkisebb pozitiv sajatértékéhez tartozd sajatvektorait! Dontsiik
el, hogy ezek sajatvektorai-e az

|

O =
— N
W N DN

matrixnak!

A B matrix sajatértékei 0, 1,2. Az 1-hez tartozd sajatvektorok:

s;=10 1z (2#0).



(11/28)

(13/36)

Mivel

1 1 2[4 —2
0 2 2 0lz=1| 2]z
-1 1 3 1 7
ezért s; nem sajatértéke A-nak.
Az
T r+y
Ayl — |ly+=2
z T+ =z

tenzor standard bazisbeli matrixa

1 10
011
1 01
Ennek rangja
1 10 1 1 0 110
01 1| ~1J0 1 1| ~|0 11
1 01 0 -1 1 0 0 2

miatt 3, tehat a magtér dimenzidja 0. fgy a képtér, azaz az értékkészlet
dimenziéja 3. Tehat az A tenzor teljes.

Adjuk meg az A tenzor matrixat (a standard bézisban), ha

) BB

Legyen az A méatrixa

Erre teljesiilni kell, hogy

© =l i)
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(15/70)

Mivel

ezért

Adja meg az A tenzor matrixat az

o b

bazisban, ha A a sikot tikrozi az y = = egyenletii egyenesre.

Mivel A(i) = j és A(j) =i, ezért az A matrixa a standard bézisban:

0 1
1 0f°
Legyen annak a bazistranszformacionak a standard bazisbeli matrixa

T, amely a standard bazis vektoraihoz rendre a széban forgd bazis
vektorait rendeli! Akkor

1 2
=5 3
melynek inverze )
1 -1
-1 __
=1l 1/21'

Igy az A tenzor keresett matrixa (az 1j bézisban):

ol [ ol 2= ]



