10. gyakorlat

frja fel az alabbi feladatokban szerepl6 2p szerint periodikus egyvaltozos
valos fiiggvények Fourier-sorat, és vizsgaljuk meg, hogy mely pontokban
allitja elé a sor a fiiggvényt! A fiiggvényt csak a (—p, p] intervallumon adjuk

meg.

(1/143)

flx)y=7*—2? —nm<a<nm

Megoldas: Mivel a fiiggvény paros, ezért Fourier-soraban csak konstans
és koszinuszos tagok szerepelnek.

1 [7 1 37 22
ap = —/ (72 — 2H)de = — [7?%— x_} =T
T Jo 7r 31 3

Ha n > 1, akkor

2 [T o o
a, =— [ (7° —x%)cosnxdx.
T Jo

A parcidlis integralas médszerét alkalmazzuk.

u(z) = 7* — 2, v'(x) = cosna.
sin nx
u'(z) = =2z, wv(x)=-— :
n
Igy
9 (™ 2 ([n?— 22 T g T
—/ (m*—2?) cosnadr = — ({W ’ sinnx} — —/ xsinm:d:c) =
7 Jo 7T n o nJo
4 s
= — x sinnxdx.
nt Jo

Az integral kiszamitasahoz ismét a parcidlis integralas modszerét alkal-
mazzuk:
u(x) =z, V'(r)=sinnz.

Ul<£L'> _ 17 ’U(Jﬁ) _ _COS nx.
n
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K - 1 s
/ rsinnxdr = — [xcosnx] + —/ cosnrdr = (—1)”“:
0 noJonJjo n

1



(1/144)

Ezért

4 s 4
a, = — -1 ntl” -1 n+1_‘
— ()T = ()T
A vizsgélt f(z) fuggvény Fourier-sora:
22 0 (_1)n+1
r)~—+4 —-— cosnz.
f@) ~ =3 ; =
Mivel a Majorans-kritérium szerint minden x helyen a nemnegativ tagu
o0 1 n+1
S|V cosna
n
n=1
sort majoralja a konvergens
>
2
n=1 n

sor, ezért az f(x) fiiggvény
272 e —1)nt1
% +4 ; % COS NT

Fourier-sora minden x helyen konvergens. Mivel f(x) minden z helyen
folytonos, ezért megegyezik Fourier-soranak osszegfiiggvényével, azaz

(_1 n+1

217 o
flz) = % +4;n—)2005nx.

f(x) =sinz, -5 <2 <7

Megoldas: Mivel a fliggvény paratlan, ezért Fourier-soraban csak szi-
nuszos tagok szerepelnek. Mivel a fliggvény 2p = 7 szerint periodikus,
ezért p = 5 Tetszoleges n > 1 index esetén

4 [z
b, = —/ sin z sin 2nxdzx.
0
Alkalmazzuk a

sinasin 3 = %(cos(oz — ) — cos(a+ f))



képletet. fgy

2 2
b, = —/ (cos(2n — 1)x — cos(2n + 1)x)dx =

™ Jo

_ 2 [sin(2n — D sin(2n + Dz 2 _ 8 (=1)"'n
o 2n — 1 2n + 1 Com4n? -1

0
Ezért

Mivel az f(x) fliggvény szakaszonként monoton névekvé, ezért Fourier-
sora minden z helyen konvergens. Az x = § + km helyeken a fiiggvény
nem folytonos, de ezeken a helyeken van jobb és bal oldali hatarérték.
fgy ezeken a helyeken:

8 o= (—1)"n
O:;ZW—_18H12’TL.T.

A t6bbi x helyen (ahol f(z) folytonos):

8 e ( 1>n+1
f(z) = ;; 1 sin 2nx
—2x; ha —nm<x<0
flx) =
3z, ha 0 <x<m
Megoldas:

f(z) = o _ 2 (ﬁ cos(2n — 1)z + (_i)n sin nx) .

@)=z, —r <z <7
Megoldas:

COS n—l
:——— R.
Z Tn—1p "€



(1/147) f(x) = sgncosz, —m <z <
Megoldas:

f(z) = 2 Z(_l)n—coséin_—ll)m’ r eR.

n=1
Szamitsuk ki az aldbbi hatdrértékeket!
(2/1)

. r+y
hm—
00 I2_$y+y2

y—00
Megoldas: Osszuk el a szamlalot és a nevezot is az xy szorzattal. Akkor

i R
xQ—xy—l—yQ—%—l—i—%'

Elegend6 tehat a jobb oldalon all6 fiiggvény hatarértékét vizsgalni. A
szamtani kozép és mértani kozép kozotti kapcesolatot is hasznélva,

T Y, [T,
) x yzr

Igy
o4 ds
Y x

és ezért

! 1

T y =
Y 1+w

v T I 1
£_1_|_E—_+_'
Yy x Y z
Mivel )
_+% 1
0< =5 <+~
g—l—f—; Yy xXr



és

ezért -
: v T3
lim —¥ =0
y T
Tehat

) T4y

lim — >

e TT— XY + Y

(2/2)
lirr% T Cos Y.

Yy—>00

Megoldés: Mivel az elsé tényezo, azaz x a 0-hoz tart, a masodik tényezo,
azaz cosy pedig korlatos, ezért szorzatuk a 0-hoz tart, azaz

lim xcosy = 0.
x—0

(2/3)
. 2% + 2
lim

SOV A2

Megoldas: Mivel a szamlald is és a nevez6 is a 0-hoz konvergal, at
kell alakitanunk a vizsgalt fiiggvényt. Bovitsiik a tortet a nevezd un.
konjugaltjaval:

(z® +y?) \/:c2+y +4+2) @+ )Vt +4+2)
(Va2 +y? +4=2)(Va? +y* +4+2) 2? +y?

=Vri+yr+4+2

Igy .
lim Ty =limva22+y?+4+2=4.
—0 2 2 —0
z—>0 \/$ +y +4_2 z—>0




(2/4)

(2/5)

(2/6)

VRt +1-1
lim )

xz—0 .T2 + y2

y—0

Megoldéas: Mivel a szamlal6 is és a nevez6 is a 0-hoz konvergal, at
kell alakitanunk a vizsgalt fliggvényt. Bovitsiik a tortet a szamlalé un.
konjugéltjaval:

(V22 +y2+1 -1 (/2> +y>+1+1) z? + y?
(2 +92) (V22 +y? +14+1) (22 +92) (Va2 +y2+14+1)

1

V2 Ay +1+1

oV +yr+1-1 ) 1 1
lim 5 5 = lim = —.
=0 g4y SOVl 2

fgy

. In(z+eY)
lim —————=.
o VAt y?

Megoldas: Mivel a szamlalé [n 2-hoz, a nevezo pedig 1-hez konvergal,
ezért

In(x + e¥)
lim —————= =In 2.
e VIt Y
. 2xy—1
lim
v Yt

Megoldas: Mivel a szamlalo is és a nevezd is oo-hez divergdl, ezért at
kell alakitani a fliggvényt. Osszuk el y-nal a szamlalét is és a nevezot
is! Mivel y — oo, ezért feltehetjiik, hogy y > 0, és ezért az emlitett
atalakitas elvégezheto.

1
2xy—1_295—§

y+1 1417
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fgy

2y — 1 2c — 1
in it 1 = ling ] 1y = 0.
S YT S Ty

Szamitsuk ki az alabbi tobbvaltozds valés fliggvények gradiensét a megadott
Py helyen!

(3/47)
f(x,y) :xln(x—i—y), PO(_273>‘

Megoldas: Mivel

/ _ T

és i
fo(zy) = prpel
ezért .
fo(=2,3) = In(=2+43) + — ="

és .

f(=2,8) = 5 =2
fgy

gradf(=2,3) = [f;(=2,3), f,(=2,3)] = [-2,-2].
(3/48)

flz,y) = arccosg, Py(1,2).

Megoldas: Mivel

valamint



(1.9) = — -
f2(1,2) = 75
és / ]
fy(1,2) = Wt
igy -
Mf(Lz) = [f:::(172)7fg3(172)] - [_ﬁv m]

(3/49)
flz,y,2) =2z — 22+ 9% Py(3,—-4,7).

Megoldas: Mivel
x

/
r,Y,z) = ——F/—————,
Y
/
r,Y,2) = ———F/—/——m—m—m™—,
f;(zayvz) = 1a
valamint
fg/g(37 _477> = _§7
5)
és A
f;(ga _47 7) - 57
f;(37 _47 7) = 17
igy
/ / / 34
gradf(3,—4,7) = [f.(3, —4, 7), [, (3, =4,7), f.(3, 4, 7] = [—5, 5 1].

Keressiik meg azokat a pontokat, amelyekben az alabbi fiiggvények gra-
diensvektora a nullvektor!



(4/58)

(4/59)

fz,y) = 32> — 4oy + 2z + > + 1.

Megoldas: Mivel

folz,y) = 6z — 4y +2
és

f;(x,y) = —dx + 2y7

ezért az f(x,y) figgvény gradiense azokban a pontokban nullvektor,
amely pontok x és y koordinataira teljesiilnek az alabbi egyenletek:

6 —4dy = -2
—4xr +2y = 0

Ez egy inhomogén linearis egyenletrendszer, melynek megoldédsa:

Tehét a Py(1,2) pontban lesz az f(z,y) fiiggvény gradiensvektora null-
vektor.

f(z,y) = 2* + zy + 2y* — 5z +y + 3.

Megoldas: Mivel

folz,y) =22+y—5
és

fo(r,y) =2+ 4y + 1,

ezért az f(x,y) fliggvény gradiense azokban a pontokban nullvektor,
amely pontok x és y koordinataira teljesiilnek az alabbi egyenletek:

20 +y = O
r +4y = -1

Ez egy inhomogén linearis egyenletrendszer, melynek megoldasa:

Tehat a Py(3,—1) pontban lesz az f(x,y) fliggvény gradiensvektora
nullvektor.



(4/60)
f(x,y,2) =207 4+ y* — 2% + 20y — 3v + 2y + 2.

Megoldas: Mivel
f;(l’,y,Z) = 4z + 2y - 37
fo(@,y,2) =22 + 2y + 2
és
filz,y,2) = =22 +1,

ezért az f(x,y, z) fiiggvény gradiense azokban a pontokban nullvektor,
amely pontok x, y és z koordinatéira teljesiilnek az alabbi egyenletek:

dr +2y = 3
2¢ 42y = -2
—2z = -1

Ez egy inhomogén linearis egyenletrendszer, melynek megoldasa:

) 7
Tr = — = — — z =
2 Y772

NO| —

~—

Tehdt a Py(3, —1, %) pontban lesz az f(x,y, z) figgvény gradiensvek-

tora nullvektor.

5/65 Allapitsuk meg, hogy hol lesz az f(z,y) = xy + x — y fiiggvény
gradiensvektora az a = [—1, 1] vektorra meréleges egységvektor!

Megoldas:
gT’CLdf(Q?,y) = [y_'_ 1,$ - 1]

Ez akkor és csak akkor merdleges az a vektorra, ha skalaris szorzatuk 0, azaz
—y—14+2—-1=0.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
y=x-2,

AZaZ
gradf(z,y) =[x — 1,z — 1].
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Egy ilyen vektor akkor és csak akkor egységvektor, ha
2(x —1)2 =1,
azaz
22 —4x+1=0.
Ennek az egyenletnek a megoldasai: 12 = 1 £ \/75 Ezért y10 = =1 £ \/75

Tehat a P(1 + ‘/75, -1+ \/75) és Po(1 — */75, -1- \/75) pontokban lesznek a

gradiensvektorok olyan egységvektorok, amelyek merolegesek az a vektorra.

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények iranymenti differencialhanyadosait a
megadott Py pontban az a vektor iranyaban!

(6/76)
flzyy,2) =2%yz, PBy(1,-1,1), a=][0,2,—1].

Megoldas: Mivel
gradf(z,y,z) = [2%yzIn2, 2%z, 2%y],
ezért
gradf(1,—1,1) = [-2In2,2, —2].
Az a vektorral egyez6 irdnyu egységvektor
2 -1

€ = 0,—,— .
ig}

fi1,—1,1) = [-2In2,2, —2]

sl =
|
5
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