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El8sz6

Ez a kitet a harmadik abbsl a négykitetes feladatgydjteménybsl, melyet a
Kozlekedésmératki Kar Matematika Tanszékének oktatéi készitenek Szdsz Gabor
Matematiks I-II-II cfmd tankdnyvéhez. A kbtet kilenc fejezete megfelel a tankényv
mésodik, illetve harmadik kotetében talilhats hasonlé szdmozési fejezeteinek. A
fejezetek sorszémozatlan alfejezetekre oszlanak. Minden alfejezet tipogrifiailag is
elkitlondls elméleti dsszefoglaléval kezdGdik; ezotartalmazza a felhasznéilandé is-
meretek legfontosabb elemeit: jeloléseket, definfcidkat, tételeket, példikat, alkal-
mazésokat, megjegyzéseket, melyek azonositéja egy-egy betdlvel kezd&dik (ezek
jelentése: J jelblés, D definicié, T tétel, P példa, A alkalmazds, M megjegyzés),
‘majd & fejezét sorszéma, végiil a fejezeten belilli sajit sorszdm kbvetkezik. Pédéul:
D 30.2 Eziti a harmincadik fejezet elméleti bevezetSjének kettes sorszémi definfcidja.

Az elméleti bevezets utén kivetkeznek a feladatok; ezek csak a fejezeten belitli sor-
szAmukat viselik. Azonos fejezetb6l valé hivatkozdsnal csak ez & sorszém (pl.: 56.),
_ més fejezetbsi valé hivatkozédsnil a fejezet és a feladat sorszama egyiitt szerepel

(pl: 30.56.). A feladat sorszéménak fels§ indexében szerepelhet egy jel, melyet az
alabbi példékban magyarézunk:

51° Ez a feladat alapfeladat, az olvasé dltal valé megold4s4t fontosnak tartjuk.
52 Ebhez a feladathoz részletes Gtmutat6 tartozik a megolddsoknl.
53* Ezafeladat a nehezebbek kiizé tartozik,
54% Ebhes a feladathoz kalkuldtor haszndlata szlikséges.
55P Ehhez a feladathoz programozhaté szdmols- vagy szamit6gép hasznilata sziikséges.
A végeredrényt, néhény kivétellel, minden feladatnél kizsljitk. Az #bréknak nincs
sajbt sorszémuk, de minthogy kbzvetlentl a feladat mellett szerepelnek, a szoveghsl
mindig egyértelmf, hogy melyikhez tartoznak.

A kbtet szerzSi ktiszbnetet mondanak Szész Gébornak rendkiviil gondos lektor:
munkAjéért és hasznos javaslataiért. _

A feladatgy@jtemény szbvegét a ulEX, rajzait az AUTOCAD programcsomaggal
szerkesztettitk. Ez konnyebbé teszi egy javitott liddés elkészitését. Eaért kériink

‘minden olvasét, hogy a megtalslt hibikat, javitdsi dtleteiket juttassik el a Kozle-
kedésmérnoki Kar Matematika Tanszékére.

Budapest, 1993. jilius 15.
A szerkeszi§

iii






22. fejezet

Szamsorok

Sor és bsszege
D 22.1 Az [an;n € N¥] komplex (valds) szdmsorozathoz {D17.3) horzérendelt

o0
ay+agtazt-=) 6
a=1
formélis sszeget komplex (valés} szdmsoenak vagy egyszerden sornak nevezzik. Az
1]
Sn ='Z ap (n € NT) (véges) dsszeget a sor n-edik részletBsszegének, az {as] sorozat
k=1 ! .
elemeit pedig a sor tagjainak nevezzik. Ha a részletBsszegek [a,] sorozata konvergens és ha-
tarértéke s, akkor azt mondjuk, hogy 3 sor konvergens; s-et a sor Bsszegének nevezzik, és

o0
ezt Z an = & alakban irjuk.
n=1
Ha az [s,] sorozat divergens, akkor azt mondjuk, hogy a sor divergens. Specislisan, ha
“ii.rnmJ sn = 00 (—co), akkor azt sxoktuk mondani, hogy a sor végtelenhiez {minusz vég-
o
telenhez) divergdl, s ezt 2 Z an = oo {—oa) képlettel jelaljok. A fejezetben i mindig 2

. m=l
képzetes egységet jelenti.

T 22.2 Sor konvergencisjat nem befolydsolja, ha a sorbél véges szamii tagot ethagyunk, vagy
a sorhoz véges szémd tagot hozzdirunk, a sor Gsszege azotban sltalsban megviltozik.

T 22.3 Konvergens szamsor tagjai nuifasorozatot alkotnak.

T 22.4 Cauchy-féle konvergenc‘iaktitérium: A i ap SZémSO-TdakkOF és csak akkor ken-
vergens, ha barmely pozitiv ¢-hoz van olyan ng valéns"—;slzém, hegy minden m > n > ng esetén
fom = 8n] = lan41 + Gng2 £+ 4 aml <€

A szémftémkné{jobhan hasznilhatd az elzavel ekvivalens kévetkezd megfogalmards:
A i gy, szémsor aklor és csak akkor konvergens, ha barmely pozitiv e-hoz van olyan ng valds
sz;;f hogy ha 1> ng tetszdleges, akkor minden p pozitiv egész szédmra

[sn4p — sn| = lans1 +anap+---+ antpl <€
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22. SzAmsorok — Sor éz sszege

v

Az utébbi feltételhst kivetkezik, hogy ha n > ng, akkor Jim fontp ~ onl < c.

- 4]
T 225 A Y ag” (a,g € C, a # 0 mértani sor akkor &5 csak akkor konvergens, ha [g] < I;
n=0

ebben az esetben a sor Bsszege: 5 =

i-¢

Feia_datok;

Kuizvetlentll a definicié alapjn bizonyitsuk be, hogy az aldbbi szdémsorok konver-
genselk, és hatérozzuk meg a sorok s 8sszegét:

. 2 rage e s \
D Y 2 ) (_"_102"“ + jp %),
o a \* S (144
3. ( ) H s 48 vry
ngl a+1 a>0 Ea o
5 i a-in 6 f: (+ V3
. = 3 ’ . = o
- (-1)“—1 00 1
” @ ta—1) R, 8 Y ——
-gi("z"‘““'l)" “€ uz.-_ln(n+1),
P - 2 2+l
o 2}’ 10. ¥t
uz=:l ﬂ{ﬂ‘i‘z} énz(n+1}g,
o0 1 ) p 1
1. ——— . .
1 ‘23219112‘_311—2 12 nz=on2+(2t+l)n+z_l,
> & 2
13 ,
ago"’+2n(i+1)+2i—1'
3 1
14f _ 7 . aer
.E:(“+“)(a+n+l)(a+n+2)" ¢ER,
2VRti-m e ;
15. T 16.- "In (1 _ __),
g V‘ﬂ! +n 2'_;:2 )
. 1 ‘ ) .
17! gnctgm (Utmutatss: Mutassuk meg, hogy arctg e e
I
B:o“g; - amgn-k 1)'
“ X 2n-
I - |
= " . &0
P -Tid 21 Y (VAT3-2/RT1+vA),
Y n=1

o0 o0
22 Y ¢"sinnaés Y q*cosna; a€R, gER, jgl <1

=} - mesl
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22. Szamsorok — Nemnegativ tagii sorok

Bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd sorok divergensek:

o0
n
23! Z——; 0<lal <1, 24. > .
=1 =1 3n—1
i 1 6 i": 1
p.1: 3 Y — 26. —_—
az1 yfn(n+1) mZGvnt Vvt
o0
270 Y ag"; a,g€C, a#0, [ 21
n=0

A Cauchy-féle konvergenciakritérium (T 22.4) segitségével bizonyitsuk be, hogy az
aldbbi serok konvergensek:

(o]
Tt
28° —; >1,0<a, < 29° —
30. >, \/n2+ ~y/nt—1
3 = .
n=1 )
Déntsiik el, hogy az aldbbi sorok konvergensek vagy divergensek:
x (=)
n
31. 1" 322 —
Z( ) t n)::l n? 42’
ﬂ o0 n +
33. ngl 5 e>L ken, 34. Z‘sﬁt_f a € RT,
(22)"
35. }: , 36. Z
= n2n \/_+ n’
sin nz cos z®
37.'}:“ 5 TER, 38. 21 i TER
n= n=

Nemnegativ tagi sorok

T 22.6 Nemnegativ tagi sor akkor és csak akkor konvergens, ha részletdsszegeinek. sorozata
feliilrsl kerlstos. (Nyilvanvals, hogy minden nemnegativ taga sor valés.}

T 22.7 Majordnsksitérium: Ha az {a;] és [b,] valés szamsorozatokhoz van olyan ng € N,
[o0] oa

hogy ha n > ng, akkor 8 < e, £ by és 2 Z by sor konvergens, akkor a Z ay Sor is

n=] n=]
R oo [s0]
konvergens. {Azt szokds mondani, hogy a Z by, sor majorilja a Z ay sort, tletve a
n=ng-1 n=nrg+l
e o] o0
Z ay, sor minorilja a z by, sort.}
n=ng+1 n=ng+1

T 22.8 Minoranskritérium: Ha az [an] €s [by] valés szamsorozatokhoz van olyan ng € N,

hogy ha 2 > ngp, akkor 0 < b, <@g ésa z b, sor divergens, akkor a Z &y, sor is divergens.

n=lI n=1
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22. Szimsorck — Nemnegaliv tagii sorok

T 22.9 Gybkkritérium: Ha az [e,] valés szdmsorozathoz van olyan @ < g < 1 és dlyan
(v ¢]

ng € N, hogy n > ng esetén a, > 0 és fa, < ¢ teljesil, akkor a Z ay sor konvergens.
n=:]

o0
Specidlisan, ha Z 2, nemnegativ tagii sor és nlem ¥an < 1, akkor a sor konvergens. {Ha
n=1
niimoo Yan > 1, akkor a sor divergens; niirréo Yan = 1 esetben a gydkkritériummal nem
donthetd el a konvergencia.)

T 22.10 Hanyadoskritérium: Ha az [a,] valés szamsorozathoz van olyan 0 < ¢ < 1 és-olyan
o3

n=1

oG
. qe " . . . 12 .
Speciilisan, ha E a, pozitiv tagi sor és ni.l_.llgo“—+l~ < 1, akkor a sor konvergens. (Ha
. n=1 a Gn
fim nt1 > 1, akkor a sor divergens; lim 7'+1 = 1 esetben a hdnyadoskritériummal nem
n—co ap n—oo g,

dénthetd e a konvergencia.)

M 22.11Ha egy sor kenvergenciija hanyadoskritériummal elddnthets, akkor gyskkritériumamal
is. Vannak azonban olyan sorok, amelyek konvergencidja gyskkritériummal eldanthets, de ha-
nyadoskritériummal nem. A hinyadoskritérium a gyakorlatban tobbnyire kdnnyebben kezelhets,
mint a gydkkritérium,

T 22.12 lategratkritérium: Ha az f{z) valés fiiggvény az [ng,00) (ng € N} intervallumon
monoton csdkkend és pozitiv, akkor a Z f(n) sor és az f f(z) dz improprius integral

— n=ng
egyszerre komrergens vagy divergens.

T22.13A Z {(pPER, a€ R} sorap> 1 esetben konvergens, a p < 1 esetben pedig

n_

divergens. A Z — ésa E (e € R*) sorok kanvergensek.

Feladatok

A majordnskritérium {T 22.7), illetve a minordnskritérium (T 22.8) segitségével
dontsiik el az alabbi sorok konvergencijat:

9. 00 1 5] nZ
39! -, 40° —_—
“z=:11-1-n2 Erﬁ-i—l
oo 3_1 oc 2
qy Y216 42° Einzi—.,
oy PP A ] 2n*—n
4in
cas
43.):(“) : 4, Y Yotl +"
w1 U1 nol
o0 2ﬂ+4ﬂ
45. 23”_5“: : 46. E n5+1




22, Szémsorok — Leibniz-sorok

. lan
47. nro 48.
=
s00 31 50
= Yian'
o 1 1 n
51° ———(I-—-—) s 52.
ngt\/"_‘ n
53. 3 ! 54
TS vt ’
55 i; 56
. n=1p3_§_n2+1) .

[o =]
1
2 o

n=2
{Z 1
a4 Tn? 1207

1
1n(n+1)

¢
a; e>1,0<a, <aq

RNk

n

8 i[8
e

n
int 42

n

1l

A hanyadoskritérium (T 22.10) vagy a gySkkritérium (T 22.9) segitségével dontsiik

el a kovetkezd sorck konvergencidjit:

n

oo n
so. 3+ L (BELY
n=13n

2. 2"l
, 62° Z—n—r,

n=]

0,1 n
, 65! Z(;arctgn) s

n=1

l<a<b, kent,

3 L o n?
578 . - _m?

nz:;z (lﬂ n)n ﬂ};_:] (2 T %) _

= n " o 1n o onn
605 2 o ( ) , 6L ( , )

n§=_:l nt\e—1 n}; o

= n! o n 1
63> , 64. ( )

5 L han=2k-—1
66" Z n, ahOl dy = { tlln »

n=0 G han= 2k;

o0 1 ;
67 E an, alol a; =2 és apqy = +sinn

n=1 ) "

3 I 3n—1
68. l l = — é o

2 o shol @1 = g &8 ans = Zmgan

co L
69. 3 an, ahola =165 az4) = + an_

n=1 n

Az alabbi sorok konvergencidjit az integralkritériumn (T 22.12) segitségével vizs-

galjuk meg:

. on L eV
70! P 71 ,,2::!7
73. 3 1,, T4 {Z__
Zpnlnia’ —nlnPn’
Inn

76 E e r € R.

n=}
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22. Szaémsorok — Abszoliit és feltételes konvergencia

Leibniz-sorok

. D 22.14 Egy valtakozé elgjeld valés szamsort Leibniz-sornak neveziink, ha tagjai abszoldt
értékben monoton csbkkennek és nuflasorozatot alkotnak.

o0 o0
T2215A Z an sor konvergens, ha van olyan ng € N, amelyre a Z ay, sor Leibniz-sor.
n=l . n=ng .
Specidlisan, minden Leibniz-sor konvergens.

Feladatok

Déontsiik el, hogy az aldbbi viltakozé elfjelii sorok konvergensck vagy divergensek:

77 f:(—l)““ i 78! §(~1)" "
T e nt+1 A 5n—2'

oo 7 oo Lk

790 3. o a< -1, 80. Y2 keN, a< -1,
n=1 ¢ n=1 &
) nl00 . ggn - 0 nk

81.. 1" R 820 -IV'—; k
.,2( T :szl( Y= kEN,
20 \/‘ﬁ

83. -1 ——
:%:‘;( ) n + 100
o0

i han =2k -1,
842 Z ay, ahol a; = {“"'3’ an

4 -
—'m—i)—f, han —-Zk,k € N+,

oo 4 han=2k—1
Ini3y2? an
852 , ahol a, = { (*%3) ’
) nz____:lan o dn {—-—;4,-, han =2k, ke Nt

Abszolit és feltételes konvergencia
D 22.16 Egy szamsort abszoliit konvergensnek nevezziik, ha a tagjainak abszoldt értékéb3l
alkotott sor konvergens.

T 22,17 Minden abszolit konvergens sor konvergens. {Nyilvdnvald, hogy nemnegativ tagii sor
akkor &s csak akkor konvergens, ha abszolat konvergens.)

D 22.18 Ha egy szamsor konvergens, de nem abszolit konvergens, akkor feltétefesen kon-
vergensnek nevezzik.

T 22.19 Abszoltt konvergens sor tagjainak sorrendjét tetszslegesen megviltoztatva ismét ab-
szoliit konvergens sort kapunk, amelynek Ssszege is megegyezik az eredeti sor Gsszegével.
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22. Szamsorok — Abszolit és feitételes konvergencia

M 22.20Feltételesen konvergens sor tagjainak sorrendjét megvéltoztatva, més széval a sort
atrendezve, a sor Gsszege is megviltozhat, s&t divergens sorra is viitozhat.

M 22.21Egy sor abszoliit konvergencidgidnak vizsgilatdhoz hasznilhaték a nemnegativ tagi
sorok konvergencidjira vonatkozé kritériumok (T 22.7 — 22.12). A szdmitésainkhoz a krité-
riumokat elegendd a kévetkezd médon megfogalmazni:

T 22.22 Majoranskritérium: Ha az [a,,] komplex (valos) és a [by] valés szémsorozathoz van
olyan ng € N, hogy n > ng esetben [ay| < by és a Z by, sor konvergens, akkor 3 Z Qyn sof
abszoliit konvergens. = n=
T 22.23 Minoranskritérium: Ha az [a,] komplex (valés) és a [by] valss szamsorozathoz van
olyan ng € N, hogy n > ng esetben 0 < by < |aq] és 2 Z by, sor divergens, akkor a Z an
n=1 n=1

sor nem abszohit konvergens.

T 22.24 Gybkkritérium: Ha az {g,] komplex {valés) szdmsorozathoz van olyan 0 < ¢ < 1 és

oo
olyan ng € N, hiogy = > ng esetén §f[an| < ¢ teljesil, akkor a Z @y, sor abszolat konvergens.
n=1

Specidlisan, ha lim $/len] < 1, akkor a sor abszolit konvergens. (Ha n]i.néo Ylanl > 1,

akkar a sor divergens; u!Lnéo Ylarl = 1 esethen a sor {ehet abszolat konvergens, feltételesen
konvergens, de divergens is.)

T 22.25 Hanyadoskeitérivm: Ha az [an] komplex (valss) szdmsorozathoz van olyan 0 < ¢ <
dn4l
Gn

o0
1 és olyan np € N, hogy n > ng esetén |a,] > 0 és < g teljesiil, akkor a z an

n=1

Gn4l

sor abszoliit konvergens. Specidlisan, ha lim
n—oo | @y

< 1, akkor a sor abszolut konvergens.

Gn4y

. |a
(Ha lim l—"“
n——rC an . n
konvergens, feltételesen konvergens, de divergens is.) -

> 1, akkor a sor divergens; lim
n—00

= 1 esetben a sor {ehet abszoliit

T 22.26 Integralkeitérium: Ha az f(z) valés fuggvény az [ng,00) (ng € N} intervallumon
o
monaton csikkend, pozitiv és f(n) = |ag|, akkor a _s_ ap sor akkor és csak akkor ahszokit
n=hg

ca .
konvergens, ha az j f(=z)dz improprius integral konvergens.
nig

T 22.27TA Z {peR, acC)sorap> 1 esethen abszoliit konvergens, a p < 1 esetben

ﬂ:l

Y|
pedig divergens. A z pry ésa Z (a € C) sorok abszolit konvergensek (1. T 22.13).

=1 ne=1

oo

T 22.28A z aq” (a,q € C) mértani sor akkor és csak akkor abszoldt konvergens, ha kon-
n=>0

vergens (1. T 22.5).
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22. Szdmsorck — Abszoliit és feltételes konvergencia

Feladatok

Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi valés szamsorok kéziil melyek abszoldt konvergen-
sek, feltéielesen konvergensek, illetve divergensek:

X sinn . 2 (-1 (- 1)"
: » 88°*
867 LT 87 ngzninn’ 8 ngl
. = 2n 2. {cosn)" a(n-1) 1
8or Y (va-1), sor Z(n”_)l, 91. Z( o
=1 ﬂ,:l n=]
o n__l [o+]
92. ~1)*———,  93% -1 —,  94. t ,
n%( ) n(n+1) nz_:( i sin 5 HE_:” gznﬂ
il 3.5---(2n+1)
. _pyeoorianT i) 96. "
95 Ly Gy - Z( V@D +1)
i n4+ 1y n41
97. ,?;1( 1) (n+2) , 98. ,;2( 1) (_2n+4)' ,
o< o0 3
(=1)" . yn
h — 100. ¥ —Y
99 fg(nlnn)(mmn)w = (n+1)/~’
101 i nf 102 Z( 1)1("_"'_13_(@
. Z 2n+1 . _2 n\/—_\/—
© 1
103. }: ; p>1, ¢>0, 194.2( 1)"
n=2 n?in?n n=2
1 +sinpy"lvn
os? “( )
105 ,15_:‘( 1) 2+sinn
v —n=1
1,96.*2(—1)" ntl L

Vizsgaljuk meg, hogy az alibbi komplex szamsorok kéziil melyek abszolit konver-
gensek, feltételesen konvergensek, illetve divergensek:

D
107.'2 —
L

o0 , A
119.2'1(2‘2—+n—9, ~ 111! Z

n=]

b 1
113° -
ngl NS

X 1
115. e
RE___:! (n+{2n—1))?

108.‘2( "") : 109. i(

3 —~i)"
2 1
o0
i
2. ) —a—
,é n(3 + )"
1147

1
,.gl (n+i}/n’
o n{2-i)+1\"
116: 2—; (n(3-—2i) -3;') '
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22. Szamsorok -— Miiveletek sorokkal

o0
Az alabbi feladatokban a Z an sor segitségével bizonyitsuk be, hogy az [a,]
n=l1
sorozat nullasorozat:
k
117%5 = |o| > 1, k € N (L a 7.74. feladatot),
@
k

118. a, = %; k€N (L a7.75 feladatot),

119. a, = nq."; lgl <1 (L a 7.76. feladatot),

n)?
120, a, = §2T))"

(a + )"

— . +
121.an—m, a€R", ke Z,
z—1\"
122.a,,=( ), z€C, z#0.
z+41

Miiveletek sorckkal

oo o0
T 2228 A Z ay és Z by, konvergens, illetve abszoliit konvergens sorok

n=1 n={

oo o
Z(au + by ) Bsszegsora és Z (an — by) kilténbségsora is kanvergens, illetve abszolit kon-

n=1 n=l

o o0 o0
vergens, mégpedig Z(an 4 b)) = Z ap Z by.

n=1 ==l n=]
oo [s2]
T 2230 A Z ay konvergens, ifletve abszolit konvergens sor c-szerese, azarz a Z cay sor
n=1 n=1

[e0] o
is konvergens, illetve abszoliit konvergens, mégpedig Z cap =¢ Z a, (e€C).

=1 n=1

co o0 o0
D 22.31A Z an &5 a Z by, sorok Cauchy-szorzatdnak nevezziik azt a Z ¢y, sort, amelyre

n=0 n=0 n=>0

n
Cp = Z apbhy, i teliestl.
k=0

o] (2]
T 2232 Haa Z gy €s 2 Z by, sorok konvergensek, tovabba legalibb az egyik sor abszolft

n=0 a=0
[os]

konvergens, akkor Z cn Cauchy-szorzatuk is konvergens és

£ o (80 (£0)

n=0 n=0

T 22.33 Abszoliit konvergens sorok Cauchy-szorzata szintén abszolit konvergens.

22-9 -




22. Szamsorock — Vegyes feladatok

Feladatok

— n
1237 Konvergens-e a Z + “ésa E 1) =n ) " sorok 8sszeg- és kiilonbségsora?
=1
Ha igen, akkor abszolut vagy feltetelesen konvergens?

1
124%Konvergens-e a Z — Z — sorok killonbségsora?
a1 2n - 1 n~1 2n
a
1252 Konvergens-e a Z és a Z 7 sorok Cauchy-szorzata?

\/_

126. Konvergens-e a Z ~—=ésa Z( 1)" sorok Cauchy-szorzata?
n=1
ﬂ
1277 Adjuk meg a Z ~ésa Z = sorok Cauchy-szorzatit. Bizonyitsuk be, hogy
n! n=0
a szorzat abszolut konvergens

n 00 n-1
128*TIgazoljuk, hogy a Z(—l)sﬁ‘”‘ (—) ésa ) ( ) ( + 5

n=0 n=0
vergensek, de Cauchy-szorzatuk konvergens!

) sorok di-

< (1 n—1
129 Igazoljuk, hogy a Z (_\/—)—r—a_ sor konvergens és énmagdval valé Cauchy-
n=1
szorzata {azaz a sor négyzete) divergens!

Vegyes feladatok

Déntsiik €l, hogy az alabbi sorok abszolit konvergensek, vagy feltételesen konver-
gensek, vagy divergensek (130. — 140.):

o a i 1
1307 Y sin—;; a € R, 131. arcsin —=,
1§1 n? n=} \/ﬁ
¥
132. S (-1 -‘2
n_-2
1 n+inn
3. hol = = -
13 ngla“,a ol ay 2 S Gptl = PR Gn,
o oo s
134. ) — 1 ”H 135: Y 0. 450, e # 1,
n—2 ntl (1 )

136fz ;——, ahol [a.] szdmtani sorozat és a, # 0 (n € N},
m n
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22. Szamsorok — Vegyes feladatok

1878 S (~1)"

(nz-[-l)sin-'%l—
nd +1 ’

n=1

1
138F Z mrric B € R. {A 72. - 76. feladatok iltaldnositisa.)
=2

1.1 1 1 1 1 1

1301 — Sz — oo m e D g
-+ tg-g ot +oee

140.

22 3

n n+1l
(-3)+G-3)+G-2++ G-
2 2 3 3 4 n n4+l o
o]

[0
141?Bizonyitsuk be, hogy ha a Z an €s Z b, sorokhoz van olyan ng valés szém,

142¢

1437

n=1 n=1

b
< ';H és a, Z by sor konvergens, akkor a Z Qn

n n=1 n=1

a
hogy n > ng esetén Snil

Gn

sor abszolit konvergens. _

Bizonyitsuk be, hogy ha egy pozitiv tagid sor konvergencisja hinyadoskritéri-

ummal (T 22.10) eldonthets, akkor gyskkritériummal (T 22.9) is eldonthets.
- o

Bizonyitsuk be, hogy ha a Z ap pozitiv tagi sorhoz vannak olyan ng és

n=}

. a r .
r {> 1) valds szdmok, hogy minden n > ng esetén Sotl < 1 — — teljesiil,
@n n

Gn+1 >1_l
- n

akkor a sor konvergens, ha viszont minden n > ng esetén

n
teljesiil, akkor a sor divergens. (Raabe-féle konvergenciakritérium)

1442 Bizonyitsuk be, hogy ha r = lim n (1 — Zetl) 5 (r = oo is lehetséges),
Hoo an _

145.

o0
akkor a ) a, sor konvergens, ha pedig r < 1, akkor a sor divergens. (Alkal-

n=1
mazzuk az eldzd feladat szerinti Raabe-kritériumot. Az r = 1 esetben ezzel
a hatarértékkel nem donthetd el a sor konvergencija.)
Bizonyitsuk be, hogy ha egy pozitiv tagd sor konvergencisja hinyadoskrité-

riwmmal (T 22.10) eldonthets, akkor a Raabe-kritériummal {143.) is eldont-
hets.

A 143, és 144. feladatokban leirt Raabe-kritérium segitségével dontsiik el az alabbi
sorok konvergenciéjé.t {146. — 147.):

146.

147

148.

Z (1. T 22.12),

u-—
7l

Z {a+1)(a+2)---(a+n)
BllOuylt‘-llk be az mtegra.lknterlumot {T 22.12).

a € R,

1497 Bizonyitsuk be, hogy haa Z ay, sor konvergens, a Z b, sor pedig divergens,

ﬂ-—O n=0
akkor a Z(ﬂn + by} ésa Z(a" — by, ) sorok divergensek.
r==0 n=0
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22, Szamsorok — Vegyes feladatok

Az elgz8 feladat segitségével dontsiik el, hogy az aldbbi sorok konvergensek vagy
divergensek:

wE (O (et
152. Z(Sn-!—? 1) 183. E(n]nz :2)

n=} n=l

o0
1542 Bizonyitsuk be, hogy ha a 2 ay, Leibniz-sor dsszege s és n-edik részletdsszege

n=
8, akkor |3 — s5] < |@nta].

o
155° Bizonyitsuk be, hogy ha a ) ag" (g, € C a # 0) konvergens mértani sor
n=0 n+l
dsszege s és n-edik részletdsszege sy, akkor |s — 5,1 = i— .
—q

o0
156° Mutassuk meg, hogy ha a ) a, sor részletésszegei sorozaténak van konver-
n=1
gens részsorozata és “linolo an = 0, akkor a sor konvergens.

157 Mutassuk meg, hogy abszolit konvergens sort tetszo’legesen atrendezve ismét
abszoltt konvergens sort kapunk, a.melynek Hsszege is megegyezik az -eredeti
sor bsszegével (T 22.19).

158> Mutassuk meg, hogy ha a z an konvergens sorban minden k € N* esetén

as=l
agg_1-et és ag-t felcseréljiik, akkor az igy kapott Z by sor bsszege egyenld az

n=
eredeti sor bsszegével. Mit mondhatunk abban az esetben, ha a sor divergens?

159*Mutassuk meg, hogy feltételesen konvergens sor pozitiv illetve negativ
tagjaibsl (barmilyen sorrendben) képezett sorok divergensek.

[e0]
1604 Legyen E ay tetszoleges feltételesen konvergens sor. Bizonyitsuk be, hogy

n=1 -
birmely s valés szimhoz megadhatd a sornak olyan dtrendezése, hogy az
dtrendezett sor dsszege éppen s, és megadhaté olyan dtrendezése is, hogy az
dtrendezeit sor divergens.

o0
161 Legyen [an;n € N*] tetsaSleges nullasorozat. Bizonyitsuk be, hogy 3 aa
o n=l
akkor és csak akkor konvergens, ha a Z(a(j—-l)k-n +ag k2 + o+ aj) sor
—
tetsz8leges pozitiv egész k esetén konvergens és ebben az esetben a két sor

gsszege egyenld. (Ez azt jelenti, hogy konvergens esetben az ut6bbi sorban a
zérdjelek elhagyhatSk, ami nem tehetd meg bérmely sor esetén.)
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22. Szémsorck — Vegyes feladatok

n+41
162X Igazoljuk, hogy ha a Z (= YZ sort ugy rendezziik it, hogy négy pozitiv
n=1
tagot kovessen egy negativ tag (pozitiv illetve negativ tagok egymas koz6t-
ti sorrendjét nem viltoztatva), a kapott sor dsszege az eredeti sor dsszegé-

nek kétszerese, azaz 2In 2 lesz. (Ha felhaszndljuk Szdsz G., Matematika II
tankonyvének 293.oldaldn definidlt ¢ = lim (1 + ; 44 L Inn) Euler-

Mascheroni-féle szamot, akkor a kényv- 311 oidalanak 2 peltﬂz]a. alapjdn jar-
haiunk el.)
- n+l
163A Z ( ) sort rendezziik 4t 1igy, hogy hdrom pozitiv tagot kivessen
n=1
két negatw tag {pozitiv llletve negativ tagok egymaés kdz6tti sorrendjét nem
valtoztatva). Szdmitsuk ki az dtrendezett sor dsszegét {I. az el6z6 feladatot!).

-1 n+1
1647A Z %—- sort rendezziik 4t Ggy, hogy eldszor egy pozitiv tagot kivessen
n=]
egy negativ tag, majd két pozitiv tagol egy negativ, azutin mindig eggyel
tobb pozitiv tagot egy negativ (pozitiv illetve negativ tagok egymds kizot-
ti sorrendjét nem véltoztatva). Mutassuk meg, hogy az igy 4irendezett sor
divergens (1. az 162. feladatot')

1657 Legyencek a z ap és a Z b, sorok pozitiv taguak Bizonyitsuk be, hogy ha

n=] n=}
an oG o
lim -* =0ésa Y _ b, sor konvergens, akkor a ) ay sor is konvergens; ha
R—+00 }
n n=1 n=1
a o« o0
- . " » - . -
pedig hngo T =ésa ) _ by sor divergens, akkor a Z ay sor is divergens.
n—+
r n=1 n=1

166° Bizonyitsuk be hogy ha a Z a, és a Z bn sorck abszolit konvergensek,

n=1 n=1

akkor a E a,,bﬂ sor is abszolit konvergens. Igaz-¢ az allitds megforditasa?
n=l

o
167. Bizonyitsuk be, hogy ha a ) _ a, sor abszolit konvergens, akkor minden

n=1

o
ke Nt eseténa ) a® sor is abszoldt konvergens.

n=t

168, Egyszeri szdmitdsal kimutathaté, hogy ha az M) tomegpont vy, {8le s tivol-

sdgra 16vé My tomegpont va{< vy) nagysigi allandé sebességgel ugyanazon
az egyenesvonali palydn egyiranyban mozog, mégpedig My kozeledik M-
héz, akkor M s dt megtétele utdn utoléri Me-t. Vizsgéljuk meg a

vy —

t6megpontok mozgasa,t a kovetkezd mddon: Legyen egy adott pillanatban
M; az A, az M, pedig az Mi-t6l s tavolsdgban 16v6 B pontban. Amikor
M, megérkezik a B pontba, akkor M, mir a B-t6l kiilonboz8 B; pontban
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22. Szamsorok — Vegyes feladatok

van. Amig M eljut a B; pontba, addig M, a B;-tdl kiilénbszs By pont-
ba. Ezt folytatva azt kapjuk, hogy M) soha sem éri utol Ms-t. Hol a hiba
a gondolatmenetben? { Zénén ékori gorag filozéfus ezzel a gondolatmenetie]
"bizonyitotta”, hogy nincs mozgds. A gyors Akhillész sem tudja utolérni a
nagyon lasst tekndsbékit.) '

169} Mekkora d szélességiire épithetd homogén tomegeloszlist egybevigs tégla-
testekb8l az 4bran lsthats alakzat anélkiil, hogy tsszeomlana? Hol van az
alakzat témegktzéppontja?

SIS
a_ A --nm |- o
t
D it
1
1
. i Aa----- - -
1
: g A -
1}
1 1
t ]
[l d ]
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23. fejezet

Fiiggvénysorozatok és sorok

Alapfogalmak

D 23.1 Komplex (valds) valtozds fliggvénysorozatnak, illetve fliggvénysornak nevezziik
-az olyan sorozatot (D 7.1 és D 7.3), illetve sort (D 22.1), amelynek elemei, illetve tagjai
komplex {valés) fiiggvények.

o
D 23.2 A komplex (valés) viltozés [fn;n € NJ fiiggvénysorozat, illetve a z fn figgvény-

r=0
sor D értelmezési tartomanyan értjiik azoknak a szdmoknak a halmazit, amelyek az f,
figgvények mindegyikének értelmezési tartomanysba beletartoznak.

D 23.3 Az értelmezési taftomany olyan elemét, ahol a fliggvénysorozat (fuggvénysor) kon-
vergens, illetve divergens, a filgguénysorozat (filggvénysor) konvergencia-, illetve divergen-

ciapontjinak nevezzilk. A konvergenciapontok halmazit a fuggvénysorozat (fllggvénysor) kon-
vergenciatartomanydnak mondjuk. (Specidlisan, ha a konvergenciapontok halmaza egy in-
tervaliem, akkor konvergenciaintervallumnak, ha egy kor, akkor pedig konvergenciakérnek
nevezziik.)

2]
D 234 Az{fa;n € N] fuggvénysorozat, ilietve a 2 fn fuiggvényser konvergenciatartominya
n=0

legyen K. Az
f(z)= Bim fa(z) (2 € K)

fiiggvényt az {f;n € N] fuggvénysorozat hatarfliggvényének (fimeszének), az

()= 3 fulz) (2€K)

n=0

o0
fiiggvényt pedig a Z fn fuggvénysor Gsszegfiiggvényének nevezziik.

n=0

M 23.5 A tovdbbiakban a fejezetben z mindig valds valtozot, 2 pedig komplex viltozét jelent,
Ebben a fejezetben is i mindig a képzetes egységet jelenti.
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23. Fiiggvénysorozatok és sorok — Alapfogalmak

Feladatok

Hatarozzuk meg a kivetkez§ fiiggvénysorozatok D értelmezési tartoményat,
K konvergenciatartomdnyst és f hatarfuggvényét:

2 [ n n+l1
. [RIzt6n + . [
L _3n2+nz’n€N ) 2! L3+ 3 inel|,
3! \In(zz——l)(\fn+ —\/n—l); nEN"'],
:a:"+2+1 [z
i dL + —_— . +
R R ,nEN}, 5. L1+m2n,nEN],
[ \* + [8in n.T +
6. 1+-=}) ;rnel™|, 7. ;neNT),
1 n [ n
8. [e_"’”: nEN], _ 9. [sin"z + cos"z; n€N],
10. [(inm)"; ne N+], 11? n(zrl'--—l); nEN+],
x z
12.'[ in —; N"’], 13. 1 = —1}); +
nsin ~ ne 3 [(nnx)(e 1),n€N ],
14. [flnf; ne-u"], 15 [na(l —=)" n €N,
n n

Hat4rozzuk meg sz alibbi fiiggvénysorok D értelmezési tartomanyit, K konver-
genciatartomanyat és s Gsszegliiggvényét:

ke oo — n oo nd1

160 3 ——0, 170 3 (‘"c 1) , 18, 3o
n="0 (1 + z) n=t ¥ +1 n=0 (:E - 1):1
ad 2n i 1 i 22

19. sin“® z, 20. tg" z, 21. ——

. IIZT-Q n=0 & b (1 -+ z2)2n
o0 oo 2 ® -t

222 a ™ a>0, 23° — - 24¢ ———
fg, ! ?::1 n{n +1) ngz n?—1
- Inz ! sinx

25. ' 26. ,
£($+-n)(1+ﬂ+1) ,?_:;z(:z+n)(z+n+1)
OG n o o

27 —, 28* 3 nz", 29¢ Y (2n+1)2",
n=1% n=1 n=1

o
30r 3 n?2

n=}
Hat4rozzuk meg a kivetkezs figgvénysorok D értelmezési tartomdinyit és K kon-
vergenciatartoményat. Tovabbd dontsiik el, hogy a konvergenciatartomany mely
pontjaiban abszolt konvergens (D 22.16) a figgvénysor:

. = COSnI P e g;—__a_:_)"

3L Zn‘*-{—xz' 32 ;271,—1(2-!»2 !

n=1
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23. Fuggvénysorozatok és sorok — Hatvdnysorok

X 1.3..(2n—-1)f 4z \" ad 1-3---(2n—1)( 4z )"
* *
3% 2 2-4. (1+4 2) 3 ,?_:; 2-4---2n \1+422/ "’
1 flz| {-1)* Ent:c x 1
. - 37. —_—
35 ﬂ};_jin I) \ "2 —) ,§1+z2n’
o 1 00 ( 1)n+1 ) " oz
38% , 39. PR 40. - -
LIT DV A
X, nl 42 - 1 43 oz
4%, - 42. —ToT . '
";_1 z" 2;—“1 ni(z + 3)° ngl "
00 O OQ n
agr 3 ST 5. e, 6. 32
n=t © n=1 n=l n
= (= - _ (=1)" (=1)"
47. — 48X 49,
n2=:0 gnsinz’ :;’oa"\lti-l-nm ?‘_:ln-f-sma:
o n
. 1. 1—2)1l=v7)--- (1=
DO g
52. Z(H") 532 3 a"tg 54 Y tg" ($+l),
=1 n=t 2 n=>0 n
o o bt x
K57 t , 56. — 57. 2nsin —,
’:Z:%archg_*_nz :;1"2'*'522 2:?6 nsmsn
58. i(—l)" A 59. 37 n ,
= M +1 ZE+1)2c+1)---(nz +1)
® fz—Entz\" e n o 1
60. —1}, 61 —_— 62. -
£ (=) Lo L
Hatvanysorok

0 -
D236 A Z ag{z — 29)" filggvénysort a zg koriili komplex viltozés hatvanysornak ne-

n=0 .
vezziik, ha an,z5 € C & z komplex viltozd. Ha specidlisan ag,2zg € R és 2 valés viltozd,

akkor valés véltozés hatvinysorrol beszéliink, és ebben az esetben z helyett z-et frunk. (Az
egyszeribb irasmod kedvéért megallapodunk abban, hogy a z = zg esetben is (2 — 2} = 1

legyen:)

o0
T 23.7 Abel-tétel: Haa Z an(z—z0)" hatvinysor konvergens a z; pontban, akkor abszolit

n=0 .
konvergens minden olyan z pontban, amelyre {z — z| < |51 — 2.

M 23.8 A zg korafi barmely hatvéinysor a zy pontban konvergens. Abel tételébsl kivetkezik,
hogy ha a hatvanysornak van divergenciapontja, akkor megadhaté olyan r{> 0) valés szam,

hogy {z — zp} < r esetén a hatvdnysor abszolit konvergens, |z — z9] > r esetén pedig diver-

gens. A [z — zg] = r feltételnek eleget tevs pontokban lehet a hatvénysor abszolit konvergens,
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23. Fuggvénysorozatok és sorok — Hatvanysorok

feltatelesen konvergens, de divergens is. Az r szdmot a hatvanysor konvergenciasugaranak
nevezziik. A |z — zg| < 7 feltételnek eleget tevé pontok {szdmok) halmaza a komplex szdm-
stkon a zg kbzépponti r sugarii nyilt kérlap, a valds szamegyenesen a (29 — 7,2z + 7) nyilt
intervallum. Ha r = 0, akkor csak a zp pontban konvergens a hatvanysor. Ha a sornak nincs
divergenciapontja, a konvergenciatartomany a komplex szamsik, illetve a valés szimegyenes;
megéllapodunk abban, hogy ekkor r = oo.

T 23.9 A hinyados- {T 22.25) vagy a gyokkritériom (T 22.24) szerint:

1 g 1
A

i

Gn41

= lim
H Satt n—o0
limp—oo —%ﬂ‘—*‘—-l

ha a megfeleld hatdrértékek [éteznek.

Gp+1

Megjegyezziik, hogy ha nlingol =0 (nlirgo Ylasl = 0), akkor r = oo, ha pedig

an
lim [22EL = 0o { lim {/las] = 00), akkor r = 0.
n—o0 n—oo
o
T 23.10 Ha a valés véltozds Z ap(z — z0)" hatvanysor nyilt intervallumon vagy az egész
n==(

valés szdmegyenesen konvergens, és ott
oo
> an{z — z0)" = s(z),
n=0
akkor a tagonkénti differencialdssal, iHetve tagonkénti integrdlssal kapott

o0 [= <] a

Z figy(z — zg)"_l, illetve Z E_{z —zq)*T
n+

n=0 n=0

hatvanysor is konvergens ezen az intervallumon vagy az egész szamegyenesen, és ott

oo o
. a
Z nag(z — 29)" ! = s'(z), illetve Z % (¢~ zg)**! = S(z) — S(zo),
n+4+1
n=(} n=0
ahol § az s egy primitiv fiiggvénye.
0]
M 23.11A Z tn(z—2p)" hatvinysor konvergenciavizsgdlata az z—zg + 2 transzformdcidval
n=0
L
mindig visszavezethetd a Z anz" hatvanysor konvergenciavizsgilatara.
n={
(=)
T23.12Haa Z anz” valés hatvinysor konvergenciasugara 0 < r < oo, Bsszegfiiggvénye
n={_

s{z), z € (—r,r} és a konvergenciaintervallum r, illetve —r hatarpontjaban a hatvinysor
konvergens, akkor

b <) oG
lim s{z)= ap?,iiletve  lim - s{z) = an{—7)".
lim s(=) ,?—2, silletve lim - s(z) gnf )

(Az osszegfiiggvény a konvergenciaintervallum jobb (bat) oldali hatérpontjsban balrél {jobbrsl)
folytonos, ha a hatarpont az intervallumhoz tartozik.)
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23. Fuggvénysorozatok és sorok — Hatvdnysorok

M 23.13Sokszor hasznos a hatva’nysor kovetkezd " atindexezése”:

Zanz = Z an—ngz” ™ (ng € NF).

az=ng

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi valés vdltozdés hatvinysorok r konvergenciasugarit, adjuk
meg a K konvergenciaintervallumét, és vizsgiljuk meg a konvergenciaintervallum
hatérpontja.iban a sor konvergenciatulajdonsdgait:

(:I:-—].)’t X nl o0 1\"
63r Z T an z:l 2:1: , a5! Zl(l—;) ",
= n=
00 Zh o0 (42;)1: oin

o6 ,.gz 2*(n 1)’ o ,,g; Jan —1)2n’ 8 Z 2 3" (n—1)vn—

* 1-3»--(211—1):2" 6. Z( l)n(az 2)“

69. >

n—l 0T (211) ’ n=1
342" x "
71. (z +1)", 72. Z —; a#0, 73. \
nzz::l =0 % nz=:1 N

2, £
742 Z nlz™,

Szamitsuk ki az aldbbi komplex viltozds hatvinysorok r konvergenciasugarst, és
adjuk meg a konvergenciakér zy kizéppontjit:

00 112 n? oo 1\t
750 Y (nl) -2", 76. Z (1 + ) P & §_j (_”__1)_'(: —1)",
n=| (2n)‘ n 1 n?
X, 2" (z +2)"
7 .. 79 . ;T Tl
8 n§=:0 1+ ?:Tl’ B E 9 Jon ¢ Z 2

2 ndz+1 )"

81. Y, o . 82. z f(z—z) a€C,

n=I

o =" 14 2nt
83. —, 84. — .

L a0 2 =) ,g_[,(n-l-h) ?

A T 23.18 tétel alapjin hatdrozzuk meg a kovetkezd hatvanysorok s dsszegfiiggvé-
nyét és IV konvergencia.tartomé,nyé.t'

o0 2n—1} pin-1
85 Y ——, Z(n +1){n + 2)z", 87° }:( 1)“
n=lI n-1 n=0
o0 ) 1 .’!l oQ
88. }:("—’(}}—; a#0, 89. 2 — a>0,
n=0 n=2
o0 )
s0. 3° (n +i2£7; +2) 2 a4, o1. 3° (n +1)}{n+ 2)n + 3)% L,

1
n=0 n=0 3!
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23. Fuggvénysorozatok és sorok — Taylor-sorok, Maclaurin-sorok

0 — 1yntl ca _dntl n.|.1
92° Z (:1:_1_)____} 93¢ f____.., E (z -
= nln+1) iednt+1 = n+1

Taylor-sorok, Maclaurin-sorok

D 23.14 Az zq helyen legalahb k-szor differencidlhaté egyviltozds valés f fiiggvény zg helyhez
tartazé k-adik Taylor-polinemjan (D 11. 5) a

(n})
T (:L') Z f (zﬂ) Iﬂ)n
n=0

polinomfilggvényt értjiik (f(u)(zg) = f(zo) és fM(zg) (n € NY) az f fuggvény n-edik
derivdltjdnak értéke az zg helyen.)

T 23.15 Ha az egyviltozds valés f fliggvény =g valamely E teljes kérnyezetében legalsbb
(k 4+ 1)-szer differencidihaté, akkor zg €5 = € E kozdtt van olyan & hely, hogy

f(z) = Ti(z) + %(z - zg)kH {Taylor-formula)

(L T 11.6).

k+1)
D 23.16 Az elgbbi tételben szerepls Rp(z) = (k m %f)(g; z0)**! faggvényt a Taylor-
formula £-adik maradéktagjanak nevezziik. {I. T 11.6)

M 23.17Ha [z9 — 8,20+ 8] C E (5 € RY) & M, az (7 +1)(2)] fiiggvény szuprémuma a
zart [tg — 8,29 + 8] intervailumon (E. T 8.20 &5 T 9.5), akkor minden = € {zq — §, 29 + 6]
esetén

_ (gﬂ) 141 MTI6 ntl

ERN(Z)' n+ ])1 (x ) < (n+ 1),
Ez azt jelenti, hogy az {zq—§, xg+6] z4rt mtervailumon az f fuggvény és a Ty Taylor-polinom
eltérése abszolat értékben legfeliebb Hy(6) = =z +] T * Azt is szoktuk mandani, hogy az n-edik
Taylor-polinom legfeljebb Hy, (8} hibival kézeliti meg az f figgvényt az [zg — 8, zg + 8] zart

intervallumon. Sok esetben A, meghatirozdsa nehézkes, ezért egy konayebben megadhats
felsd korlatot is elfogadunk a hiba becslésére. Hasonlé médon kaphats, hogy adott z helyen

1f(z) - Ta(z)] < Mn%, ahol zg < = (illetve z < z¢) esetén My az f fggvény -
szuprémuma 2 zirt [zg, zj {illetve [z, zy]) intervaliumon; erre a felss korlstra a h,(z) jelolést
vezetjilk be, Ha f(z)-et Th(z)-szel n tizedesjegyre kerekitett értékkel kbzelitjik, akkor
[Ra(z)f < 0.5-107"

{Az olvasd szdmdra ajanljuk a 11.9. — 11.34. feladatok megolddsdnak attekintését!)

D 23.18 Ha az egyvsltozds valds f fiiggvény az zg hely valamely E teljes kérnyezetében
akarhanyszor differenctilhats, akkor az f figgvény zq kériili Taylor-sorian a

*  rln}
S oy een)
n=>0 ¢ :
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23. Fuggvénysorozatok és sorok — Taylor-sorok, Maclaurin-sorok

hatvanysort értjiik. Ha zg = 0, akkor a sort az f Maclaurin-sordnak nevezziik.

T 23.19 Legyen az egyviltozés valss f fliggvény az g hely valamely E teljes kérnyezetéhen
akarhanyszor differencidthats. Minden z € E esatén

@ {0z
fey=3, L gy
n=0 v

akkor és csak akkor, ha nl—l-»néo Ryo(x) = 0. {llyenkor azt szokds mondani, hogy az f fliggvényt
zg E teljes kornyezetében elSillitia a Taylor-sora, vagy azt, hogy zg E teljes kornyezetében f
{Taylor-)sorba fejthetd.)
o

T 23.20 Ha a E an(z — z¢)" hatvinysor konvergenciaintervalluma K és dsszegfiiggvénye
=0
s(®) (o) . . ) ~

o (r € N}, azaz a hatvanysor a konvergenciaintervalluman egyenls
sszegfiiggvényének Taylor-sordval.

s, akker ap, =

F 23.21 Néhany elemi fiiggvény Maclaurin-sora:,
o ~1 n~lxn el
ln(1+$)=z(——)—n—— (-l<z<1), ef= Z;ﬁ,

n=1 n=0
( 1" 2n+1
sinz = Z (21)?,-]— 3] , Cosx = Z ( (Qn)!

n=0

T 23.22 Ha az f fliggvény zg kériili Taylor-sora Leibniz-sor és az z helyen eléillitja a figg-

vényt, akkor —_—
i) - Tal < Ll

n+l
(n+ 1) |

|z — =
(1. a 22.154. feladatot).

T 23.23 Ha az [ fiiggvény zg kérili Taylor-sora az = helyen elgdllitja a fuggvenyt, tovabba
|z — zg| < 1 és van olyan My, valés szdm, hogy minden & > n + 1 esetén [F&) {zg)] € My,

iHetve '—f-k(%“)' < My, akkor

My, g-‘"" = IGIR—H

Myl —-mo["‘H

i -~ <
UE - T € iy g ey Mot ()= Tafe)l € =400
00
Haa Z an(z—2¢)" hatvinysor konvergens az z helyen és dsszege s(x), tovabbd |z —zp} < |

n=_{
és van olyan M, vaids szam, hogy minden k-ra |ai| < My, akkor

M|z — zof™H!
l$zg~2x

ls(z) - Tul2)] = Is(z) = 3 axlz — 20)F} <
k=0
(. a 22.155. feladatot}.

o3
M 23.24A hatvanysorok konvergenciavizsgilatanal sok esetben j&! hasznathaté a Z (a) z"
n

— 1} {a—
tigynevezett binomislis sor, ahol a € R, (g) =1 és (::) = ala—1) nE& nt l),
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23. Fuggvénysorozatok és sorok — Taylor-sorok, Maclaurin-sorok

ha n € M. Kannyen belathats, hogy ha o € N, akker a somak csak véges sok tagja nem
nutta, mivel ekkor & < n esetén z = 0. Megmatathatd, hogy ha o ¢ M, akker a sor

konvergenciasugara 1; az 1 helyen a sor a > —~1 esetén konvergens, & < —1 esetén pedig
divergens; a —1 helyen & > 0 esetén konvergens, & < 0 esetén pedig divergens. Minden olyan
& helyen, ahol a sor konvergens:

i (z)x" = (1+3z)"

n=0

Feladatok

Hatdrozzuk meg az adott xg valamely teljes kornyezetében az alabbi fiiggvények
Taylor-sordt. Adjuk meg a Taylor-sor K konvergenciaintervallumat, és mutassuk
meg, hogy K-n a fiiggvényt elGillitja a Taylor-sora. Legfeljebb mekkora Hy(6),
iltetve hn(z) hibdval kizeliti meg az [z — 8, zg + 6] zért intervallemon, illetve az
T helyen az n-edik Taylor-polinom a fiiggvényt? Adjuk meg T,(z)-et, Hy(8)-t és
ho(z)et n =ny, § =8 és x = 1| esetén!

952 &% zp=2 nm =4 & =1, ;1 =1,

96> sinz; o =z n; =5, 6 =T
1 2 ] ] 4 3

97 2t -223492 Ze=1,m =2 &= 1'16‘
98" chzr; =zg €R, 99} Ing; =2, 10G.shz; z9=0.

friuk fel a kovetkezs fiiggvények Maclaurin-sorit, és allapitsuk meg, hogy ez a
hatvinysor mely intervallumban illitia €l6 a figgvényt:

101%6%; o> 0, 102. e, 1032 sin(x +2),
10487+, 1052 chz, 106. 'sh—;-,
107. zin(z + 1), 108. In(z® 4+ 1), 109. ln(1 — 2%),
110. ¢ chz, 11l. cos® z, 112, = .
. -
1 3 I
113 ———, 114, —————— 11BF
1- 222 {1-z){1+2z) (1-z)(1-22)
1 in
1162 acctg z, 17 12, 118: 212}
1-=z 14z
1
* 1 . [ <
119! 77::-;, 120! —"—xz 5z T 6, 1217 arcsin r.

Szamitsuk ki a kivetkez§ fiiggvények z = a helyen, ¢ tizedesjegyre kevekitett Srté-
két a fiiggvény Maclaurin-sora vagy alkalmas rg # 0 koriili Taylor-sora segftségével:
122%% a=1, t =4, 123%sins: a= gﬁ, t=3

23-8




23. Fuggvénysorozatok és sorok — Fourier-sorok

124 ¢sin x; a-—-zjs t=3, 125.lnz; a=2,t=4

Szdmitsuk ki T 23.10 segitségével a kisvetkez§ hatdrozott integralokat s megadott
h pontossziggal'

] 1
1262 f —dz:, h =105, 127° fo e de; h=10"%,
bet -5 ! 2 -3
128.‘]0 da:; h=107", 129._/(; cosz“dz; h =107,
T
1 11—
13{1./ sinzldr; h=107% 131, fi —1-—E:s—zda:; h=1075,
1 01 :B
1 _ 3 arcig T -
132.[ h=10"* 13./ de; h=10"3,
A 1+\/_. ﬂ s 3 A p z 10
In(1 5
134. fo -%—} dz; h=10"%, 135. j; } fretdz; h=10"5

Hatdrozzuk meg az aldbbi szdmsorok 8sszegét alkalmasan vilasztott hatvanysorok
6sszegfﬁggvéuye segitségével:

13603 L. L 19753 " 13803 &
'n—ln zf.w ") =R
o
1
139. _12 , 140, ¥ -, . 141. .
,,2_30‘ Y 2 Tyt Zzn
X In+1
142. 3 ——
n:ﬂ
Fourier-sorok

o

D 23.25A Z(an cosner + by sinnez) alaka figgvénysort, amelyben ¢ zérustol kilonbszé
n=0

kanstans, trigonometrikus sornak nevezziik.

D 23.26 A 2p (p # O) szerint periadikus (D 10.11) valés f faggvény (2p szerinti) Fourier-
sornak nevezzik a

Z(ancos— + by sin —)

n=0
trigonometrikus sort, ha
1 f
a= [ leds, bo =0,
2p 7o 1 (% nrz
2p . = — tn ——— +
H=%/ f(r]cosﬁz—z-d:c, 5, p/u f{z)sin - dz {neNT).
%

ki

Jelalés: flz) ~ Z(a,,mﬁ .
Fouuef‘egyﬁ!thatmnak nevezziik.

Z 4 by sin ——-) Az a; és by (n € N) egyiitthatskat f
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23. Fuggvénysorozatok és sorok — Fourier-sorok

D 23.27 Specislisan a 21 szerint periodikus vaiés f figgvény (27 szerinti) Fourier-soranak
nevezzitk a

oG
Z(““ cos nz + by sinnz)

n={
trigonometrikus sort, ha

L bo =0
gy = ﬁfu flz)d=, a =0,
1 f27

- 2r _ . +
ap = -;-_f f(z) cosnz de, ba = A f(z}sinnzds (ne NV}
0

T 23.28 Ha a periodikus valés f fiiggvénynek az xg helyen van bal és jobb oldali hatdrértéke
(D B.9), tovabb4 a fiiggvény Fourier-sora ebben a pontban konvergens, akkor az zq helyen a
figgvény Fourier-sordnak &sszege egyenld a fliggvény bal és jobb oldali hatirértékének szamtani
kozepével.

Specislisan, ha az zq helyen az f fiiggvény folytonos, a Fourier-sora pedig konvergens, akkor
ezen a helyen a Fourfer-sor ésszege f(zq).

T 23.29 Ha a [~p,p] intervallumnak van olyan —p = z¢ < T} < ... < Zp—1 < Tp = P
beosztdsa, hogy az (zi_1,#{} (i = 1,2,...n) intervallumokon a 2p szerint periodikus f
fiiggvény monoton, akkor a fuggvény Fourier-sora mindeniitt konvergens (ha létezik).

T 23.30 Ha az f valés faggvény 2p szerint periodikus, akkor tetszSleges a € R esetén:
a+2p 2p
j flz)de = /{; flz)d=.
a

M 23.31Az el6z5 tétel azt jelenti, hogy a Fourier-egyiitthatsk kiszamitasakor az integralast
tetsz&leges 2p hosszdsagd intervallumon végezhetjiik.

M 23.32Paros fiiggvény Fourier-soréban csak konstans és koszinuszas tagok, pdratlan
fiiggvény Fourier-soraban pedig csak szinuszos tagok szerepelnek.

M 23.33A szamitssoknal jol hasznilhaté az az észrevétel is, hogy a [—p,p] intervallumon
integralhaté paratlan fliggvény integralja ezen az intervallumon 0, paros fiiggvényre pedig a
kovetkezd igaz:

P P
f f(z)dz = 2] f(z)dz.
—p [}
Ezért 2p szerint periodikus pdros f fiiggvény a, Fourier-egylitthatéi az
? 9 P
ap = 1] flz}dz, en= —f f(z)cosff-dx (n € NF)
pJo pJo P
képlettel, 2p szerint periodikus paratlan [ fliggvény Fourier-egylitthatéi pedig a
2 P
by =0, bn:-f f(:c)sin?—f—aidm (ne it
pJo P

képlettel szamithatdk.
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23. Fuggvénysorozatok és serak — Fourier-sorok

Feladatok

irjuk fel a kisvetkezé feladatokban az 2p szerint periodikus f valés fliggvény Fourier-
sorét, és vizsgdljuk meg, hogy mely helyeken illitja el§ a sor a fliggvényt (a fiigg-
vényt csak a (—p, p| intervallumon adjuk meg):

1432 f(2) =% - 2% —w<z <, 144! f(z) = sinz; *% <z< %,

—2z, ha-w <z <0,
1458 f(z) = {33, beorszsh e f@ =l —r<osm

1470 f(z) =sgncosz; —-w<z<w, 148°f(z)= {sz’ lﬁ: 62; Zi 0,

149. arcsin(cos z); —-g' <z < g, 150.cosz; -§<z2< 3,

151, f(z) = zcosx; ——;E <zr< g, 1522 f(z) =lz|-1; —-1<z<]1,

153.cos’z; —-w<z<m, 154. f(z)= ———; -mw<z <,
-2, ha-2<z<-1,

185, flz)=m+2 -—-w<z <7, 1587 f(z) = {x, ha -1<z <1,
2, hal<z<?2

157. f(z) =¢*; —-1l<z <L
Adjuk meg a Fourier-sort, ha 8sszegliiggvényének grafikonja az aldbbi:

158* 7 159.
Y
.~ SN\,
_ngﬂ I g% e g
160. 161.
Yy Y
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23. Fuggvénysorozatok és sorck — Vegyes feladatok

Szamitsuk ki az alabbi sorok &sszegét a 2p szerint periodikus f valds fiiggvény
Fourier-sora segitségével (a fiiggvényt dltaldban csak a {~p, p] intervallumon adjuk
meg):

o (-1)}" _.2
162. Y = flz)=2z% -m <z <,

n;! 1

163. m, f(.'E) = E.’,B], —nr < x S M,
n;ﬂ (_1)11

164.‘-202n+ T f(z) =sgnz, ~w <z <m,
n=

oo
1 .
1652 g] m; f(:E) = lSlIL:CL

oG
(=1)"(2n +1) oz
1667 )~~~ —en® <
e 16n? +16n + 3’ f(=z) st o, r<z<m,

2o 1 o 1 4 :
167. n Z;E_GZF; fzy=2* ~1l<z <l
n=1 n=l

Vegyes feladatok

o (=43
168, Legyenek Z fn(z) &s Z gnlz) komplex véltozés fiiggvénysorok, valamint zg
=0 n=0
olyan komnplex szém, amelyre

fnl20)

0< lim
gn(zﬂ)

B—+0Q

o
Bizonyitsuk be, hogy =& Z fa{ze} sor akkor és csak akkor abszolit konver-

n=0
00

gens, ha a Y gn(z0) sor is abszolit konvergens.

r=l)
fn(zﬂ)

o
=0ésa gnlzo) sor abszolit konver-
gn(zﬂ) Z n( )

n=0 L

169. Mutassuk meg, hogy ha nlelgo

o0 o0
gens, akkor a Z falzo) sor is abszohit konvergens. Ha viszont a z Fnlzo)

n=0 n=0
]

sor nem abszolit konvergens, akkor Z gn{z0) sor sem abszohit konvergens

n=0

(1. az elzd feladatot).

o
170. Mutassuk meg, hogy ha lim M =oodsa Z fn(za) sor ahszolit kon-
=00 | gn(20) =0
o0
vergens, akkor a Z gn(z0) sor is abszoltt konvergens. Ha viszont a Z gnf{z0)
n=0 n=0
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23. Puggvénysorozatok és sorok — Vegyes feladatok

o]
sor nem abszohit konvergens, akkor a )  fu(z) sor sem abszolit konvergens

n=0
(1. a 168, feladatot).

o0
171. Bizonyitsuk be, hogy ha a E an2" komplex viltozés hatvénysor konvergen-

n=0
00

ciasugara r, akkor a ) anz”™ (g € NV) hatvinysor konvergenciasugara r.
n=0
Specidlisan, ha az elsd sor konvergens az egész komplex szdmsikon, alkor a
mésodik is.
172. Igazoljuk, hogy az r = 0 helyen akdrhdnyszor differencislhaté barmely paros
{pérailan) figgvény Maclaurin-sora z-nek csak péros (paratlan) hatvinyait
tartalmazza.

173*Mutassuk meg, hogy az

1
—Je =2, haz#0,
fe) {U, haz=0

valés fliggvény Maclaurin-sora mindeniitt konvergens, de csak a 0 helyen
allitja el8 a fiiggvényt.

174. Hatdrozzuk meg az f{z) = ¢ cos(zsin o) {e € R) fiiggvény Maclaurin-
sorif, és bizonyitsuk be, hogy a sor mindeniitt elgdllitja a figgvényt.

X COS ¢

oo Z
175 Hatdrozzuk meg e Maclaurin-sordnak felhasznaldsival a Z {_nir]:l_ sor
n!

Gsszegét.
: o~ (1" 1 o
176 Hatirozzuk mega » sor sszegét ——— Maclaurin-sorinak felhasz-
i 1+43n 1423
nélésgval.

177X Bizonyitsuk be a T 23.12 tételt.

o
178FA 23.10 tétel alkalmazdsdval hatdrozzuk meg a }: n3z" hatvénysor sszeg-
n=1 .
fiiggvényét és konvergenciaintervallumat.

& . 3f® .
179 Bizonyitsuk be, hogy a Y 37 Lsin® (3_1:) fiiggvénysor mindeniitt konver-
n=}1
gens, és adjuk meg a sor 8sszegfiiggvényét.
Szamitsuk ki az aldbbi valds valtozés hatvanysorok r konvergenciasugarit, adjuk
meg a i konvergenciaintervalluméat €s vizsgéljuk meg a konvergenciaintervallum
hatirpontjaiban a sor konvergencia.tulajdonségait'

. o3 xﬁ. ¥ a?l bﬁ +
1840 Zﬁm, (‘l,be R . 181. Z " N a,bE R™,
Fi=

)
n_.(J n

182.*50:(3; —-1)" (siu %)P 183. z (Smn) .

=1

184. Bizonyitsuk be a T 23.23 tételt.
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23. Fuggvénysorozatok és sorok — Vegyes feladatok

185. Milyen kapesolat van az f fiiggvény an, bn és a g filggvény c,, dn Fourier-
egyiitthatsi kozott, ha f(—z) = g(z), dletve f(—z) = —g(z) (z € R)?
186. A 27 szerint periodikus f{z) fiiggvény an, b, Fourier-egylitthatéinak ismere-

tében szémitsuk ki az f(z+h) (h € R) fiiggvény Fourier-sordnak egyiitthatéit.
187, Mutassuk meg, hogy ha az f fiiggvény teljesiti az f(z +7) = —f(z) (z € R}
feltételt, akkor 27 szerint periodikus. Bizomyitsuk be, hogy ha a fiiggvény
D 23.27-ben definislt Fourier-egyiitthatdi léteznek, akkor agp = bon =0
{(n € N).
188. Legyen az f fiiggvény 7 szerint periodikus. Bizonyitsuk be, hogy ha a fiigg-
vény D 23.27-ben definidlt Fourier-egyiitthatdi léteznek, akkor
tan—1 = bap—1 =0 (n € N).
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24, fejezet

Komplex fiiggvények

Komplex viltozds elemi fiiggvények

D 24.1 Egyviltozés komplex fliggvénynek olyan f filggvényt neveziink, amelyre

Dom f C C és Ran f C €. (Specidlisan, ha Dom f € R és Ran f C R, akkor az egyvéitozés
valos fisggvény fogalmahoz jutunk (D 8.1). Ebben a fejezetben komplex fliggvényen mindig
egyvaltozés komplex fliggvényt értiink, tobbvaltozds komplex fiaggvényekke! nem foglakozunk.)

M 24.2 A komplex szamok C halmaza metrikus teret atkot a d{zj, z3) = |1 — 29]
(21, 72 € C) tavalsagfiggvénnyel (1. 7.34. fefadatot). Ezért komplex fliggvényekre a hatdrér-

ték és a folytonossag fogalmdt pontosan fgy definidljuk, mint egyviltozés valés fiiggvényekre
(1. a 8. fejezétet).

M 24.3 Ha a z valtozst és a w = f(z) fiiggvényértéket felbontjuk valdés és képzetes részre
(D 6.1), vagyisa z = 2 + iy ésw =u+iv (z,y,u,v € R) alakban veszitk fel, akkor az

u + iv = f(z + iy) elGallitast kapjuk. Bontsuk fel az egyenlet jobb oldalan lévs kifejezést is
val6s és képzetes részre:

Flz + iy) = u(z,¥) + tv(=z,¥).

Ebbsl {athaté, hogy az f(x +1iy) komplex fiiggvény valés és képzetes része egy-egy kétviltozos
valés fuggvény (D 8.1).

3 24.4 Szokds szerint a z = z + iy komplex szam valds részét Re z-vel, képzetes részét
Im z-vel jeloljitk, azaz z = Rez és y = Im 2z {D 6.1).

D 24.5 HNéhany fontos komplex valtozés elemi fliggvény definicigja:

o Ln ( 1)“ 2n ( 1)“ 2n+l
e’—z cosz_z smz—z
1 1 I 1 ‘ T
n= O n=0 (211) n=0 (‘2n+ 1)
; sin z ; cos z
2= y CWg2r = — ¥
& cosz & sin z
e e * ef —e? shz chz
hz=——, shz=———, thz2=—, cthz=—.
az 2 2 chz' shz
T 24.6 Tetszdleges z és w komplex szdmokra igazak az alabbi ssszefiiggések:
et = oF . oW, e = cosz + isinz {Euter-formala),
el'z C—iz .
052 = ————%——— =chiz {cosiz =chz},
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24. Komplex fuggvériyek — Komplex viltozés elemi fliggvények

PRESUPL £
isinz = — = shiz (siniz =1ishz),
cos(—z) =cosz, sin(—2z) = —sinz.
T 24.7 Az €7 fuggvény 2xi, a sin z és a cos z fiiggvény pedig 27 egész szamii tébbszardsei
szerint periadikus, mds periédusuk nincs.

D 24.8 A z = r(cosyp + iginp) trigonometrikus alakban (D 6.12) adott komplex szém az
Euler-formuia segftségével dtirhaté a z = re'? exponenciilis alakba.

D 24.9 A 2 # 0 komplex szém e alapi vagy természetes alapd logaritmusin értiink
minden olyan w komplex szimot, amely kielégiti az e¥ = z egyenletet. Jelslése: w =1In 2.

T 24.10 Ha a z # 0 komplex szdmot a 2 = re'? exponencislis alakban adjuk meg, akkor
Inz=lnr+i{p+ 2xk) (k€ Z), ahol Inr az r pozitiv valés szdm valés logaritmusat jelsli.

D 24.11 Az In z f6értékének nevezzik az Inr+ip komplexszdmot, ha 0 < ¢ < 21 (k =0).
D 24.12 Tetszdleges w &s z # 0 komplex szamiokra 2 z” hatvdnyt a

= ewlnz

képlettel értelmezzitk. A 2% hatvinynak az nz logaritmus faértékével szsmitott értékét a hat-
viny f6értékének mondjuk. Megjegyezzlik, hogy a D 24.5-ben definidlt e* komplex valtozss
exponencislis figgvény értéke a z = zg hélyen egyenld az e* (komplex} hatvany foértékével.

Feladatok

Adjuk meg azokat az u & v kétvaltozés valés fiiggvényeket, amelyekkel az alsbbi

F komplex fiiggvéayek f(z + iy) = u(z,y} + iv(z,y) alakban frhaték (. — 11.
feladatok):

1 of=— 2 f)=7, 3. f@)=247
4. f(z) =23, 5. f(zY=7%—ist, 6. flz)=2"+1,

1 3 1
T fE) =2+, 8. flz)= !%IE 9. f(z)= :f -
16. f(z)=1+ %, 11! f(z) =€ "%

12. Bizonyitsuk be, hogy barmely 2z és 22 komplex szdmra:
sin{z + za} = sin 21 cos 23 + cos z; sin 23,
cos(z; + 23} = cos z1 cos 23 — sin z1 sin 23.
13. Bizonyitsuk be, hogy birmely z; és 2 kompl‘exrszé.mra:
sh{z; + 23) = sh2ichzy + chz; shzg,
ch(z; + z2) = chzychzy -+ shzyshz.
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24. Komplex fuggvények — Komplex viliozds elemi filggvények

14. Mutassuk meg, hogy ha z,y € R, akkor
sin(z + iy} =sinzchy +icosashy,
cos(z +iy) =coszchy —isinzshy.

15. Adjuk meg a shz fliggvény valés és képzetes részét.

16. Adjuk meg a ch(z — ¢) komplex fiiggvény u valds és v képzetes részét.
17. Adjuk meg a tg z komplex fiiggvény u valds és v képzetes részét.

18. Igazoljuk, hogy sin z = sin¥ és TOSZ = cos Z.

19° Hatdrozzuk meg mindazokat a z komplex szadmokat, amelyekre € = eiz.

20. Adjuk meg mindazokat a z komplex szdmokat, amelyekre az ¢ figgvény
értéke valds.

21. Bizonyitsuk be, hogy birmely z komplex szamra sin® z + cos? z = 1.

A kévetkezd komplex szdmokat irjuk fel algebrai alakban (D 6.1):

3T

220 cos(—1), 23. g 5 24. sin(3 — 4i),

T . : ) T T
25. cos (—2-+zln2), 26. sh (1 +z—2-), 27. ch (1n3+zz),
28. th (]Ii 24 ig‘)’ 29. el——iarcsin %, 30. eln 2-ktarccoscos §

Szamitsuk ki a kivetkez§ komplex szdmok komplex logaritmuseit. Adjuk meg a
logaritmusok £5értékeit:

31 54 5i, 32,1, 33. i,

34. —e.

A kovetkezd komplex hatvinyokat adjuk meg algebrai alakban, és hatdrozzuk meg
f6ériékiiket:

350 (1 +i), 36. 1 37. &,
38, (1—1)°, 39. 2%, 40. €™,
41. (6 — 3i)%H1, 42. 17 43. (-1)V7,

44, (-3 + 43t
Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a z ismeretlenre a komplex szdmok halmaziban:

452 e P +1=0, 46. e +1=0, 47, sinz = =,
48. cosz = -2, 49. sinz = -2, 50, sinz=10,
51. cosz =0, 52, tgz =1, 53. ctgz=—i,
54. chz= -2, 55. thz=1, 56. thz=1,
57% cosiZ = costz, 58. siniZ —siniz.

Az alibbi feladatok mindegyikében hatdrozzuk meg azokat a z komplex szamokat,

amelyekre az egyenletben szerepld komplex hatviny minden értékére fennall az
egyenldség: '

592 5% =1, 60. 17=2 61. 27 = -1,
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24. Komplex fuggvények — Komplex fiiggvények differencidldsa

62. 5% =5, 63F 2 =gz

Az alabbi feladatok mindegyikében hatérozzuk meg azokat a z komplex szdmakat,
amelyekre az egyenletben szerepld komplex hatviny legaldbb egy értékére fenndll
az egyenldség:

64. 57 =1, 85, 17 =2, 66. 27 =-1,
67. 5% =5.
Szamitsuk ki a kivetkez8 hatarértékeket:
4 3 2 3
) -

68, lim ol — 22 +8 2245 69. lLm — o +28 ,

i z—1 razed 2 422 4+ 16

241 2z~ €%

70. Tim =, 71. lim —(—~—)

i 28 41 e 241

727 Bizonyitsuk be, hogy az f komplex fiiggvény a 2o helyen akkor és csak akkor
folytonos, ha ezen a helyen a Re f és Im f fiiggvények folytonosak.

Igazoljuk, hogy 2z aldbbi komplex figgvények a komplex szamsik minden pontjs-
ban folytonosak (73.— 74.):

73. |z, T4. az+b a,beC.

Frtelmezziik az f(0) figgvényériéket gy, hogy a kivetkezS fiiggvények a z = 0
helyen folytonosak legyenek:

75. f(z):z—%ei—z, 76. f(z):%zz—),
77, e H, 78. f(2) = —.
2|

79. Bizonyitsuk be, hogy lin(ll,—z— nem létezik.

80. Legyen f(z} = % (é - —:-) Bizonyitsuk be, hogy Emé f(z) nem létezik.

z Z

Komplex fiiggvények differencidlasa

M 24.13Egyviltozés komplex figgvényekre a differencathatésag definiciéja ugyanaz, mint egy-
valtozés valos filggvényekre. A fiiggvények Ssszegére, kiifonbségére, szorzatira, hanyadosra,
inverzére és az Gsszetett fiiggvényekre vonatkozsd differencidtisi szabilyok is megegyeznek

(1. 9.fejezet). '

T 24.14 Ha az f(z) = u(z,y) + iv(z,y) komplex fiiggvény differencithaté a zg = zq + izo
ponthan, akkor

(a = (2 2om) - (2o _ fute)
“zﬂ)—( gz T 6z ) (o) R VI T
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24. Komplex filggvények — Komplex filggvények differencidlasa

azaz az (g, yo) szémpdr kielégiti a

du_ov u_ o
8z~ 8y’ dy o=
Cauchy-Riemann-féle differencidlegyenlet-rendszert.

M 24.15Ha az u vals és v képzetes rész differencidlhats (példsul, ha u és v parcidlis diffe-
rencidlhdnyadosai folytonosak (T 14,9)), akkor igaz az €i5bbi tétel megforditasa is:

T 24.16 Ha a kemplex f(z) = u(z,y) + io(z,y) (¢ = ¢ + iy) figgvény u valés & v
képzetes. része is differencidthatd az (zp, o) helyen, tovabbad az (zg,yg) szadmpar kielégiti a
Cauchy-Riemann-féle differencidlegyenlet-rendszert, akkor f differenciathaté a 29 = zg + fyg
pontban.

T 24.17 Ha z = 7€'% exponencilis alakban (D 24.8) van adva, azaz f(2) = u{r, @) +iv(r, ),

akkor s s 178 P
Ny = L O8O0y _Lf{ov O
F=)= 2 (Br +16r) z (Btp tf?(p) !
feltéve, hogy a felirt parcidlis differencislhanyadosok léteznek. [gy a Cauchy-Riemann-féle dif-
ferencialegyenletek:

Bu_1o0 180 _ 0o
Or " rdp' rde 87

D 24.18 A komplex f filggvényt a 29 pontban reguldrisnak (vagy holomorfnak) mondjuk,
ha a figgvény a zp pont valamely teljes kdrnyezetében differencidthats. Az f-et a T ponthal-
mazon reguldrisnak nevezziik, ha f a T minden pantjdban reguléris. Azon pontok halmazit,
amelyekben f reguliris, f regularitisi tartomdnyinak nevezziik.

T 24.19 Ha az f komplex fiiggvény egy Gsszefliggs nyflt T' halmazon reguléris, akkor T minden
pontjdban akarhanyszor differencidgthaté. (A komplex szdmsik egy T ponthalmazit 8sszefiig-
gdnek nevezziik, ha barmely két pontja Gsszekothetd a T-ben haladé térottvonalial. A nyilt
halmaz definiciéjat D 7.12-ben adtitk meg. Megjegyezziik, hogy 8sszefliggs nyilt halmazon a
differencislhatésig €s a regularitds ugyanazt jelenti.)

M 24.20Az elgbbi tételbd! kavetkezik, hogy egy ssszefiggs nyiit T halmazon reguldris
f fuggvény u valés és v képzetes részének dsszes parcidlis differencidlhdnyadosai léteznek és
folytonosak. A Cauchy-Riemann-féle differencidlegyenietekbsl tovabb differencialva kaphats,
hogy a fiiggvény valds és képzetes része eleget tesz a

9u 8% 8y 92y

>

FategET B gt =0

Laplace-féle differencislegyenleteknek, azaz u és v Ggynevezett harmonikus filggvények.
Ha f reguldris T-n, akkor dgy is mondjuk, hogy  és v egym3s harmonikus tdrsai. Kimutatha-
16, hogy egy egyszeresen sszefiiggs nyllt halmazon barmely harmonikus fiiggvénynek iéteznek
Harmonikus tdrsai, és ezek csak dllanddban kilsnbdznek egymastdl. Ez azt jelenti, hogy egysze-
resen &sszefiiggd nyiit halmazon barmely harmonikus figgvény tekinthetd egy, ezen a halmazon
reguléris komplex fliggvény valds vagy képzetes részének. (Egyszeresen 8sszefliggdnek ne-
vezzitk a komplex szémsik Ssszefiiggd nyilt T halmazat, ha birmely dnmagat nem metszd
T-beli zart gérbe 4ltal hatdrolt stkidom is T-ben fekszik.}
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24. Komplex fiiggvények — Komplex fuggvények differencidlisa

Feladatok

Vizsgaljuk meg differenciilhatésig, illetve regularitis szempontjibél az aldbbi
komplex fliggvényeket:

81f y® —3zy +i(x® —32y?); =z,yER,

82. 73, 83* |z, 84. Rez,
85. zlmnz, 86. zRez, 87! cosZ,
88. z-7%, 89. |z -1, 90. 2%z,
91. e*(cosy —isiny); z,YER,

92, ze?, 93! |23, 94°% |z|Rez,
95, .

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd fliggvények az értelmezési tartoményukon regu-
iarisek. Adjuk meg a figgvédyek derivaltjat.

96f ¢%”; c€R, 970 lnz, 98. Inz2%,
99, shz, 100. ch z, 10122, nel,
102. cos z, 103. sin z, 104. sin %,
1
105. tg z, 106, —2% 107. =,
—€0sSZ — Sz z
i
108y 272 109. 2 - e~%, 110, 2822
1—=z 1+ 22
et 41 . 1 z
111, 51 (12 ——— 113. <.
e —1 tgz +clgz z

Vizsgaljuk meg, hogy harmonikusak-e az aldbhi fiiggvények az értelmezési tarto-
ményukon:

114, v = ezz—yZ, 115. v = chzcosy, 116. u = % + 2z — 2,
-1
117, u = 26 cos y, 118.u = (tg 3—) . 119. v = In{z? + y%).

Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi kétviltoz6s valés fiiggvények lehetnek-e valamely
f komplex fiiggvény valés vagy valamely g komplex fiiggvény képzetes részei; ha
igen, akkor hatdrozzuk meg f, illetve g derivéltjit:

120°u = 2% — y2 + 2zy, 121. u = 22,
2
1
122, u = li(—"f—;—) 123. u =3(z? —y*) + 2y + 1,
124. u = In(z? + yz), 125.u =¢ ¥sinz,
T
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24. Komplex fuggvények — Komplex fiiggvények integraldsa

Hatirozzuk meg azt az f(z) = u(z,y}+iv(z,y) (z =z +iy) komplex fiiggvényt,
amely az értelmezési tartomanydn reguléris, a zp pontban a megadott wg = f{zp)
értéket veszi fel, és amelynek az u valds vagy a v képzetes része a megadoit két-
valtozos valds fiiggvény:

x 1
127.‘ = &% si 3 0 = ., . = g} = —~,
u=¢e"siny; f(0}=1 128. u iy Hm) -

129%v =2y(z +1); fl)=2i~1, 130 u=2a’—y’—Se+y+2; f(1) = -2,
13t.u=2% - 32y fi+1) =2, 132. v = aretg 2; fli)y = g,

T
133 u =2 —y? +zy; f(-1)=1, 134.v=zy; f(i—1)=—i.

Komplex fiiggvények integrilasa

M 24.21Legyen f a komplex szamsik valamely irdnyitott rektifikdthate (D 13.19) G gorbei-
vén értelmezett komplex filggvény. A vektor-vektorfiiggvények skaldrértéki gorbementi integ-
raljshoz {D 18.9) hasonléan értelmezziik az f fiiggvény G gérbementi integraljst. (Annyi a
kilonbség, hogy a definiciGban vektorok skaldris szorzata helyett komplex szdamok szorzata
szerepel.) A gorbementi integrél alaptulajdonsdgai komplex gérbementi integréiokra is érvé-
nyesek {I. Szasz G., Matematika 1l., 364. — 367. oldalt). Megdllapodunk abban, hogy zart G

gorbe esetén fgf(z} dz a komplex szamstkon értelmezett pozitiv forgasi irdny szerinti integralt

jelentse.

T 24.22 Legyen az f komplex fiiggvény integrilhaté a G rektifikilhaté gorbeiven. Ha a G
egyenlete z = z(¢) (f; <t <fg, t1,t¢p € R) alakd, mégpedig z(¢;) a gorbe kezddpontja,
#(tg) a gorbe végpontja és a z figgvény ¢ szerinti derivaltja folytonos a. iy és ty éltal hatdrolt
intervallumon, akkor

ts ,
fgf(Z) dz = fi] Fla()2(2) dt.

T 24.23 Ha az f komplex fiiggvény valamely T ponthalmazon folytonos, akkor T belsejében
fekvd barmely rektifikdlhaté gérbefven integrilhats.

T 24.24 Cauchy-féle integraltétel: Ha az f komplex fiiggvény az egyszeresen dsszefiiggs
nyilt 7' halmazon reguldris (D 24.18), akkor T-ben fekvd minden zért rektifikithato gorbén
vett integralja zérus. (Ez azt jelenti, hogy ha A és B a T tetszéleges két pontja, akkor f-nek
barmely A kezdépontd és B végpontld T-ben haladé rektifikithate gérbeiven vett integralja
megegyezik.)

T 24.25 Morera-tétele: Ha az f komplex fliggvény az egyszeresen dsszefiiggs nyfit T hal-
mazon folytonos, és f-nek minden T-ben fekvs zart rektifikilhats gérbén vett integrilja zérus,
akkor f a T halmazon regularis. (A Cauchy-féle integraltétel megforditdsa.)

T 24.26 Legyen az f komplex fiiggvény folytonos az egyszeresen dsszefiiggd nylit T halmazon.
Az f-nek akkor és csak akkor van T-ben primitiv fiiggvénye (D 12.1), ha f reguldris a T
z

halmazon. Ebben az esetben f-nek egy primitiv fiiggvénye megadhats / flw)dw = F(z)
zg
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24. Komplex figgvények — Komplex figgvények integrilisa

alakban, aho! zy a T tetszdleges rogzitett pontja,és az integralds tetszSleges olyan T-beli
rektifikilthatS gérbe mentén tarténik, amelynek kezdGpontja zg és végpontja 2.

T 24.27 Ha F a reguldris f komplex fiigguény primitiv fiiggvénye a T Ssszefitiggs nyilt hal-
mazon (T 24.18}, akkor barmely a kezddpontd s b végpontd T-beli rektifikilhats ¢ gorbere

f F(z)dz = F(b) — F(a) ( Newton-Leibniz-formula)

(1. T 13.4).

T 24.28 Legyen Gy és Gy két olyan z4rt rektifikslhats gorbe, hogy a Gn gorbe a Gy belsejében
fekszik. Ha az f komplex fuggvény a Gy &s Gy &ltal hatdrolt zirt gyGritartomanyt magdban
foglals valamely ponthalmazon reguldris, akkor

ﬁ} FOLE jg} J()d

M 24.29Az el6z5 tétel altalanosithats a G,G1;Ga, ..., Gn zart rektifikilhaté gérbékre, ha a
G,61,Ga,..., G gorbék G belsejében fekszenek, de kélcstndsen egymas kiilsejében:

%f(z)d‘l:fglf(z)dz+fg2f(z)dz+...+fgﬂf(z)dz'

T 24.30 Cauchy-féle integrilformula: Ha az f komplex fiiggvény differencislhatd (reguldris)
az Ssszefliggd nyflt T' ponthalmazon, akkor T' minden 2y pontjira

-1 f(z)
f(ZD)—- %ﬁj(z_z{)))

ahol G tetszleges olyan T-ben halads, Snmagat it nem metszd, zart rektifikilhaté gérbe,
amelynek belseje is T-hez tartozik, és zp a G belsejében van.

T 24.31 Cauchy-féle integralformuldk differencisthdnyadosokra: Ha az f komplex fiigg-
vény differencisthaté (reguldris} az ésszefliggd nyilt T ponthalmazon, akkor akarhianyszor dif-
ferencidthats T-ben (T 24.19), és T minden 2zg pontjira

7l z
1) = g f T ey,

ahol G tetszGleges olyan T-ben haladé, 8nmagst it nem metsz, zdrt rektifikithato gorbe,
amelynek belseje is T-hez tartozik, és zg G belsejében van. (Megjegyezziik, hogy n = 0
esetben az eldz5 tételt kapjuk.)

Feladatok

Szamitsuk ki az aldbbi { komplex fiiggvények integriljit az adott irdnyitott G

gorbe mentén:

135! f(z) = Rez; ¢ a0 kezd&ponti, 1 4 1 végponti szakasz,

1367 f(z) = {2|z; G a valds tengely feletti 0 kézéppontii és 1 sugard félkor pozitiv
forgasirdnnyal,

137° f(2) = —

z
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24. Komplex fuggvények — Komplex fuggvények integraldsa

138" f(z) = €%, G a valds tengely alatii 0 kdzéppontd 2 sugard flkér pozitiv
forgasirdnnyal,

1392 f(2) =3z +1;, Gal, 1, 144 i csicspontd négyzet pozitiv koriiljardsi
irdnnyal,

140. f(z) =iz —27; G a |z| = 2 egyenlet{i k6r azon ive negativ forgésirdnnyal,
amelyre Rez > 0 és Imz > 0,

141. f(z) = Re(z 4+ 2%); G azy = 222 (0 < z < 1) egyenleti parabola, ahol
z = Rez, y=1Imz, é az irdny r ndvekedésének irdnya,

142, f{z) = zeZZ; G az a kdriv pozitiv forgisirdnnyal, amelyre |z| =1,
Rez 20,

143. f
Imz <90,

144. f(2) =32 +22; Gazl—1i, 2—i, 241 cstcspontd tordtivonal,
1 — 7 kezdSponttal és 2 + i végponital.

i+ G az a koriv pozitiv {forgdsirdnnyal, amelyre |z] = 2,

Szamitsuk a kévetkezd komplex integrilokat a G zart gbrbe mentén a Cauchy-féle
integralformulak {T 24.30 és T 24.31) segitségével:

2z -1
145"}% z: — dz; G az 1 kézépponti % sugard kér,

1462 fg Ch————‘,)zd,’z; G tetszdleges olyan zart rektifikilhaté gorbe, amely belsejében
r4

tartalmazza a 0 pontot, és Snmagit nem metszi &t,
iz

147. }( Slzn_:l dz; G alz—i] =1 egyenletd kor,

148° _e dz; G az ~ 2| =3 egyenleti kor,
G 7t — 29

149. fg l—if—z——z—dz; G a |z| = 2 egyenletd kor,
150. f;} —z(z—'fz:—f) dz; Galz+1] =3} egyenletil kor,
i51. f(g -(—-Z-—;:'_—l—)zdz; G a |z —i| =  egyenleti kor,

152. f -(——EE—)E dz; Gazlz—1]+|z+1=4 egyeﬁletﬁ ellipszis,
G (, =

. 22 )
153.}% : 1(z'z; G az ‘—"—-, —52'-]-, 2 csticspontd hiromszig,
23—
shz . . v qpe
154. f 5———4——?012; G alz —i| + |z + i| = 3 egyenletii ellipszis,
g 28—zt~ 2z

sh & . P
155. }( T or dz; G aldz + 1] = 6 egyenletd gorbe,

156. j{ cosE dz; Galz+1]l= % egyenleti kér.
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24, Komplex fuggvények — Laurent-sorok

Laurent-sorok

T 24.32 Ha az f komplex filggvény reguldris a zp pont valamely E teljes kirnyezetében, akkor
minden z € E esetén:

o gln} zn)
=3, Ly,
n=0 )

azaz az f figgvény az E teljes kibrnyezetben zg korill Taylor-sorba (D 23.18) fejthets.

D 24.33 Legyen K, illetve Ky a 2y kbzéppontii ry,
illetve ro sugarii kér a komplex szdmsikon és r; < rg.
(Engedjik meg az r1 = 0 és az r2 = oo eseteket is. Az
eldbbi esetben K jelentse a z; pontot, az utébbi eset-
ben pedig K3 a komplex szamsfkot.) A zg kézépponti
(K1, Kz)-kibrgydiriin értjik az rj < [2—-2q] < o feltételt
kielégitd z pontok halmazit.

o0 0
D 24.34 Jeloljik a Z an(z - 29} " lésa z ba{z — zg)" sorok &sszegsorat {T 22.29) a

n=0 n=0
kovetkezd modon:
o0
__am — [ %n|-1> han <9,
E enlz — z)", ahol ¢y = {bm han >0,
n=-ca
o
Az gy kapott komplex sort zg kariili Laurent-sornak nevezziik. A Z an(z — 29)™™""! sort
n=0
oo
a Laurent-sor fdrészének, a E bo(z — zp)" sort pedig a Laurent-sor reguldris részének
n=0

nevezziik. (A Laurent-sor fogalma a komplex hatvanysor (D 23.6) altaldnositisa. Ha ugyanis
minden negativ egész n-re ¢, = 0, akkor a_Laurent-sor specidlisan hatvinysor.}
[o.} B

T 24.35Haa Z en{z— 25)" Laurent-sornak van konvergenciapontja {D 23.3), akkor van

n=—00
olyan zg kézéppontii {Ky, Kq )-ksrgydrd, amelynek minden pontjaban a sor abszolit konvergens
és minden kiils6 pontjsban (D 7.12) a sor divergens. (A tétel lényegében Abel tételének
(T 23.7) és M 23.8-nak az altalanositisa.)

T 24.36 Ha az f komplex fiiggvény reguldris a zg kozéppontt (K, Ky)-korgydrib * kor ~
kirgylr tetszdleges z pontjaban érvényes az

e -
flz) -
dgyneve *t {zg korith® < k ey atth. toi.

L) N
grifg - — )il
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24. Komplex fuggvények — Laurent-sorok

képletek szolgsltatjsk, ahol G a kérgyiriben haladé tetszSleges, Gnmagat &t nem metsz3 olyan
rektifikalhaté zart gérbe, amely a 2y pontot megkerilli. (A sort a figgvény zp kérili Laurent-
soranak nevezziik a (K, Kgp)-kérgyidriben.} A (K, Kg)-kérgyGriiben konvergens (zp koriili)
Laurent-sor &sszegfiiggvényének (D 23.4) Laurent-sora az eredeti Laurent-sor.

M 24.37Ha f a Ky kbr belsejében reguldris, akkor ott a Laurent-sora megegyezik a zg koriili
Taylor-sordval (D 23.18).

M 24.38Komplex hatvanysorokra is érvényes a hatvdnysorok tagonkénti differencistasara, il
fetve integraldsara vonatkozé tétel (T 23.18), nyflt intervalium helyett nyiit karlapra, a valés
szamegyenes helyett a komplex szamsikra.

D 24.39 A z; pontot az f komplex fiiggvény izoldlt szinguldris helyének nevezziik, ha f a
zy pontban nem reguldris, de van zp-nak olyan kérnyezete, amelyben f regularis.

A zg izolslt szingulsris helyet f megszlintethets szingularitissnak nevezziik, ha zg kériili
Laurent-sorsban minden n < 0 esetén ¢, = 0, & f (k-adrendd) pdlusdnak, ha zp koriili
Laurent soraban c_g # 0 {k € NT), de minden n > k esetén c_, = 0. Ha zg izolalt
szinguldris belye f-nek, de nem megsziintethetd szingularitisa & nem pdlusa, akker z-t f
1ényeges szingularitdsinak hivjuk.

T 24.40 Az f komplex filggvény zg izolalt szingularis helye akkor és csak akkor megsziintethets
_szingularitdsa f-nek, ha zl_i_'ngo f(z) létezik.

T 24.41 Az f komplex figgvény zy izolalt szinguldris helye akkor és ¢sak akkor k-adrendii
pélusa f-nek, ha van olyan g komplex filggvény, amely zy valamely teljes kornyezetében regu-
taris, g{zp) # 0 és f(z} = (——gﬁ—)—g, azaz ha zp az } fiiggvénynek k-szoros zérushelye (ennek
definicija T 10.4-ben taldlhats).

" Feladatok

Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvények 2y koriili Taylor-sorat. Adjuk meg zp-nak
‘azt a kornyezetét, ahol a Taylor-sor még eldillitja a fiiggvényt (a feladatokban
logaritmuson a komplex logantmus f8értéke (D 24.11) értends).

1
157¢n(1 +z); z =0, 158.1n + Z; 7= 0,
. _ 1
159.sin2; 2z = %, 160> 114 zg =1,
Allapitsuk meg az alabbi fiiggvények izol4lt szmgulé.ns helyeit és azok tipusit:
Z —
161. & - L3 162. e5, 163, —~ °hz
164 ! 165. ! 166.
-1 (2sinz —1)2° ei _1’
167. cos ——, 168, B 169. 2 ==
z4+2 z—1
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24. Komplex figgvények — Reziduum-tétel

Hat4rozzuk meg az alabbi fuggvények izoldlt szinguliris helyeit és azok koriili
Laurent-sordt. Adjuk meg a Laurent-sor K konvergenciatartomanyat,

e‘Zz ezﬂ .
170.'(2_—1)3, 171. ';:s" 172, {# — 3)cos Y
173. '1' ch % 174, 22 _'zsain = 175, 120057 =
1763m, 177'.551_)3, 178_,;(_11?5,

179! 55

A kivetkezd feladatokban hatirozzuk meg a fiiggvény képlete utdn megadott k-
gyfirtik (D 24.33) mindegyike esetén az f komplex filggvény zg koriili Laurent-sorat:

180" f(z) = m, 1 <z <38, 3<lz{(< o0},

0<fz+1]<2, (0<)2l <1,
181. f{z) = ;—i—g‘; lz] <3, |z| >3,

z
182, f(z) = m, [zl <1, 1< 12] <2, 2< ]zl, 1< 12 - 1|,
0<lz-—-2l<1, _
183% f(2) = ;—z_—i; el <1, Jzl>1, |z-3]{< V10, jz—3|> V10,
1
184. f(z) = 6—-—_—2)5, 12; < 2, IZE > 2,
Reziduum-tétel

D 24.42 Ha az f komplex fiiggvény zo korili Laurent-sora fétezik (T 24.35), akkor a sor c_;
egyiitthatsjat az f fiiggvény zg-hoz tartozé reziduumanak nevezzik. Jeldiése: ¢ = Res(zp).
Ha z¢ az f regulsris pontja, akkor Res{zp) = 0.

T 24.43 Reziduum-tétel: Ha az f komplex fiiggvény reguldris az Snmagdt 4t nem metszd,
rektifikslhats zdrt G gorbén és, véges sok zy, 2, ...,z izoldlt szingulris pont kivételével, a
G belsejében is, akkor

fbf{z)dz = 2mi(Res(z1) + Res(zs) + -+ + Res(zg)) .

(Megjegyezzitk, hogy a reziduum-tétel a Cauchy-féle integraltétel (T 24.24} altaldnositdsa. Ha
ugyanis az f komplex fiiggvény reguldris a G gdrbén és a § belsejében is, akkor a reziduum-
tételbsl is kovetkezik, hogy az integral értéke 0.)

T 24.44 Ha az f komplex fiiggvénynek a zo helyen elsGrendd pélusa van, akkor

Res(z) = tim (2 — z0)/(2).
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24. Komplex fuggvények — Reziduum-tétel

Specislisan, ha a g és h komplex fiiggvények regularisak zy valamely E teljes kdrnyezetében,
tovabba ¢{z) #0, HA{z0) =0, H(z)+#06s f(z)= %—E% (z € E), akker

Res{z) = If’((z)) .

T 24.45 Ha az f komplex fiiggvénynek a zg helyen k-adrendi pélusa van, akkor

Res(en) = g7 dim, (= - 20)*2)

Feladatok

Szamitsuk ki a kovetkezs figgvények 1z0lalt szinguldns helyelhez tartozé
reziduumokat:

-1 h
18505, 186. c*, 187, 27,
Z z
iz cos 2z e**
| 189, — 90 ———
188 22 4+ 9’ (z - 1)3° 1 241
Zz
191, S, 192. cos & + 2% 193. % sin 3
24z 1) z z

Szamitsuk ki a kivetkezd fiiggvények komplex integriljait a G zért gérbe mentén
a reziduum-tétel (T 24.43) segitségével:

z

194! z;— T G a|z—v3|+|2+ V3| = 4 egyenleti ellipszis poszitiv forgdsirannyal,
195, :i:i}z; G a |z] =7 egyenletii kdr pozitiv forgdsirdnnyal,

196. ;Z%I; G a |z — 1] = 1 egyenletd kir negativ forgasirinnyal,

197. ;;I_—:_—%; G a |z] = 4 egyenletd kor pozitiv forgdsirdnnyal,

1 .
198. m; G a |zl = r{> 1) egyenletdl kdr negativ forgasirannyal,
199. c—h;; G tetszOleges olyan zart rektifiklhats gérbe pozitiv forgdsirdnnyal,
z

amely belsejében tartalmazza a 0 pontot, és dnmagdt nem metszi 4t (1. 2
1486. feladatot!),
2z

200. ;;—_—_—i-; G az "‘Tl, —'32‘—1, 2 csitcspontid hdromszog pozitiv forgasirdnnyal
{1. a 153, feladatot),
201. sin %; G a |z] = r{> 0) egyenletii kér negativ forgasirinnyal,

202. ¢+ sin L. G alz| =1 egyenletd kér pozitiv forgdsirannyal,
- 24-13



24. Komplex filggvények — Valés integralok kiszémitdsa komplex integréalokkal

1 .
203. (2 — 3)cos m; G tetszsleges olyan zart rektifikithaté gorbe negativ

forgdsirdnnyal, amely belsejében tartalmazza a —2 pontot és Snmagit nem
metszi it.

Valés integrilok kiszdmitdsa komplex integralokkal

M 24.46Valés integralok kiszdmitasira gyakran jo! haszndlthatok komplex integralok. Ebben
a részben erre mutatunk néhany médszert. Példaul a Cauchy-féle integraitétel (T 24.24) és a
reziduum-tétel (T 24.43) bizonyos valés integralok kiszdmitsssra is atkalmazhat. irproprius
integralok (D 13.6) kiszamitasshoz felhaszndliuk a kovetkezd egyeniGtlenséget is:

T 24.47 Ha a komplex f figgvény a & hosszisdgi G garbeiven integrilhats, és a § minden
pontjiban | f(z}] £ m, akker Tj;} f(z) dzl < mh.

oo : T
M 24.48Az f flz)dz = rﬁ'uéo,/ f(z) dz tipusG improprius integraiok kiszamitdsit
—oa - —r

bizonyos esetekben komplex integrdl kiszamitasira vezethetjiik vissza. Tegyiik fel, hogy a g(z)
(z = = +1y, z,y € R) komplex viltozss fiiggvény olyan, hogy ha z = z (y = 0), akkor
Reg(z) = f(z) vagy lmg(z) = f(z). A valés tengely —7 és r kozé esd szakaszat egészitsiik
ki a komplex szadmsikon egy alkalmas G, girbeivvel zért G- gbrbévé {pozitiv forgasirdnnyal)
olyan médon, hogy a g(z) fiiggvénynek a G kiegészits gorbelven vett integréfiat, vagy ennek
hatarértékét 7 — oo esetben meg tudjuk adui. Ha a G zart gérbe és belseje g(2) regularitasi
tartomanyshan (D 24.18) van, akkor a Cauchy-féle integraltétel (T 24.24) szerint:

[_ Q(I)dx=rlir&‘/~rg(z}dz=—rli'u;°/ 9(z) dz,

amibé} ./ flz)dz = Re/  glz)dz vagy / flz)de = !m/ g(z)dz. Ha az g(z)
fuggvenyﬁek izolalt szinguldris helyei is vannak G belsejeben, akkor a reuduum tételt (T 24.43)
alkalmazzuk. (Bizonyos / f(z)dz & j f{z) dz tipusi improprius integralok hasonléan

szamithaték ki.} Ez a médszer elég sokszor jol atkalmazhaté példdul a / R(z)cosezdz

O
és ] R(z)sinazdz (2 € R) tipusi integrilok kiszamitdsara, ahol R(z) raciondlis tort-

OLF
figgvény (D 10.1). Természetesen nem minden ilyen tipusi fiiggvény improprius integrilja
szémithaté ki ezzel a modszerrel, vagy csak célszerfien valasztott gorbék mentén integrilva
jutunk céthoz (1. példaul a 209, feladat megolddsat!).

P 24.48 Az el526 megjegyzés elején mondottak alapjan

o0
. €OS T
szdmitsuk ki a ]

dz (a > 0) improprius in-

—oo 2t 4 a? R <
e'? )
tegralt! Ehhez vegyilk segitségiil a g{z) = — p filgg-
vényt. A G legyen a [—7,7] intervallumbdl és a 0 kozép- =7

pontd r sugard Gy félkorbal all6 zart garbe pozitiv irdnyi-
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24. Komplex fggvények — -Vaiésintegrélok kiszam{tdsa komplex integrélokkal

tassal. Ha a < r, akkor a G belsejébe esik a fiiggvény ai elsGrendd polusa, igy a reziduum-tételt
{T 24.43) alkalmazva:

L ¢ p etz p eiz RE
[ avats=fomrat [, mrat-tmitsle) = [ 5o

{2z =z +iy). A T 24.44 tétel szerint:

elz e—a

Res .
(ad) = z——{{c‘u z+ai  2ai

Mivel valds z-re

eizl = 1, ezért

|+ = [ |le ] = e
ésigyazlzl =7 (>0) (y=Imz2> 0)egyenletd félkdr pontjaiban
iz

1

ES

1

ev (1+(%)?) 1+ (&

A félksr pontjaira a z = r{cosp + ising} {0 < ¢ < ) trigonometrikus alakot {D 6.12)
hasznalva:
, 1
rlil’i“)lo. ay2{
z

{minden ¢ értékre). Ez azt jelenti, hogy barmely ¢ > 1 valés szmhoz van olyan rg > 0, hogy

1 1
ha r > 7y, akkor az — |———=| <
2I+( )‘2 '2

€
22 +(12

. i
rhrgo i st 2
! afcosp—isinp
1y (sleomerienel)

egyenldtlenség teljesi! (D 8.5), ezért T 24.47et is

felhaszndlva:

[oh:
TR = —.

et c
l[gl 22+a2dz <
iz

- 2 r

Ebbsi kovetkezik, hogy lim_ L dz = 0, ami az jelenti, hogy
§

z2 + a? ,
> cosx sinz o iz . e ¢ T
dr + 1 / ] s T = 2 —— = —
,/ 22 +a? 4 a? a.2 o0 2% + a? %2ai  ae?’
oS T T ) " ©  sinz .
azaz f ——d . (Természetesen az is adédik, hogy f 55 dz =0, ami
o Ti+a ae“ —oc LTt @

. L. sing .
azonban szamitas nélkil is nyilvanvald, mivel a g1 fiiggvény pératlan.)
z? + a?

27 -
M 24.50Az / R(sin z,cos ) dz alakii integralok (ahot R{sin z,cosz) "szinuszok és
koszinuszok™” racionslis tortfiggvénye, |. T 12.13) kiszdmitasara gyakran jéi atkalmazhaté a

z = €'F helyettesités. Ebben az esetben 22 . ie' = iz, és az Euler-formula alapjn (T 24.6):

dz
eiz F c-—il‘ 22 +1 eiz: _ e—iz 22 -1
coszT = = sinz = - = —.
2 2z ' 24 2tz
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24. Komplex figgvények — Valés integralok kiszdmitdsa komplex integrilokkal

Ha 0 < = < 2r, akkor z befutja a 2] = 1 egyenletd Gy kér pontjait pozitiv forgasiranayal,
ezért:
2w 2.1 21\ d
f R(sin:c,cosx)d:c:f R(Z + ’z .1) Z,
o Go 2z 24z ) iz

P 24.51 Az el6z6 megiegyzés segltségével szamitsuk ki az

I 2x dz .
(‘")‘fo T M7

igynevezett Poisson-integralt!

i) = }' dz 1 f dz

= - ] = - e
gu:z(l-—pi—}l{-pz) p go(z—p)(z—~%)

Tehat p és 1 az integralandd figgvény elsdrendi pélusai. Ha |p| < 1, akkor csak p van a Gg

belsejében. A reziduum-tételt (T 24.43) és T 24.44-et alkalmazva:

27

2mwi?
I(p) = e Res(p) = T

A {p| > 1 esetben hasonld szamitassal kapjuk, hogy

i(p) = 21"— Res (:)) -

T 24.52 Legyen a 2p (p > 0) szerint periodikus egyvéltozds valés f filggvény Fourier-sora
Z(ancos— + by sin ————) Haecg=ag, ¢an= En—T‘le és cp = Eﬂ—gﬁ’n {(ne NT)

3elo!éseket bevezetjuk akkor

s [es) .
T . nTx inxs
§ {apcos — + bysin —) = E Cne P
n=0 P » —oa

esc,.—‘2 j f(:r.)e o dz (neZ).

:mr.r

D 24 53 Az elgz§ tételben szerepls Z cne P figgvénysort a Z(aﬂ cos 22 +bn sin —)
r

Fourier-sor komplex alakjdnak vagy egyszerﬁen az f fuggveny komplex Fourier- surénak
nevezzitk. {Kénnyen beldthats, hogy an = ¢q +¢_p, bn =ifcn—e-n){n € N+) )
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24. Komplex fliggvények — Vegyes feladatok

Feladatok

Szdmitsuk ki komplex integralok segitségével a kivetkezd improprius integrilokat:

oo dr o g% 4 1
204 / L 205. f
o x84 1 ozt 1 1
©0 z? rsinwz
206. / d 207. f
o (A2 +2) w2l +2r+5
og d. 00 ¢
208?[ % . a0 209.*] HNE dn.
—o0 (22 +a?)? 0 =z

A 209, feladat eredményének felhaszndlasaval szdmitsuk ki a kovetkezs improprius
integrilokat:

o0 oin? o o i
210'/ ﬂ"%ﬁdr} 211,/ w;l_’ﬁdx)
0 z A -
0 51 3
212, j smam;mbr dr: a>b>0.
a xz el

Szémitsuk ki komplex integrilok segitségével a kisvetkez& hatarozott integralokat:

2 dz 2 cos3zx
213" - . 214. f
0 3—2cosxz +smz 5— 4cos:z:
x dt 14 dz
215.] S 216./ — & a0,
o {b—3sinz)? o atbsmc LE

R W>0
21.]0 crarr R e

frjuk fel a kovetkezd feladatokban a 2p szerint periodikus egyviltozés valés f
fiiggvény Fourier-sordnak komplex alakjat, és vizsgaljuk meg, hogy mely helyeken
allitja €l a sor a fiiggvényt (a figgvényt csak a (—p, p| intervallumon adjuk meg):

. {0, ha-m<z<0,
218.f(:t)—{1, ha0 <z <,

219% f(z) = sin z; —325 <z< g (L a 23.144 feladatot),

220. ¢*; —-1<z<1({La23.157 {eladatot).
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24. Komplex filggvények — Vegyes feladatok

Vegyes feladatok

221. Bizonyitsuk be, hogy ha p,q € N, akkor 29 = (¥z).
222. Bizonyitsuk be, hogy barmely = ¢s y valds szdm esetén |sin{az + iy} =

\/sin?z 4 sh? y és | cos(z +iy)| = y/cos?z + sh?y.

223" Bizonyitsuk be, hogy barmely 2 komplex szédmra | sin z|> | cos 2|2 > 1; egyen-
18ség akkor és csak akkor teljesiil, ha 2z valés szidm.

. 1
224. Mutassuk meg, hogy ylizxgo e ¥sin(r +iy) = E(sinz +icosx) (z,y €R).
225, Mutassuk meg, hogy ylingo tg(z +iy) =1 (z,y €R).

VA T3-2
——Z-;-—l_%——— hatirértéket, ha /2% + 3 azon értékeit

tekintjiik, amelyre ]jm1 V22 + 3 = 2. Létezik-e a hatarérték, ha v/22 + 3 azon
értékeit tekintjitk, amelyre Ii'n} V2t 43 =-27
- Zr

227, Bizonyitsuk be, hogy ha a # 0, akkor az u = a{z®+-y%)+bz+cy+d kétviltozss
valés fliggvény nem lehet egyetlen reguldris komplex fiiggvény valds, illetve
képzetes része sem.

228, Bizonyitsuk be, hogy ha f(z) = u{z,y) +iv(z, y) regularis figgvény, akkor a
g{z) = —v(z,y) + tu(z,y) figgvény is reguldris. '

229° Legyenek az u(z) és v(y) egyvaltozds valds fiiggvények differencilhaték a
Dn, illetve a Dy halmazon. Mutassuk meg, hogy az u(z) + iv(y) komplex
fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhaté a D = {z+1y; = € D1, y € D2}
halmazon, ha u{z) =az + bés v{y) =ay+ ¢ (a,b,c €R}).

230. Bizonyitsuk be, hogy ha az f(z} = u(z,y) + iv(z,y) és az &) = u(z,y) —
iv(z,y) komplex fiiggvények regularisak egy tsszefiiggd nyilt halmazen, akkor
ezen a halmazon f(z) konstans.

231. Mutassuk meg, hogy az

72, ha z €R,
() _{0, haze C—-R
komplex fidggvény differencidlhaté a 0 pontban.

232. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 6sszefliiggé nyilt halmazon az f komplex fiigg-
vény reguléris, f' pedig azonosan 0, akkor ezen a halmazon a fiiggvény kons-
tans.

233 Bizonyitsuk be, hogy ha egy osszefliggs nyilt halmazon f(z) regularis és | f(2)]
konstansfiiggvény, akkor ezen a halmazon f(z) is konstans.

234. Mutassuk meg, hogy ha az f = u +iv komplex fiiggvény reguldris egy dssze-

fiiggs nyilt halmazon, tovabbd u vagy v konstansfiiggvény, akkor f is konstans
ezen a halmazon.

226. Hatdrozzuk meg a iin;
P

24-18



24. Komplex filggvények — Vegyes feladatok

235.

236.

237.

238}

239¢

240.
241.
242.

Bizonyitsuk be, hogy

[0, han # -1,
fg{z — %) = {271'1', han=-1
(n € Z), ahol § tetszéleges olyan, Snmagdt 4t nem metszS zart rektifikdlhats
gorbe, amelynek belsejében van a 25 pont.
Legyen z = e (0 < ¢ < 2n). Ismeretes, hogy 7z = \/Fe"(g"'k”), ahol
k=0vagy k=1 (T 6.16). Jeloljiik az egyszeriiség kedvéért szintén /z-vel a
Vre8+™ komplex figgvényt (= négyzetgytkének k = 1 esethen kiszamitott
értékét). Szamitsuk ki a ./g TZ integralt, ahol G a |z| = 1 egyenletii kor valés
z
tengely feletii része pozitiv forgdsirinnyal.

Jelslje In z a z komplex logaritmusdnak f6értékét (D 24.11). Szdmitsuk ki az
ln3

il fiiggvény integraljdt a 2(t) = cost + isint (0 < ¢ < §) egyenletii G
gﬁibe mentén a { paraméter nvekedésének irdnydban.

Legyen z¢ a T 8sszefiiggd nyilt halmaz valamely pontja. Bizonyitsuk be, hogy
ha az f komplex fiiggvény 2z kivételével regularis a T minden pontjiban és
f korlatos a z pont valamely E kérnyezetében, akkor f f{z)dz = 0 minden
T-beli, nmagit it nem metszd, zart rektifikilhatsé G esetén.

Az eldz8 feladat segitségével bizonyitsuk be a Cauchy-féle integralformulat
(T 24.30).

Bizonyitsuk be, a reziduum-tételt (T 24.43).

Bizonyitsuk be 2 T 24.52 tételt.

Legyen az f(z) komplex fiiggvény az 1 — ¢ < |z] < 1+ ¢ (e > 0) feltétellel
megadott kdrgytirtiben regutdris. Mutassuk meg, hogy f(z) (0 kérith) Laurent
sora a |z| = 1 egyenletil kir pontjaiban megegyezik a (2 szerint periodikus)
fle®) (z = &) fiiggvény komplex alakban felirt Fourier-sordval.
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25. fejezet

Laplace-transzformacié

A Laplace-transzformécié fogalma és alaptulajdonsagai

D 25.1 A {0,00) intervallumon értelmezett komplex értékd f faggvény Laplace-transzfor-
maltjsnak nevezziik és £{f}-fel jeldljifk azt a komplex filggvényt (D 24.1), amely

a) valamely p helyen akkor és csak akkor van értelmezve, ha az

oo
[7 e s
0

improprius integral 1étezik, és

b) minden ilyen p helyen fliggvényértékként éppen az el&bhi improprius integral értékét

veszi fel.
Az L{f} fuggvény p helyen felvett értékét L{f;p}-vel jeldljiik. (Szokdsos az F' = L{f},
F(p) = L{f;p} & f(£) — F(p) rovid irdsmod is.) -

M 25.2 Bevezetjiik az 1(2) egységfiggvényt a kovetkezd definicioval: 1(t) := {(1)’ :: : 2 g’
ft), hat>o0, -
6, hat <0,
L{F(8)-1(2); p} = L£{f(2); p}, ha létezik. Az f(2)-1(¢) jeldlést akkor haszndljuk, ha hangsalyozni
akarjuk, hogy a t < 0 helyeken az f értéke nulfa.

Megjegyezzitk, hogy barmely f fiiggvényre f(£} - 1(t) = { és

T 25.3 Ha az f fliggvénynek van Laplace-transzformiltja, akkar barmely konstansszorosanak

is van, mégpedig
Likf} =kL{f}
barmely komplex & esetén.

T 25.4 Ha az f és g fuggvénynek van Laplace-transzformiltja, akkor az f + g fiiggvénynek
is van, mégpedig

L{f + g} = £{S} + L{g}.

T 25.5 Legyen [ a (0, 00) intervallum barmely véges részintervalluman integralhaté kompiex
értéka figgvény. Ha megadhatsk olyan K & C nemnegativ valés szamok, hagy a {0.00)
intervallum minden { elemére
()] < K<,
akkor az f fuggvény Laplace-transzformaltjara érvényesek a kdvetkezSk:
1. Az £L{f} Laplace-transzformdlt 2 kompex szémsik

{p: Rep>C}
félsikjan létezik és abszolit kanvergens;
2. im L£{fip}=0.
Rep—oco
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25. Laplace-tzanszformdcié — A Laplace-transzformaeis fogalma és alaptulajdonsigai

A tételbeli feltételek {tehat elegenddk, de) nem sziikségesek ahhoz, hogy 2z f Laplace-transzfor-
maltja létezzék. Mégis, mivel a gyakorlatban tSbbnyire a feliétefeknek efeget tevs fiiggvények
Laplace-transzformaltjait kell kiszamitani, a révid megfogalmazds kedvéért bevezetjiik a kivet-
kezé elnevezést:

D 25.6 A (0, co} intervailumon vagy annak valamely valodi részhalmazan értelmezett, komp-
lex értékd f fuggvényt Laplace-transzformathaténak mondjuk, ha f-re teljesiil a kovetkezs
két feltétel:

1. Ha az f értelmezését a teljes (0, c0) intervallumra kiterjesztjitk azzal a megéllapodassal,
hogy értéke O legyen ennek az intervallumnak minden olyan pontjsban, ahol eredetileg
nem volt értelmezve, akkor az igy adéds fiiggvény a (0,00} intervallum minden véges
részintervalluman integralhats.

2. Megadhaték olyar K és C' nemnegativ valds szamok, hogy a (0, 00} intervallum minden ¢
elemére [f(t)} < KeCL.

A legfontosabb elemi figgvények Laplace-transzformaltjait tartalmazza az alsbbi tablszat.

f@=0) Fp) ) (29 F(p)
1 ; p—a
- | at e
bl p VIE | e* cos bt oaf i
t" 1 L b
It E (TL [ N) ]_}'—n—;—!‘ IX e® sin bt m
at 1 Fi at 7 i
It | e r— X "k {neN) = e
2 2
P p“—b
IV | cosbt m X1 {tcosbt (—p‘z-:bT)z—
. b . 2pb
V | sinbt m Xl | tsin bt W
2 2
pe+b
VI Ch bt pz = b2 XI" Vt.ch bt W
b 2pb
Vil | shbt 132 _ b2 XV {tshbe W
Mo+ 1
Xv i {v>-1} Lpuif—)
1 T
vt , P

(Az 1-VIIL. és XV. képletekre nézve |. Szész G., Matematika IH., 385. - 389. oldal: 2 VIII-XIV.
képleteket alabb, az 1. és a 6. feladatban igazoljuk. XI-XIV egyszerabb bizonyitisdra nézve |.
a 64. feladatot.) :

A tablszatban szerepld T fuggvény ézész G., Matematika |. c. kényvében a 394. — 395. oldal
5. példdjaban bevezetett Euler-féle gammafliggvény. Emlékeztetiink ennek arra az alaptulaj-
donsigara, hogy
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25. Laplace-transzformécié — A Laplace-transzforméacié fogalma és alaptulajdonsigai

Pe+1)=2-T(z) (z€R),

r{iy=1, r (1}) = /7.

valamint arra, hogy

Feladatok

1> A Laplace-transzformalt definiciéja alapjén igazoljuk, hogy
1

a) L{te";p}= Boa ha Rep > Rea.
{
b) L{t"e™;p} = (_p—:%ﬁ’ ha Rep > Rea, (n € N}, (ez 2 X. képlet).

A Laplace-transzformalt D 25.1 definiciéja alapjin szamitsuk ki a kévetkez§ fiige-
vények Laplace-transzforméltjait:

_fv haa<it<f,
2. f(t)'-{(), ha t < @, vagy t > 3,

0, hat<a,
3. f(t) = {e_b(t_a)’ pats Z ab > 0.

4. A fiiggvényt grafikonjaval adjuk meg.
f(t)

ahol o, B, v pozitiv konstansok, a < .

R _ {(t—3)?% hat>3,
52 f():= {0, hat < 3.
6° A tablszat I-VIL és XV. képleteinek, valamint a Laplace-transzformalt 7 25.3
és T 25.4 alaptulajdonsigainak felhasznaldsaval igazoljuk a tablazat VII-EX.
és XI-XIV. képleteit!

Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket:

7. 1{t), 8. 1(t-2),

9. 1(t—2)-1{t-3).

10°* Abrazoljuk az f(t) = () + 1t — 1) + 1(t — 2) fiiggvényt, és szamitsuk ki
Laplace-transzformaltjat.

A Laplace-transzformaltak tdblazatinak felhasznaldsaval hatérozzuk meg az alib-

bi fiiggvények Laplace-transzforméltjait: '

11?2 t%, 12 cos?t, 13% sini-cost,
i
14> sind¢, 15* cosi{t —a), 16. ——-?)(e“'—e“); aFb.
a—
1 2 3
17. sinbt + bt cos bt, 18. -3—e_t+§et5cos—\é—_t, 19. eicht,
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25. Laplace-transzformdcié — A konvoliciététel és kévetkezményet

20. sh(3t — &), 212 t(ef + chi), 22. (t+1)sin2t,
t t t 1

23, ch—=cos—=, 24. sh—sin —, 25, shat-chat
W R 2ot e :

26 ch3t-sin’i.
Jelslion f; és f; tetszGleges Laplace-transzformalhaté fliggvényeket, a tetszéleges
komplex szdmot. Igazoljuk, hogy az alabbi fiiggvények szintén Laplace-transzior-
madthatsak:
27° a- fi(t), 28. fi(t)- f2(t), 29. fi(t)+ fa2(2).
1

30°* Igazoljuk, hogy az 7 fiiggvény (bar létezik Laplace-transzformaltja, de) nem

Laplace-transzformdlhaté a D 25.6 értelemben.

Igazoljuk, hogy az alabbi figgvények Laplace-transzformailhatdak, és adjunk meg
a D 25.6 definicisnak megfeleld K és C szamokat:

31 SHE 32. e 7f, 33 In(t+ 1),
* : 1
34 t-sin e

A konvoliiciététel és kdvetkezményei

D 25.7 A (0,c0) intervallumon értelmezett, valds értékil f és g fiiggvények konvoliicidjanak
nevezziik és f * g-vel jelljiik azt a fiiggvényt, amely minden egyes nemnegativ valés t szamhoz
az

t
(Foa)t) = jﬂ f(s)glt = 5)ds

értéket rendeli hozza, feltéve, hogy ez az integral iétezik. {Az [ és g konvolicidjanak a ¢ helyen
felvett értekét tehat (f = g)(t)-vel jelsljik.)

T 25.8 A konvolicicképzés kommutativ mivelet, azaz
frg=gx+f

minden olyan f és g faggvényre, amelynek a konvoldicisja iétezik. -

T 25.9 A konvolicié rendelkezik az alabbi tulajdonsigokkatl is.
Ha az f * g é5 f + I konvolicidk léteznek, akkor érvényes a disztributiv tulajdonsdg:

fe{gth)=f+g+f=xh
tovahb# tetszdleges k valés konstanssal
frlkgl=k-(f+g).
T 25.10 Konvoliciotétel. Legyen f és g Laplace-transzformathaté fiiggvény, mégpedig
N < K1eD es (o)l < Kpe®,

hat € (0, 00), ahol Iy, A5, Ci és C3 nemnegativ valés konstansok. Eickor a két fiiggvény kon-
voliiciéjnak Laplace-transzformiltja a {p; Rep > sup{Cy,Ca}} félsikon létezik, és egyenls
a két fiiggvény Laplace-transzformiltjdnak szorzatdvak

L{f g} = L{f} - L{g}-
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25. Laplace-transzformdcié — A konvoliici6iétel és kovetkezményei

T 25.11 Az eredeti filggvény integrilja Laplace-transzformaltjanak tétele, Ha az f figg-
vény Laplace-transzformilhaté, akkor barmely [0, £] intervallumon vett integrilja is Lapface-
transzformalhaté, mégpedig

L {]ﬂt f(s)ds;. p} = %ﬁ{f; p}.

T 25.12 Az eredeti fliggvény derivéitja Laplace-transzformaltjanak tétele. Ha az egyvil-
tozds valds f figgvénynek a (0, oo) intervallumon korlitos-és folytonos derivaltja van, akkor
f és f Laplace-transzformélhatdk, és Laplace-transzforméltjaik kézott az

L{f'sp} =pL{fip} - lim f(2)

dsszeftiggés all fenn.
1. Megjegyzés. Ha f a 0 helyen folytonos is, akkor

£{f";p} = pL{fip} - (O
2. Megjegyzés. ‘Altalanosabban a kévetkezd is igaz: -
c{f™p} = p"L{f50} - p"H1(O) - 2" 1(0) - ... - D),

feftéve, hogy az-Gsszes itt felléps derivilt folytonos és korlatos a [0, o0} intervallumon.

Feladatok

35> Igazoljuk a T 25.9 tételt.
362 A konvolicidképzés kommutativitisit ldhasznilva igazoljuk, hogy a konvo-
laciGképzés asszociativ is, tehat
frlg=h)={f*g)xh,
amennyiben a megfeleld konvoliciék léteznek.
Széamitsuk ki a kovetkezd konvoliciGkat a D 25.7 alapjdn:

378 elxel, - 838> %« 18, 39. (cost)*t,
40. (sht)=t, 41 sint *cosft, 42. cost *cost,
43. sint=xsint, 44F sint* (cost #t). 45" shixsint,

46. 2sht =cht.

A konvolicitképzés T 25.8-ban és T 25.9-ben emlitett {ulajdonsdgait hasznilva
seamitsuk ki a kovetkezd kifejezéseket:

478 (cos®t)xt -+t +(sin’t),

48. (1 — Vi) *sint + (1 +vt) *cost + (1 — V1) #cost + (1 + /1) xsint.
Szamitsuk ki az aldbbi fliggvények konvolicidjanak Laplace-transzformaltjat:
49! € és €, T 50, Eéstl
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25. Laplace-transzformacié — A Laplace-transzformslt differencialdsa és inlegrdldsa

Hatsrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények Laplace-transzformdéltjait:
t ¢ t
510 /u sins-e'~ds,  52. fﬂ chs-(t—s)’ds, 53. f s2eXt=7) g,
L coss ! sins cos § sin s
54% cos t/ ds+sin t/ —=ds, 55} sintj —_—ds— costj
¢ /275 o 2rs V2ms \/21rs
Hatarozzuk meg a kisvetkezd f fliggvények Laplace-transzformaltjat az integral ki-

szamitasa nélkiil (azaz, az eredeti fiiggvény integralja Laplace-transzforméltjanak
T 25.11 tétele és a Laplace-transzformaltak tdblézatinak felhasznaldsaval):

567 f{1):= [t e’ ds, 57. f(t):= /t sin s ds,
h %
58. f(f) ::/ﬂ scos sds, 5%. f(1) ::]{_} s%e* ds.

60. Szamitsuk ki az e - (t? * ') fiiggvény Laplace-transzformaltjat.
Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények Laplace-transzformaltjat a Laplace-transz-

formaltak tablizata és az eredeti fiiggvény derivaltja Laplace-transzformaltjanak
T 25.12 tétele alapjan:

61> f(t) = cos’t, 62. f(t) =sin’t.

63" Fejezziik ki az f(¢) — f'(¢) — f(t) figgvény Laplace-transzformaltjit az f(t}
fiiggvény Laplace-iranszformaltjaval, feltéve, hogy f(O) F (O) =0,4és a
megielel§ transzformaliak mind léteznek.

64. Fejezziik ki az F ) - 5f(3)(t) 4"y + 21 (8) — f(t) + 8 fiiggvény Laplace-
transzformalijit az f{f) fiiggvény Lapiace—transzformal{:_;aval ha a megfeleld
transzforméltak léteznek és f(0) = 5, f/(0) = 0, £(0) = -1, f"(0} = 2.

A Laplace-transzformalt differencidlasa és integralisa

T 25.13 (A Laplace-transzformélt differencialasi tétele). Ha az f fuggvénynek van Lapla-
ce-transzformaltja, és ez a Laplace-transzformilt a p valtozénak regularis fiiggvénye, akkor

ey = R

T 25.14 (A Laplace-transzformait integraldsi tétele.) Legyen f a (0,00) intervallumon
értelmezett, komplex értéki fuggvény, amelyre a kivetkezd harom feltétel teljestil:

1. Van olyan pozitiv ¢ szam, hogy a komplex szamsik § := {p € C: Rep > ¢} Félsikjan
az £{[} Laplace-transzformilt létezik és regularis;

2. Az ?f(f) fiiggvény Laplace-transzformathats;

3 Az L { fiey p} fiiggvény a sajat értelmezési tartomdnyiban mindenittt reguldris.

Tovabba, definicié szerint legyen
Z
] C{fiqhdq:= _ lim /'E{f;q}dq‘
r Rez—noJp
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25. Laplace-transzformécié — A Laplace-transzformélt differencidldsa & integraldsa

ahol z az § félsTkban fekvs, p-bSl kiinduls gorbén fut végig. Ekhor
o 1
f L{fiq}dg=L {;f(i):P} )
4

feltéve, hogy a bal oldalon &lls improprius integral létezik.

Feladatok

65> A Laplace-transzformaltak tdbldzatdnak XI-XIV képleteit vezessiik le a IV-
VII képletekbd] a T 25.13 tétel segitségével.

Szdmitsuk ki a kovetkezd fiiggvények Laplace-transzformdltjit a T 25.13 tétel al-

kalmazisdval:

662 tcost, 67> btsinbt — b*t2cosbt; b e C,

68. (t—1)%cost, 69 tshisint.

70> Tegyik fel, hogy egy y(t) fiiggvényre teljestilnek a ty"(t)—2y'(t) = 0, y(0) =1
feltételek, és jeldlje y(#) Laplace-transzformaltjat ¥ (p}). Dontsiik el, hogy az

3
Yi(p) = H és Y4(p) = L4 ptl' kozill melyik lehet az y(t) fliggvény Laplace-

transzformaltja. (A vizsgilat sordn fellépd transzformiltak létezésével ne fog-
lalkozzunk.)

71. Hatérozzuk meg, hogy az aty” + (bt + 3a)y' + 3y =0, y(0) =0 (a,b € C)
osszefliggéseket kelégits y(t) fiiggvény Y (p) Laplace-transzforméltja milyen
egyenletnek tesz eleget, feltéve, hogy a megleleld Laplace-transzformaltak
léteznek.

72 Legyen f olyan, a (0, 00} intervallumon értelmezett komplex értékd figgvény,
amelyre teljesiilnék az alabbi feltételek:
1. Az £{f; p} Laplace-transzformalt a p viltozé reguldris fiiggvénye (1.
- D 24.18.);
2. Az f akirhinyszor derivilhaté, és mindegyik deriviltjinak Iétezik Lap-
lace-transzformaltja. Igazoljuk, hogy

a-

c{ SOl = (0" LU @), (n )

A T 25.14 tétel segiiségével hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvén ek Laplace-transz-
formaltjait (a, b, o, B tetszdleges komplex konstansok):

73 e"'sint‘ 74> l—e“" 75, ccsbt-—rpsat
¢ tef f
2 2 - He
¢ 1 e _ ¢
6. St 770 j sh™s i, 78. [--———"’ < ds.,
¢ g 3 0 k)
t - )
79! j‘;e_s}——-f?—'g-ids.
s



25. Laplace-transzformacié — Hasonlésigi és eltoldsi tételek

Hasonlésagi és eltoldsi tételek

T 25.15 Hasonlasdgi tétel. Ha a (0, co) intervallumon értelmezett komplex értékii f fogg-
vénynek Laplace-transzformiitja a F filggvény, & pedig pozitiv konstans, akkor

cistyin) = F (%)

T 25.16 Az eredeti fliggvényre vonatkozd eftolasi tétel. Ha a (0, 00) intervallumon ér-

telmezett komplex értékd f fliggvénynek van Laplace-transzformaltja, és k pozitiv konstans,
akkor a

o0 = 1= B2 -k = { S5 e b

képlettel megadott g fliggvénynek is van Laplace-transzformaltja, mégpedig
Lig()ip} = LU(t — k) - 1(t~ kYip} = €M L{f(8)ip}.
(A tétel filggvényeit az alabbi dbrdn szemigltetjitk:

pft)-1(8) Ft-k)-1(t-k)

N

o ¢

:

t

MegsHaplthatjuk, hogy az eredeti fliggvény grafikonja k-val 1orténd jobbra tolssinak a Laplace-
transzformait e~ *P-val szo.zdsa felel meg.)

T 25.17 Periodikus figgvény Laplace-transzformiltjinak tétele. Legyen f a {0, 00} in-
tervallumon értelmezett komplex értékd fiiggvény. Ha [ ezen az intervailumon periodikus b
szerint { f{z + k) = fiz) tetszbleges = > O-ra}, akkor

1 b
() £ifint = 5 [, IO,
feltéve, hogy a jobb oldalon 4il6 integral létezik. A D 25.1 értelmében a jobb oldalon ifl6
integral annak az fy figgvénynek a Laplace-transzformaltja, amelyet az

_ff(t), Ral<t<h,
fatt):= {0. hat<O vagyt>h
képlet definidl (vagyis fo az f figgvénynek a (0, h} intervallumra valo ,leszakitése ). Ezzel a
jelotéssel az (1) képlet igy irhaté:

(2) £lfipt = — g LUip).
Az fg faggvény pedig kifejezhets 2 kﬁyetkezﬁképpen' i
Jolt) = f{8) - 3(t) - f{t ~ h)- l{L - k).
T 25.18 Transzformihtakra vonatkozd eltolisi tétel. Tetszbleges valés k-ra
Cle M i) p) = C{fe)ip + R},
feltéve, hogy ezek a Laplace-transzformdltak léteznek.
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25. Laplace-transzformaciéd — Hasonldsdgi és eltolasi tételek

Feladatok
Hatdrozzuk meg a T 25.15 hasonidsig tétel és a feladatok utdni szogletes zargjel-
ben megadott Ssszefiiggés felhaszndldsdval az alibbi fliggvények Laplace-transzfor-
maltjait.
808 e~ —14at; |Lle'—-146p} =],

; [ { Pt=3 B0

1—chat 1—cht 1 1
o 1= i) )

82, shit; [ishbt:sinibt, L{sint} =

_
pP+1)
83°® Definialjuk az altaldnositott egységliiggvényt a kvetkezdképpen:
_ {1, hat>ty,
Lo(t) = 1t —to} = {0, ha t < to.
1
A T 25.16 tétel segitségével igazoljuk, hogy £{1,,(t);p} = Ee_t‘”’.

Az eredeti figgvény T 25.16 eltoldsi tétele segitségével hatdrozzuk meg a kovetkezd

fiiggvények Laplace-transzformaltjat. (Utmutatas: fejezziik ki a fiiggvényeket

1(t —1o) segitségével, majd alakitsuk h(#— o) 1(f —tg) alaki kifejezések Osszegére.)
. i, hat<i<r, )

847 f(t) = 0, hat<Q,vagyt>r;

7: poritiv konstans (1. a bal oldali abra},
f(t) HO)
71—

i
'
T

|

v, haa<t<p,
85. f(t):{ﬂ, hat<a,vagyt >3

o, B, ¥ pozitiv konstansok, o < 8. {l. eltz8 jobboldali Abra),

t, ha0 <i<gq,
86* f(t}:={2 —t, haa<t<2e -
0, ha 0 < ¢; vagy t > 2¢;

a pozitiv konstans,
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25. Laplace-transzformicié — Hasonldsdgi és eltoldsi tételek

87.
f(t)
1¢——r
o2 f
-1t - - —

88. g(t):= {SLI’("‘“) bat<a, 435>0

ha t > g;
89° 90>
I(t) f(t)
€f--- b~aq f---~- /v————
| a i a b L
. {90, ha t < G,
91 f(t)'_{n+1, han<t<n+1, n»n=40,12,...,

t—3), hat>3,
92. g(t):z{(() ) h:t<3.

0, hatgg,

93° itk fel thp} = ctezik é =
Tegyiik fel, hogy L{f(t);p} = F(p) létezik és g{t) {f(at _®), hat>b
ahol @ és b pozitiv allanddk. Fejezaiik ki £{g{t);p}-t F-fel.

Hatarozzuk meg a (0, 00) intervallumon periodikus kivetkezd fiiggvények Laplace-
transzformaltjat:

N 1, ha 2na<t<{2n+lle,
947 f(t):=19, ha (2n+1)a<t < 2na, vagy £t <0,

(a € RT,n € N).
Lisd baloldali 4bra:

f(t)
id o 7
0 e 2 3¢ { 0j ™ 2n 3m f

sint, ha2nr <t <{(2Zn+ D)n,
950 f(t):=1{Q, ha (2n +1)7 <t < (2n + 27,
0, hat <0, (n=0,1,2,...). Ldsd el6z8 jobboldali dbra.
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25. Laplace-transzformdcié — Az inverz Laplace-transzformécisé

1, ha 2nwm <t < (2n 4 1w,

96. f(t) = -1, ha (2n+1)m <t <(2n 4 2,
0, ha t<(,
{n=20,1,2,...). Lisd baloldali dbra:
) J(t)
1 ? L I O / Sl i
) 211: an N N .
_1{ o= O‘av/b a 2u t
b 1
Et-bn, ha na<t§(n-§—;)a,
97. f(t):=1y¢, ha (n+%)a<t§(n+l)a, {a,b€ RY, ne N).
0', h& t < 0,
Lasd az €l8z5 jobboldali dbrat.

: 0 hat <0,
987 Legyen g(t) := { sint|, hat>0.

A T 25.18 alkalmazasdval és a Laplace-transzforméltak tiblizatinak felhaszndla-
saval allitsuk el§ a kovetkezd fiiggvények Laplace-transzformaltjat (e,b € C):
tl’l
99° e %'shbt, 1007 — sht,
nl
sin ¢

2t )

tﬂ.
101. —‘e“t sh bt,
nl

102.

Az inverz Laplace-transzformacié

T 25.19 Ha f Laplace-transzformathaté filggvény, mégpedig
if(t) Ke€t (K,C: nemnegativ valss konstansok)

a fO,oo) intervalium minden ¢ elemére, F' pedig az f Laplace-transzformiitja, akkor a {0, 00)
intervallum minden olyan ¢ pontjahan, ahol f folytonos, az f flggvény értékére az

1 i utvi PLF p
fly= 5= Jim, it (p)dp

egyenlSség érvényes, amelyben az u szdm a C-nél nagyobb valés szamok kbzill tetszdlege-
sen valaszthaté. {A tétel kovetkezményeként minden Laplace-transzformalhaté fiiggvényt -
szakadasi helyeitd! eltekintve — Laplace-transzformaltja egyérteimien meghatdroz.)

D 25.20 A komplex F fiiggvény inverz Laplace-transzformaltjinak nevezziik és £ Fy-fel
jelsljitk az olyan Laplace-traszformdlhaté f fiiggvényt, amelyre L{f}= F. Az L7 F} inverz
Laplace-transzformaitnak a ¢ helyen feivett érskét L1 F 1) -vel jelaljiok. -

A Laplace-transzformalt inverzével a T 25.10 konvoliciotétel az alébbiak szerint fogalmazhatd

at
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25. Laplace-transzformécié — Az inverz Laplace-transzformicié

T 25.21 (Konveliiciotétel.} Ha f és g Laplace-transzformathaté fuggvények, akkor
¢
L) - Gt = (e 9)O) = [ Sodolt - 5)ds,

ahol L~1{F(p);it} = f(1) &s L7YG(p) 1} = ¢(2).

Az F(p) = L{f(2);p} jelotés helyett az f(t) = L™1{F(p);t} jelslést bevezetve és feltéve,
hogy a T 25.19 egyértelmiségi tétel feltétele: is teljesiilnek, a T 25.11-18 tételeinket az
inverz transzformdltakra vonatkozd aldbbi formaba irhatjuk at.

T 25.22 (Az eredeti fiiggvény integrélasi tétele.}

E—i{F(P)} ]f(s)ds

P
T 25.23 (Az eredeti fiiggvény differencislist tétele.)
N pF()} = £l S50} + £(0))
T 25.24 {A transzformalt differenciilisi tétele.)
CHF(p)} = —t- f(2).
T 25.25 (A transzformait integralasi tétele.}

{] F(q)dq} 19

T 25.26 {Hasonlésagi tétel.)
CTHF(kp)} = %f GE) ., (ke C—{o}).

T 25.27 (Az eredeti fiiggvényre vonatkozé eltolasi tétel.)

e e P} = fe- )1 -y = {7 Eh et

T 25.28 {Periodikus figgvény transzformaltjanak tétele.) Ha ax fio{t) = £L71{ Fyl{p)} fuege-
vényre és h > 0 szimra teljesil, hogy fo{t) = 0, ha t < 0, vagy t > h, akkor

- Fa(r) Jolt), hat <k,
El{i } 1) = {f?t—h), hat> hy

az f{t) tehit a (0,00} intervallumon h periédusi fiiggvény.
T 25.29 ( Transzformattakra vonatkozé eltoldsi tétel.)
LTHFp+R} =)

P 25.30 Raciondlis tortfaggvények inverz Laplace-transzformiltjanak meghatarozasihoz a
tortfiiggvényt dltalaban elemi tortekre bontjuk. Ehhez egyes esetekben j6l hasznithaté az alabbi
egyszerti dsszefiiggés:

i 1 i i .
(z—a)-(z-B) = a—ﬁ-(rna_ I—ﬁ); a # B, z tetszbleges.
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25, Laplace-transzformécié — Az inverz Laplace-transzformécié

Valés egyiitthatés tértfiiggvény inverz Lapace-transzformailtjsnak elSailitdsara vonatkozik az
alsbbi két tétel.

T 25.31 (A kifejtési tétel aftalanos alakja.) Legyen

F( ) — Fl(p) - FI(P)'
F(p) (p-pi)™ -(p-p2)™2-...-
ahol Fy fokszama nagyobb, mint Fy fokszdma. Ekkor

_1 [ Filp) (P)
ro=c" {55} = Z(mk*l)’l’—'?k((? " R

ahol a differencidlds p szerint végzends.

{p—ps)’

)("’*k—-i)

T 25.32 (A kifejtési tétel speciilis alakja.) Legyen az el625 tétellel egyezben
Flp) = B _ A(p)
Bp)  (p—p)™ -(p—p2)™ ...
ahol Fy fokszima nagyobb, mint Fj fokszama. Ekkor

(p—ps)™’

3 tmk—i tmg—? it
= e - —_—— %
f(t) - kZ:I (Ak,l (mk___l)l +Ak,2 (mk__:z)f +"'+Ak,m;,_.) € ¥
ahol F( |
my | 1 P }
Ak,l 0!1’ Pk {(P Pk ) F2(P) 3
FI(P)}
— mE |
Ara = 7 fim o {(p ™ R f st
Feladatok

Hatérozzuk meg a kivetkezs konvolicidkat a konvolicids integral kiszdmitésa nél-

kil:

103%sint x cost, 104. et x ¢t 1052sht » sht.

Hatérozzuk meg az aldbbi racionslis tértfiiggvények inverz Laplace-transzformalt-
j4t az elemi tériekre bontas médszerével, vagy a T 25.31 — T 25.32 kifejtési tételekre
tamaszkodva:

106 W!:-—l_)’ 107* 1%;%—5-, 108¢ 6——5—’—1—)31

2% —3p—-2
109?{?7){(132;1—), 110. ;1?%-2;, 111. m,
T Gﬂgﬁ%—“ﬁ B T
115! - 1 116. (53—1)3’ ur. (5{;1_)5’
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25, Laplace-transzformacié — Vegyes feladatok

3

p p i
—_ 119, —4/——0, 1207 - .
pt-1 pt-1 {p-1%-(p-2p
Szamitsuk ki az alibbi racionalis tértfiiggvények inverz Laplace-transzformalijat
az T 25.21, illetve a zardjelben megjelslt tétel segitségével.

118,

2
121?(1%1?' 122?(—?«1&-)? 123?@,
R R CEr VE o T TV e
127. ;4—?:—{, 128! Ty
129:(5%)3; (T 25.23), 130. (—;{—2—175; ( T 25.23),
131'.5@%7); ( T 25.22), 132. (—pz—%%)—i; (T 25.22).

Hatdirozzuk meg az aldbbi figgvények inverz Laplace-transzformaltjat. (ﬁtmuta—
tas: Alkalmazzuk a zardjelben megjelslt tételt. A két utolss feladatban dbrazoljuk
is az inverzet!}

1 1 1
133%arctg = (T 25.25), 1340 -In (14 5 ); (T 25.25),
g 2 pe
1 ZaP
135. In —2— — =; (T 25.25), 1362 2 (T 25.27),
p—1 p P
2e TP p e P el ‘
1375 = (T 25.27), 1387 S (T25.21),
p(p* +4) { ) pP+4 pr opi-l ( )

1 ap+1-—e"?

139° . (T25.28,725.27), 140r271-"°
ap?(1l—eo?)

& — T 25.28, T 25.27).
p(1+eP) ( ' )

Allitsuk el§ az alabbi figgvények inverz Laplace-traﬁszforméltjait hatvinysor-
alakban. -

S : 1 1
1410 - 142. Lo, 143. - cos -
p' -1 P P P

Vegyes feladatok

A Laplace-transzformaltak tablizatanak felhasznalasaval szémitsuk ki az alabbi
fiiggvények Laplace-transzformaltjait: -

1
144. 3 {chat sin at + shat cos at), 145. cos't,

146. sin’¢ - cost L.

1478 Igazoljuk, hogy az e’ filggvény nem Laplace-transzformathaté D 25.6 értel-
mében.
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25. Laplace-transzformicié — Vegyes feladatok

148} Vezessiik be a ®(t) = \/g L € T dr jelolést. (B(t) Gn. valdszintiség integ-

rél, amelyre Szisz G., Matematika IIL., 245. oldaldnak 33.8.3., illetve 247.
oIdalanak 33.84. deﬁmcmx szerint hm Q(t) =1teljestil.) A D 25 1 alapjin

igazoljuk, hogy
L {e:’?’";p} = FCE; (1 - 'I)(p))

149. Az el6z6 feladat eredményére tamaszkodva szémitsuk ki (t)= [ f e -5 ds

Laplace-transzformaltjat.

150 Igazoljuk, hogy Laplace-transzformilhaté fiiggvények konvolicidja is Lapla-
ce-transzformaélhato.

Szamitsuk 15 a kivetkezd konvoldiciék Laplace-trauszformaltjat:
]
151. £(2) * fu g(s)h(t — s) ds,
1 t
152. ]0 Fils)gr(t — s)ds /o faols)galt — 5) ds.

153. Legyen [f,{t); n € N*] olyan fiiggvénysorozat, amelyben minden elemnek
van Laplace-transzformdlija. Igazoljuk, hogy ha

Cfalt)p} = (1 - ;7)

t
akkor [0 Fals) fult — s)ds = B (2 3 j Fanlr) dr.
154 Bizonyitsuk be, hogy ha f Laplace-transzformathaté fiiggvény, akkor

[}i[]t"'l’tf(S}ds"+l _ %L‘(t_s)nf@)ds (n=0,1,...).

(Cauchy-formula; a ds" ! azt jelenti, hogy (n-+1)-szer kell integralni s szerint. )
t sin Ts - sin 3s

155" Hatdrozzuk meg az f(t) = /0 ——s————ds Laplace-transzformaltjat.

156 Tegyiik fel, hogy egy f figgvényre teljestilnek az aldbbi feltételek:
1. £{f;p} a p viltozd reguldris figgvénye;
2. f akarhdnyszor differencidthatd, és mindegyik derivaltjanak létezik Lapla-
ce-transzformaltja. Igazoljuk, hogy

el St} = O (L) (2

1572 Legyen

£(8) = {m(t ag), haagy<t<ay meR,
ha t < a3, vagy t > ag,
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5. Laplace-transzforiadcié — Vegyes feladatok

Hatsrozzuk meg az f(t) Laplace-transzformaltjas, f gorbéje a kovetkezs bal-
oldali sbrin lithaté.

1) g(t)
' /n'u a, @y t 0 | n/a Zn/e 3n/a
158* A 95. feladat eredményére timaszkodva allitsuk el5 az aldbbi figgvény Lap-
lace-transzformaltjat.
2
0 w2 lntlr
a a
9(8) = —sinat, ha @rn+L)r <t< Q_’l’i’_z_)i’
a
G, ha t <0, a pozitiv konstans, n € N*.

Lésd az eléz8 jobboldali dbra.
1592 Hatérozzuk meg az shi cos 2t sin 3t fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

160. Hatdrozzuk meg = 4;51(;2

licistétel alkalmaziss
161° A konvoliciés integral(ok) kiszémitasa nélkiil lissuk be, hogy
' (cht) # (sint) = (sht) x (cos ).
Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvények inverz Laplace-transzformidltjat:

) inverz Laplace-transzformaltjit a konvo-

2p 2 P
162. — > 1638 — o 164 ————
(p* +1) (p-3P-(p+4) pt—5p% +4
1652 Lo 166. — 2 167F
Tt -1 Tt-1Y TP -(p+1)
1682 F(p) = %-(‘-g, ahol Q(p) = (o — p1)((p — P2)--- (p — Pu)s & 2z Bsszes pi
péronként kiilsnbozik,
169. (Pzpz 7 (Utmutatss: Alkalmazzok a T 25.31 vagy T 25.32 kifejtési tételt.)
1
et i
170. —_— 171, ——¢ P—1,
p+ 12 +4) -1
172. Igazoljuk, hogy £~} —1—————}—113“-[‘@-5;;125&3
- 1630 & et 2% :

1738 Feltéve, hogy f(t) = L Y{F(p)}, teht az F(p) figgvény inverz Laplace-

transzformaltja, léterik, fejezzik ki f-fel az L' {F(ap + b)} inverz Laplace-
transzformaltat, (a > 0 konstans).
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26. Egyismeretlenes egyenletek kbzelitd megolddsa — Intervaliumielezési eljirds

26. fejezet

Egyismeretlenes egyenletek kizelitd megoldasa

Ebben a fejezetben néhany olyan elfdrdst ismertetitnk, amelyeknél egy egyenlet valamelyik
gySkének egy vagy két kozelits értékébal kiindulva olyan szédmsorozatot allitunk els, amely az
egyenlet gybkéhez konvergil. A gyakorlati életben gyakran eléfordul, hogy nem érdekel min-
ket az egyenlet minden gybke, csak egy bizonyos intervallumba esék. A szamitastechnika mai
fejlettségi szintjén egyszerG &s célszerd a fiiggvényt és esetleg a derivéltjat is az adott interval-
lumaon kirajzoltatni, és igy tdjékozédni tulajdonsagaikrel.

{Megjegyezziik, hogy ebben a fejezetben csak néhany alapesettel foglalkozunk. A médszerek

tovébbfejlesztéseinek részletesebb tirgyaldsa a Numerikus mddszerek c. tantirgy feladat-

kérébe tartozik.)

A tovébbiakban, ha nem mondunk mast, az egyenletet f{x) = 0 alakinak tekintjiik, és a

gyskst z*-gal jelsljik.

Egy eljarast akkor hagyunk abba, ha a meghatirozands sorozat esetén

a} vagy 3 kiszdmitott utolsé elemnél az f fligguény helyettesitési értéke olyan kicsi, hogy azt
zérusnak tekinthetjiik;

b} vagy a kiszamitott két utolsé elem tavolsiga olyan kicsi, hogy az gjabb lépés felesleges. £z
utébbi esetben mar f helyettesitési értéke is meglehet8sen kicsi.

c} Legtsbbszor az a} és b) feltételek mindegyikét megkovetelilik, mert ha pl. az a) esetben a
derivilt abszolit értéke a gysk kézelében kicsi, akkor ott a helyettesitési érték alig valtozik,
és nem biztos, hogy a tényleges gybkhiiz kizel vagyunk, mig pl. a b) esetben, ha a derivalit
nagy, akkor a gyors viltozas miatt egy kicsi intervallumon is sokat valtozik a fiiggvény.

Intervallumfelezési eljaris

Tegyiik fel, hogy az f figgvény folytonos az [u; b] intervallumon, és f{a}f(b) < 0. Eitkor
a fiiggvénynek van legalabb egy zérushelye az intervallumban (T 8.22, Bolzano tétel). A
médszer eisG |épéseként legyen z; = a-}k, és szamitsuk f{z;) értékét. Jeldlje [ag; 8] az
fas; Ei'—b] és {5#; b] intervallumok koziil azt, amelyik végpontjaiban f kitlénb6z6 elajeld. Ezutan
fegyen zg = 91#’-, sth.

Nyilvanvals, hogy az z; sorozat mindig konvergens, és az egyenlet egyik gyskéhez konver-
g4l. Mivel az intervallumot minden lépésnél felezziik, kdnnyd elére kiszamitani, hogy az utolsé _.
két kszelités tavolsaga mikor lesz elég kiesi.

A modszer természetesen az [a;b] intervallumbéi egy gybket szolgaltat. Otletességimksn malik,
megtaldljuk-e a tébbit is, ha vannak.
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26. Egyismeretlenes egyenletek kozelitd megolddsa — Hir- és szeldmédszer

Hiarmédszer

Tegylik fel, hogy f folytonas [a; b}-n &s
Fa)f(b) < 0. Az f(z) = 0 egyenlet e ¥
gyik [a; b)-beli gyskének z; kbzelitése az

(a; f(a)) és (b; f(B)) pontokat Bsszekdts

hdr és az = tengely metszéspontjdnak a

Ty TzEi b
abszcisszdja, azaz W :
z
b—a -
] =@~ o\ .
D OBy O

Jelslje [a1;b1) az [a; z1] ill. {21, 8] intervallumok kéziit azt, amelyik végpontjaiban f helyette-
sitési értéke kiilonbdzd elgjeld. Legyen 22 = a1 — ﬁf;‘)f‘}-‘(“—l)f(al'), sth.

Az z) sorozat nyilvinvaléan konvergens. (Ha a szdémitds sordn az [ak, bg] intervallum mdér
nagyon kicsi, akkor f{br) — f{ak) is az, de E; bkf f'} m | < 1 mindenképpen; hiszen f(ar) és
F(bg) kilénbozs elgjeld). Ez az eljarés legtbbszér gyorsabb, mint az intervallumfelezés.

A konvergencia gyorsasiga: jelolje z; a fenti sorozat k-adik elemét, &s legyen ¢ = |zg — =*}
Tegyiik fel, hogy z € [a,b] esetén f' létezik, és 0 < m < |f{(=)l, [f"(z)] £ M. Legyen
K = ¢ dj = Keg. Ha d = max{do;di} < 1, akkor dp15 < dF+t,

Szeldmobdszer

A szeldmédszer a hiirmodszer olyan Y
médositasa, ahol nem vizsgéljuk az
Flap)f(b) < O feltételt, hanem az
z3p1-et mindig z3-val és zp_1-gyel
szamitjuk, azaz

Z). :mk_i(_m—:jkl—)
+ Flzx) — flas_1)

Az z; sorozat nem mindig konvergens, hiszen ha az (zz_1; f(T£-1)) és {zy; f(z)) pontokat
Bsszekts egyenes til “lapos”, xyy akdr f értelmezési tartomanydn kiviil is eshet. De ha
O<m<{f (D) Iff (=)l M, K= gﬂg—{, dp = Kez, € a kezdeti kozelitések olyan jok, hogy
d = max{dp;di} < 1, akkor az eljards konvergens, és a konvergencia jéval gyorsabb, mint a
hirmédszer esetében.
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26. Egyismeretlenes egyenletek kozelits megoldasa — Newton-médszer, fokozatos kozelités

Newton-mddszer

Az el525 eljardsok elinditasdhoz a gyok
két "elég j6" kbzelitésére (a-ra és b-re)
is szikségiirk volt. Ennél a médszernél
csak egy kozelités sziikséges. itt az Gjabb
kazelitést az el5z6 pontheli érints &

az z tengely metszéspontja adja. Tehat: / Ty Ty To oz
f(=1)
Zp =g — .
+ f'(zx)

Az {z;] sorozat nem mindig kanvergens. Elégséges, de nem szitkséges feltételei a konvergenci-
@nak példaul,
1) hogy =g és z* kozbtt f' &s f" letezik, és egyik sem valik zérusss, & Fzo)f"(zg) > 0 ;
vagy .
2) ha az z* &s az . értékeket tartalmazs intervallumban 0 < m < |fi(z)] |'{z)l < M. és
ha K = f4L, akkor dy = Keg < 1.
Ez utGbbi esethen a konvergencia minden elbb tirgyalt médszernét gyorsabb.

Y 4

A fokozatos kozelités médszere

D 26.1 Az M wmetrikus tér pantjaibél alls [P,,] sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezzitk, ha
minden pozitiv ¢-hoz megadhaté egy olyan valés ng szim, hogy minden n,m > ng esetén
d(Pu; Pn) < e.

D 26.2 Az olyan metrikus teret, amelyben minden Cauchy-sorozat konvergens, telies metri-
kus térnek nevezzik. (Pl ilyen a valés szdmok halmaza, 2 komplex szamok halmaza, minden
{a; b] zart intervallum, stb. De nem teljes metrikus tér pl. a {0,1) nyilt intervatium, mert az
{%; n € N'*t] sorozat Cauchy-sorozat, de a hatarértéke nincs az intervallumban).

T 26.3 Legyen M teljes metrikus tér, g olyan fiiggvény, hogy Dom g C M, Rang C M és
Dom g-nek van olyan D'(g) részhalmaza, amelyre fennill:
i} = € D'(g) esetén g(z) € D'(g).
ii} z,y € D'(g) esetén van olyan ¢, 1 > ¢ > 0, hogy g - d{z;3) > d{g(z), g(1)).
Ekkor van egy &s csakis egy olyan z* € D'(g), amelyre g{z*) = z*, és 2* = imp_ ., 7, ahol
zg € D'(g) tetszdleges, és zp 1 = glzg). _
Megjegyzés: mivel d{zppq;2p) < ¢°d(zq; 1), a tételbdl kovetkezik, hogy két egymis
utani pont tivolsigat d(zg; z1)-gyel és ¢ megfelels hatvanyival becsiithetjik.
T 26.4 Ha a g valés viltozés fiaggvény differenciilhaté az (g; b) intervallumon, és |g'(z)] <
g < | (z € {a; b)) akkor g-d{z1; z2) > d{g(z} }; g{z2)) minden z1, 22 € {a;b) valés szamparea.
Legyen az egyenlet g{z} = z alakd, ahol g eleget tesz a T 26.2 tétel kovetelményéinek.
Ekker tetszbleges g € D'(g) elembdt indulva képezzik az zp,; = g(zy) sorozatot. Ez a
sarozat a g{z) = 7 egyenlet D'{g)-beli egyetlen megoldisihoz konvergal.
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26. Egyismeretlends egyenleiek kdzelité megoidasa — Médszerek keverése, ...

Ha ezzel 2 médszerrel akarunk megoldani egy f(z) = 0 alaki egyenletet, amelynek gyske
az {a; b] intervallumban van, akker irjuk at g{z) = Af(z} + = = z alakira, ahol X alkalmasan
valasztott konstans. Ha A # 0, ennek egy z* akkor és csak akkor megoldisa, ha f(z*) = 0. Az
eljaras akkor mitkadik, ha A értéket sikerill dgy vlasztani, hogy x € [e; b esetén [¢'(z}] < g < 1
és g{z) € [a; ] legyen. (Vegyiik észre, hogy a gydk kozelében A = —J-r,—(lz—ﬁ lenne az idealis,
mert ekkor g egészen kicsi, feltéve, hogy f' itt nem sokat véltozik. A Newton-mdédszer a
gyok kozelében ennek felel meg, minden lépésnél 4j Ay = —ﬂlg;)' valasztissal).

Médszerek keverése, tobb gy6k meghatirozisa

Gyakran alkalmazzuk azt az dtletet, hogy egy feltételekhez nem kotstt, de lassabban kon-
vergilo eljdrassal agy megkozelitiink egy gyokot, hogy abban a kérnyezetben mdr a "kénye-
sebb”, de gyorsabban konvergilé eljdrast is alkalmazhassuk.

Polinomok esetén sltaldban alacsonyabb fokszamiival kénnyebben boldogulunk. Ezért, ha
ismerjak egyik gyokét, a gyoktényezsvel célszer(i leosztani {Horner eljdras, P 19.7). Nem
szabad azonban figyelmen kiviil hagyni, hogy mivel nem a pontos gykkel, hanem annak csak
egy kbzelits értékével szamoltunk, az &, immar csak "kozelits" polinom kozelits gydke esetleg
az eredetiétal a kelleténét jobban eltér, ezért célszerd a végén az eredeti polinommal is egy-két
iteracios lépést csindini.

Feladatok

1*  Tekintsiik a 42° — 17.22% 4+ 24z — 10.8 + 3 sin 5z = 0 egyenletet. Keressiik az
egyenlet dsszes gyokét a [0;2.5] intervallumon legaldbb négy tizedes pontos-
siggal. Hatdrozzunk meg egy-egy gyokst
a) intervallumfelezéssel,

b) hérmédszerrel;
¢) Newton-médszerrel;
4} médszerek keverésével!

*  Oldjuk meg a cosz — = = 0 egyenletet fokozatos kbzelités modszerével!

*  Oldjuk meg az e* + 22* = 0 egyenletet a fokozatos kozelités médszerével!

4. Hatérozzuk meg az ¢ +22° = 0 egyenlet gyokét Newton-mddszerrel a [—1;0]

intervallumon 10~* pontossiggal!

5. Hatérozzuk meg az z° ~32° —z +9 egyenlet 8sszes gyokét 10~ pontossiggal!

6. Hatarozzuk meg az z° — z 4+ 0.46 polinom sszes zérushelyét 10~ pontossag-

gall

7. Hatarozzuk meg az ¢* + £° + 22% + £ = 0 egyenlet osszes gyokét 10~* pon-

tossaggall
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27. fejezet

Differenciilegyenletek

A differencidlegyenlet fogalma, tipusa

D 27.1 Differenciilegyenieten olyan egyenletet értiink, amelyben a meghatdrozandé isme-
retlen egy filggvény, és az egyenletben az ismeretlen figgvény kalonbsz6 rendd derivaltjai,
valamint {egy- vagy tébbvéltozds) adott fitggvények szerepelnek.

D 27.2 Kbz8nséges differencidlegyenleten olyan differencidlegyenietet értlink, amelyben
az ismeretlen fiiggvény egyviltazés, parciafis differencidlegyenleten pedig clyant, amelyben
az ismeretlen figgvény tobbviliozés.

D 27.3 Egy differencislegyenietet n-edrenddinek neveziink, ha a benne szerepld legmagasabb

" rend( derivalt n-edrendii. Ha a kézénséges differencidlegyenlet olyan alaki, hogy egyik oldatin
csak az egyenletben eldforduld legmagasabb rendd derivait 4ll, a masik oldalon viszont ez a
derivalt nem lép fel, akkor a differencislegyenletet explicitnek, minden mads esetben implicitnek
rievezziik. Az implicit differencislegyenletet gyakran 0-ra redukdit alakban irjuk fel, vagyis gy,
hogy az egyenlet egyik oldalén 0 legyen.

D 27.4 Haaz m+7szama 11,49, . .., Um} T1, T2, - - - ; T valtozotdl fiiggs F fliggvény véges
szamii

(1 a{ug, ;.. ., um)z 20 c2f (R0, ...,ne € N)

alakii fliggvény Ssszege, ahol a az uj, ug, ..., Uy viltozdk tetszdleges valés filggvénye, akkor
azt mondjuk, hogy F polinomfliggvény az z1,%s,. ..,z valtozdkra nézve. Az (1) tagnak
az %1, %3, ..., Ty valtozok rendszerére vonatkozs fokszdman az ny +ng +. .. +-ny Bsszeget,
az F fiiggvénynek az z, T3, . . ., x, viltozok rendszerére vonatkozé fokszaman a tagok foksza-
miénak maximumat értjiik. Az a-kat az F egylitthatsfiggvényeinek (réviden egylitthatéinak}
nevezzitk.

D 27.5 Ha egy differencidlegyentet G-ra redukait alakjdban a nemzérus oldalon olyan fugg-
vény all, amely az ismeretlen filggvdnyre & annak derivéltjaira nézve k-adfoki polinomfiigg-
vény, akkor a differencislegyenletet k-adfokiinak nevezzik; mégpedig, ha az ilyen differen-
cislegyenletben minden nemzérus tagnak ugyanaz a fokszama, akkor a differencislegyenletet
homogénnek, az ellenkezs esetben inhomogénnek mondjuk. Mas alakd differencidlegyentetrs!
pedig azt mondjuk, hogy nincs fakszdma.

D 27.6 Egy y fuggvényrsl akkor mondjuk, hogy egy adott kbzénséges differencidlegyenlet-
nek megoldasa a valds szimok valamely H halmazdn, ha az y = y(z) helyettesitést elvégezve
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27. Diflerencislegyenletek — A differencialegyenlet fogalma, tipisa

a differencislegyentet a H halmazon azonossiggs vilik. Az y megoldds grafikonjit a differen-
cidlegyenlet (egyik) integralgiicbéjének mondjuk. (Ha a H halmaz az R, akkor ezt t6bbnyire
nem emlitjiik meg.)

M 27.7 A gyakorlatban egy differenciilegyenietnek tsbbnyire nem az 8sszes megoldasat ke-
ressiik, hanem egy olyan megoldast, amely és amelynek bizonyos derivaltjai adott & helyen
megadott értékeket vesznek fel. Képletszerfien kifejezve, tobbnyire olyan y megoldast kere-
siink, amely eleget tesz valamely

¥E) =m0, ¥(E) =11, ¥NE) = s

feltéteinek is, ahol g, n1,...,7r eldre megadott valés szamok. Az ilyen tipust feltételeket
{Taylor-tipusi} kezdeti feltételeknek nevezzitk.

D 27.8 Legyen f valés (n 4 1}-viltozss fiiggvény,
P = (&0, M, 1)
pedig az (n + 1)-dimenziés R™! tér valamely rogzitett pontja. Az

¥ = fle,p,0s. D)
differencislegyenlethez és a P ponthoz tartozéd kezdetiérték-probléman olyan egyviltozss
valés y fiiggvény meghatarozasat értjik, amely
1. egyrészt kieléglti a differencidlegyenletet a £ valamely teljes kbrnyezetében,
2. masrészt eleget tesz az

y(f) = 10, y'(f) = iy wy{n—l)(f) = fn—-1

kezdeti feltételnek. Ha van ilyen fiiggvény, akkor azt mondjuk, hogy a kezdetiérték-probiéma
megoldhatd, és ha pontosan egy ilyen fiiggvény van, akkor azt mondjuk, hogy a kezdetiérték-
probléma egyértelmiien megoldhatd. ’

T 27.9 (Caichy-Peano-féle egzisztenciatétel) Ha az (n + 1)-viéltozds valds f fiiggvény az
(n+ 1)-dimenziés R®! tér valamely korldtos zért D halmazan folytonos, akker az

¥ = fle, 0,70
differencialegyenlethez és a D halmaz tetszsleges belsd pontjdhoz tartozé kezdetiériékprobléma

megoldhato.

D 27.10 Legyen D az r-viltozos valds f fiiggvény értelmezési tartomanydnak valamely rész-
halmaza. Az f figgvényrsi akkor mondjuk, hogy a D halmazon az i-edik viltozojaban eleget
tesz a Lipschitz-feltételnek, ha megadhaté olyan N; pozitiv valés szam, hogy a D halmaz
barmely két

P = (pl’- '-!pi—llp?:pf{-lv' --uPr)

P™ = (pry i o P Pi L)
pontjira az
[ J(PY) = F(P* YIS Ni | of — 07
egyenidség érvényes.
T 27.11 Ha az r-valtozés valos f figgvénynek valamely konvex D halmazon az i-edik valtozs

szerinti parcislis deriviltja létezik és korlstos, akkor a D belsejében az f fiiggvény az i-edik
valtozéjaban eleget tesz a Lipschitz-feitételnek.
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27. Differencidlegyenietek — A differencislegyenlet fogalma, tipisa

T 27.12 {Picard-Lindelof-féle egzisztencia- és unicitastétel} Ha az (= + 1)-viltozés valss f
faggvény az (n + 1)-dimenziés Rt tér valamely korlitos zirt D részhalmazan folytones, és
ezen a részhalmazon legfeljebb az els6 valtozs kivételével minden viitozéjaban eleget tesz a
Lipschitz-feltételnek, akkor az

v = fz, 0.0, 1 D)

differencislegyenlethez és a D tetszSleges belss pontjihoz tartozo kezdetiérték-probléma egyér-
telmiien megoldhats.

Feladatok

Hat4rozzuk meg az alabbi differenciflegyenletek tipusat (explicit-e vagy implicit;
rendszdm; fokszdm, mégpedig homogén-e vagy inhomogén}:

1. o =chz —3zy, 2. 3" —(tgz)y + bz =0,
3. y""V1+2?-ylnz=cthz, 4. Y =y%cosz,

5. o' —ay +(cosa)y = tgz, 6. ¥ =(tha)y" — ¥y,

7. =¢lnz, 8. ™ w:g;_+ (sinz)y = tgz=,
9. y'cosz—y chz=ythz, 10. y"—ym:sinx,
11 ¢ = Fy" + &y, 12,y —y" =2y + oy,
13. Y(z+y)=y(z +1), . Y'VI-224+y =yl
15. "y =y%cos?z, 16. y’(:n:2 +2y) =y —2z.

Allapitsuk meg, hogy az alibbi differencidlegyenletekre gz R?, lletve az R® tér mely
résztartomanyain teljesiiluek a Cauchy-Peano-féle egzisztenciatétel és a Picard-
Lindelsf-féle egzisztencia- és unicitastétel feltételei. Ahol kezdeti feltétel is szerepel,
ott azt vizsgiljuk meg, hogy van-e az adott kezdeti feltételnek eleget tevd megoldds:

170 " =2z +4y -3y, 185 ¢ ==L

19% y" =z —siny + cosy, 20. v =22 +¢°,

217 ¢ =yigz; y(0)=0, 227 ¢ =zlny; y(6)=0,
23. ¥ =lnz+cosy; y(1)=0, 247 ¢ =2,/lyl; v(1)=0.
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27. Differencidlegyenletek — Girbesereg és differencidlegyenlet

Gorbesereg és differencidlegyenlet

D 27.13 Sikbeli n-paraméteres gdrbeseregen olyan sikgdrbék dsszességét értjik, amelyek a
sikbeli deréksz6gi koordinitarendszerben valamely kdzds

(1) 9z, 1,€1,62, - ren) = 0; €1,€2,...,65: valés paraméterek

egyeniettel frhaték le, mikézben minden egyes ¢; (i = 1,2,...,n) paraméter a valds szdmok
halmazit vagy annak valamely valédi részhalmazst futja be.

D 27.14 Birmely n-edrendii differencislegyeniethez tartozik olyan n-paraméteres gorbesereg,
amelynek minden eleme a differencislegyenletnek egy-egy integralgdrbéje (a differencislegyen-
letnek azonban lehetnek olyan integralgsrbéi is, amelyek nem tartoznak ilyen girbesereghez),
Az n-edrendi kdzdnséges differencisfegyeniethez ily médon hozzdrendelhetd gorbesereg (1)
egyentetébsl adodé n-paraméteres y = y(z,¢1,...,c,) kifejezést a differencidlegyenlet Slta-
finos megolddsinak, az ezen kivil esetleg létezd tovabbi megoiddsokat szinguldris meg-
olddsoknak nevezziik. Ha az sltalinos megoldishét bizonyos feitételek {tobbnyire a kezdeti
feltételek) alapjan egy konkrét megoldast kivalasztunk, akkor azt a differencislegyenlet parti-
kutiris megoldisinak mondjuk.

D 27.15 Legyen megadva egy sikbeli n-paraméteres gorbesereg a

(2) gz, v,¢0,. - yen) =0
vagy (ha ebb&t y kifejezhet5) az
(3) yzf(zach*--jcn)

egyenlettel. Mivel y az = fiiggvénye, ezért g is az z fggvénye. Ha az (2)-beli g, illetve a (3)-
beli f fiiggvény {z srerint) legaldbb n-szer differencidlhats, akkor az n szerinti differencidlast
végrehajtva a ¢, ¢z, . ..c; paraméterekre n szimi egyenletbd] dll6 egyenfetrendszert kapunk.
Ebbal az egyenletrendszerbdl (kedvezs esetben) a paraméterek az z-szel, y-nal és y elsé n
derivaltjsval kifejezhetok; az igy kifejezett értékiiket az (2)-be, ifletve a {3)-ba behelyettesitve,
n-edrendfi, paramétermentes differencislegyenletet kapunk. (Megtarténhet, hogy a paraméte-
rek mar a differencidlisok sorin kiesnek.) Az fgy adddé differencidlegyenletet a ghrbesereg
differencidlegyenietének nevezzik.

Feladatok

Irjuk fel az alibbi paraméteres egyenletiikkel megadott sikbeli gorbeseregek diffe-
gencidlegyenletét (az egyenletekben szerepls a, b, ¢, ¢1, ¢, u, v, illetve r paramé-
tereket jeloluek):

25¢ y =cx?, 26> % 4y = cx,

27. 22+ =12, 28> y=aes; a#£0,
20° (z—a +¢y2 =1, 30. (z-e+yt=72,
31° (z—u)l +{y-v)f =2 327 y=c12° + cpe?,
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2'7. Differencidlegyenletek — Gorbesereg és differencialegyenlet

33r y=tglaz + b}, 34. y=ciz+ec2lnz,

35. y =acosx + bsinz, 36. y=c¢jchz+eyshz,

37. y = cjcos{z — cz), 38" y = e"(ciz + ¢a),

39. y=az?+bz+ec, 40. az+by+c=0; b#£0,

41. az+bi+ec=0; b#0, 42, y =gz + ¢,

43. y =ch(az +b), 44. y = aed®,

45. Hatirozzuk meg azoknak az zy sikban fekvd korsknek a differencislegyenle-
tét, amely korok az z-tengelyt az origéban érintik.

46. Hatdrozzuk meg azoknak az zy-sikbeli kirsknek a differencislegyenletét, me-
Iyek az y-tengelyt az origéban érintik.

47. Hatdrozzuk meg azoknak az zy-sikban fekvs kirsknek a differencidlegyenle-
tét, melyek érintik az y = % és az y = —«x egyeneseket, és kozéppontjaik az
z-tengelyen vannak.

48. Hatdrozzuk meg azoknak az zy-sikban fekvd adott sugart korsknek a diffe-
rencidlegyenletét, melyek érintik az z-tengelyt.

49. Hatérozzuk meg azoknak az ry-sikban fekvs adott sugari kérsknek a diffe-
rencidlegyenletét, melyek érintik az y-tengelyt.

50. Hatérozzuk meg azoknak az zy-sikban fekvd paraboliknak a differencidle-
gyenletét, melyeknek tengelyei parhuzamosak az y-tengellyel, és dtmennek
az origén, valamint a P(a,() ponton. .

51, Hatdrozzuk meg azoknak az zy-sikban fekvd paraboliknak a differencidl-
egyenletét, melyeknek tengelyei az z-tengeliyel padrhuzamosak, és dtmennek
az origdén, valamint a P(0,a)} ponton.

52. Hatirozzuk meg azoknak az xy-sikban fekvd paraboldknak a differencidle-
gyenletét, melyeknek tengelyei az y-tengellyel parhuzamosak, csiicspontjaik
pedig az y = = egyenletd egyenesen fekszenek.

53. Hatirozzuk meg azoknak az zy-sikban fekvd paraboliknak a differencidle-
gyenletét, melyeknek tengelye az z-tengellyel parhuzamos, csiicspontjai pedig
az y = z egyenesen fekszenek.

54. Hatirozzuk meg azoknak az zy-sikban fekv§ ellipsziseknek a differencidle-

gyenletét, melyeknek kézéppontjai az origéhan vannak, tengelyei pedig a ko-
ordinatengelyek.
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28. fejezet

ElsSrendd kbzonséges differenciilegyenletek

Szétvilaszthaté valtozdji differencidlegyenletek

D 28.1 Az elsdrendii kdzonséges differencislegyenletet szétvilaszthaté véltozéjanak (ri-
viden szétvilaszthaténak vagy szepardfhatdnak) nevezzitk, ha ekvivalens atalakitasokkal
¥ = f(x)g(y) alakra hozhaté.

T 28.2 Ha az egyviltozés valés [ fiiggvény az [a, b] zart intervallumon, az egyviltozés valds
g filggvény pedig a [¢, d] zdrt intervallumon folytonos, akkor a

D= {(z,y}: = €(a,b), y € {(c,d)}
nyiit téglatap minden pontjin 4thalad az
(1) y = f(2)e(y)

differencislegyenletnek legalsbb egy integralgdrbéie. Ha még az is teljesiil, hogy a g fiiggvény a
[c,d] intervailumban sehol sem veszi fel a 0 értéket, akkor a differencidlegyenletriek a D minden
pontjdn 4t egyetlen integralgirbéje halad.

M 28.3 Ha 4 olyan valds szam, hogy g(yg) = 0, akkor az y = yo képlette! definidlt kons-
tansfiggvény nyilvinvaléan megaldasa az (1}-nek.

M 28.4 Az (1) differencidlegyenlet megoldisi menete formilisan a kivetkezd. Az ¢ helyébe
d o -
To-et irunk:

z

g-g— = f(z)g(y)-

" Ezutdn a dz-et a jobb oldalra, a g(y)-t a bal oldalra visszitk at {egyeldre feltételezve, hogy
a(y) # 0), majd kitessziik a hatdrozatian integral jelét:

@ f E% = f [(z)ds.

Az integrildsokat elvégezve, a T 28.2 feltételeinek teljesillése esetén az (1} 4ltaldnos meg-
oldasat kapjuk. Ezutdn megvizsgaljuk, hogy a g(y) = 0 egyenletbd! addédnak-e aj {esetleg
szinguldris) megoldasok. Azt az eljardst, amellyel az (1)-bs a (2)-be jutunk, a véltozék szét-
vilasztissnak nevezzik.

M 28.5 A szétvilaszthatd viltozsja differencidlegyentetek kdzé tartozik minden elsdrendd ho-
mogén linedris, vagyis

(3) ¥ = p(z)y
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28. Elsirendfi kizonséges differencidlegyenletek — Szétvalaszthaté differencidlegyenletek

alaka differencidlegyentet. Vagy szétvilaszthaté, vagy alkalmas helyettesitéssel szétvilasztha-
t6va tehets minden olyan

) y' = f(z,¥)

differencislegyenlet is, amelynek jobb oldala tetszbleges remzérus & valds szimmal eleget tesz
ar

G f(kz, ky) = f(,9)
feltételnek. Az ¢ = zu helyettesitéssel ugyanis
' du

y’:u+zav

illetve (az = = 0 hely kivételével)
f(z,9) = f(z,2u) = f(1,4)
adsdik, és fgy a (4) egyenletbdl Strendezés utin

du
T = f(le)—u

lesz; a legutbbi egyenlethen pedig a valtozék szétvalaszthatsk. Egyeldre feltételezve, hogy
J(1,w) # u, azt kapjuk, hogy

f}ﬁ%_—u#% z#0.

Az f(1,u) = u esetet kiilon meg kell nézni; ez szinguldris megoldast is adhat.

Feladatok

Oldjuk meg az aldbbi szétvilaszthats valtozdji, vagy ilyenre visszavezethetd elsG-
rendd differencidlegyenleteket:

1* (2x+1) -3y =0, 20 3 —1=(2y+zy)y,

3. (22-2z) =2z -1}y +1), 4. (2Hy+6y) +{zyt - z) =0,
5. VI—zly+zy=0, 6. Vitzlyf —1-y2=0,
7. (1+22)0 +(1+y%) =0, 8. 2% +3y=3zy,

9. (z+ayd)y =3, 10. (1 -z%) = /1 — 42,

11, (14220 +2z(0 +¥3) =0, 12. ayy' +9° -1=0,

13. (xcosy)y +siny =0. 14. y'sinycosz + cosysinz =0,
15 ¢ = (sinloz + coslnz + a)y; a: allands,

168° (y—z} +y+z=0, 17. zyf =y +fz¥ + 42,

18. zy%y =23 + 37, 19. 2zyy = 29° — 22,

20. 2zyy = 2% +47, 21. (zcosi)y =ycosi -z,

22. (zysin i)y = zycosi +{y? —z%)sin L,

23. ¥ +z+y=0, 24. ay =y -—zcos? L,
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28. ElsGrendd kéz6nséges differencidlegyenletek — Szétvilaszthaté differencidlegyenletek

25. {zy —z\fy? - 22 =¢%, 26. Xy =zy+ yze_f,
27 (2ye£’ —zW + 2z +y=0, 28. (z*+ ) = =y,
29 (z + 2y)e~§:y' =2z + ye_;', 30 (y* + :cze%)y’ =y + :zy)e‘v—r,

31. :r(lu—:;——l)y'+z+y={),

32. (y*—z?cos2)y +ylysini+zcosi)=0,
33. (ychi—azsh g)y'-%—y(l +shZ) =0,

34. (y —z%sin W = y* cos > —azysin 3.
Oldjuk meg az aldbbi (35.-38.) feladatokban szerepld szétvalaszthato véltozdji
differencidlegyenleteket, amelyekben az ismeretlen r fliggvény a ¢ poldrszig flige-
vénye:

357 ' cos¢ = —2rsing, 36. r'cosp=rsing,
37F 2rr'cos¢d =tg o, 38F ar =r/r? —a?%; a pogitiv.

Hatrozzuk meg az aldbbi szétvilaszthats viltozdji, vagy ilyenre visszavezethets
els6rendi differencialegyenletek sltalinos megoldasat, valamint az illetd feladatban
megadott kezdeti feltételnek megfelel§ partikuldris megoldast:

30 =y +y=y¢%  ¥(2)=-3, 40. yy' +z=0; y(-2) =4,

41. =z +y=0; y(2)=6, 42, Y +1-e¥=0; y(0)=h2,
3. v 75 =0 v1)=1 44. (zcosy)y' +siny=0; y(1) =%,
45, y —zet—ze¥V=0; y(1)=0, 46. zy =ylny; y(1l) =e,

47, ysinc=ylhy y(3)=e¢, 48. 2zyy' =y® — 2% ¥(2) =0,

49. (223 + 32p”)y = oty + 2% y(1) = V3,

50. 2%y =22 4 2zy — v} ¥(1)=2,

51. zy =zef +y; y(1)=0,

52. yvl—zly +2f1—y2=0; y(0)=1,

53% (e +1)yy' =¢%; y(1)=1,

54. (z3 4 2zy)y =3 + 22y y(1)=1,

55. (ysinZ —zcos ﬁ)y'-l-ycosf;'; =0 ¥(n) =2,

56. oleiy =y(y+zev)k _ y(l)=1,

57. (:l:y'shg—(z2 +y2)ch§)y’+:rych§ =0 y(0) =1

Jelslje G azt az ry-sikbeli gorbesereget, amelybe egy g gorbe akkor és csak akkor

tartozik bele, ha ¢ barmely pontbeli érintSje létezik, és a g gorbe az alabbi feladatok

valamelyikében leirt tulajdonsigé. Hatdrozzuk meg a G gorbesereg egyenletét:

58¢ A g gbrbe barmely pontbeli érintSjének a pont és az y-tengely kozotti darab-
jat felezi az érintének az z-tengelyen lévd pontja. _

59. A g gorbe barmely pontjdban hiizott érintGjének a meredeksége egyenesen
aranyos az érintést pont abszcisszajival.

60. A g gorbe barmely pontbeli érint8jének a koordinitatengelyek kozé esS da-
rabjat felezi az érintési pont.
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28. Elstrendf kézonséges differencidlegyenletek — Elsérendd linedris differencialegyenletek

61.

62.

63>

647

657

667

67?

68.

697

70?7

712

A g gbrbe barmely pontbeli f§normalisa, az érintési pontot az origdval &ssze-
k6t8 egyenes, valamint az z-tengely olyan egyenldszdrd haromszéget hata-
roznak meg, amelynek az alapja az z-tengelyen van.

A g gorbe barmely P pontbeli érint&jénck a P pont és az y-tengely kozotti
szakasza egyenld a pontnak az origétsl mért tavolsdgaval.

A g gbrbe barmely P pontbeli érint&jének az y-tengellyel valé metszéspontjat
Q-val jelslve, OP = 0Q (abol O az origd).

A g gorbe barmely P pontbeli érint&iének az y-tengellyel valé metszéspontjit
Q-val jelstve, QO = QP (O az origs).

A g gdrbe barmely P pontbeli fSnormdlisinak az z- és az y-tengellyel vald
metszéspontjit M-mel, illetve N-nel jelolve, az N pont felezi a PM szakaszt.
A g gorbe barmely P pontbeli fnormaélisa, az y-tengely és az érintési pon-
ton dtmend, z-tengellyel pArhuzamos egyenes altal bezirt hdromszg tertilete
dllandé; tovibbd a gorbe dtmegy a P1{0,0), P(2,8) pontokon.

Az origobé] induls és az €ls6 stknegyedben haladé g gorbe barmely P pontjén

keresztiil hiizott, a koordinita-tengelyekkel parhuzamos egyenesek a
koordinita-tengelyekkel egyiitt olyan téglalapot alkotnak, amelynek teriiletét
a g gbrbe 1 : 2 ardnyban osztja, mégpedig gy, hogy a téglalapnak

a) a gorbe alatti,

b} a gorbe feletti

része a kisebb. '

Oldjuk meg az el6z§ feladatot abbari az esetben is, amikor a teriiletek ardnya
1:3.

Hatdrozzuk meg annak a sikbeli grbeseregnek a poldrkoordindtds egyenletét,
amelybe egy g gorbe akkor és csak akkor tartozik bele, ha a g tetszGleges
P pontjit véve, a gorbe pontbeli érintdje tezik, mégpedig az OP egyenes
(O a pdlus) és az érint8 ltal bezdrt irdnyitott w szdg egyenls a P pont ¢
poldrsztgével.

Oldjuk meg az el8z8 feladatot abban az esetben is, ha az w szég a ¢ szog
kétszerese.

Hatirozzuk meg azt a tikorleliiletet, amelyik egy fix pontbdl kiindulé fény-
sugarakat egy adott egyenessel parhuzamosan ver vissza.

ElsSrendi linearis differencidlegyenletek

D 28.6 Az explicit elsérendd linedris differencidlegyenlet dltaldnos alakja:

v = p(z)y+ 9(=);

ezt homogénnak nevezzitk, ha ¢{z) azonosan 0, inhomogénnak, ha ¢{z) nem azonosan §.

D 28.7 Ha az inhomogén linedris

(1)

¥ = plz)y +q(z), 4(z)£0
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28. Elsérendi kozenséges differencidlegyenletek — Elstrendii linedris differencidlegyenletek

differencislegyenlet viltozsi nem vilaszthatsk szét, akkor az egyenlet megolddsshoz segitségil
vesszitk a

&) V' = pla)Y

homogén linearis {szatvalaszthaté viltozdji) differencislegyenletet; ez utébbit az (1} inhomo-
gén finedris differencialegyenlethez tartozé homogén differencidlegyenletnek nevezziik.

Csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor p és ¢ a vizsgalt intervaliumon folytonosak. Ekkor
a {(2) ltaldnos megoldisa:

Y = eef®) (c € R; Pz) = pla)).
Keresstik (1) megoldasat a kdvetkezd alakban:
@) y=e()e"),

vagyis az (1)-hez tartozé homogén egyenlet dltaldnos megalddsiban felléps ¢ konstans helyébe
frjuk z-nek egy — egyelSre ismeretlen — c(z) filggvényét. Innen ered a médszer-neve: a konstans
varidldsa. Helyettesitsitk {1)-ben az y helyébe a (3) szerinti kifejezést, és ennek megfelelgen
az i helyébe az i = ¢'(z)eP(F) 4 (2)p(z)e(#) kifejezést:
d(2)e”l?) + e(2)p(2)el®) = pl2)elz)e”) + o(z);
Gsszevonds utan a
d(@)eP?) = g(a)

differencidlegyenlethez jutunk. Ezért

- [ 4=
cfz) = ep(r)dx.

Ezt a c{z)-et (3) jobb oldaliba visszahelyettesitve megkapjuk az (1) egyenlet iltaldnos meg-
oldasat.

Feladatok

Hatdrozzuk meg az alabbi elsérendi inhomogén linedris differencidlegyenlet dltala-
nos megoldasat, illetdleg a feladatokban megadott kezdeti feltételeknek megfeleld
pariikuldris megoldasat.

728 ' - %y =241, 73. ¥+ 2y = 22:6_”2,

74. y — iy =17, 75. ¥ —zy =1°,

76. ¥ — (tgz + ctg )y = —4sin’ 2, 7. ¥y +ycosz =sinzcosz,

8. ¥ +y=c77, 79. y + 1y =1,

80. xy —{z+1}y =2z —2%, 81. ¥ +ythz =1,

82. xzy +2y =zt 83. ¥ + :E;y +e* =,

84. zy —y =2 +1; y{2) =5, 85, ay —y=z>+1; ¢(O) =2,

86. ¢ +ycoszr=smzrcosy; y(I)=1,
87. yeosr+ysinx =1 y(5)=-1,

— 285



28. Elsfrendli kbzinséges differencidlegyenletek -— Hidnyos mdsodrendd differencidlegyenletek

88. (1+#)y +zy=32% y(1)=0, 89. ¥ —y=z —2sinz; y(0)=1.
90. (1422 +2zy=tgz; y(0)=
91. y +ytgzr=sin2z; y(§)=1,

92. y'sinz —ycosz = e*sin’z; y(%) =e¥.

93. v +y=cosz; y(0)=1, 94. o +2zy= :re"‘z; $(0)=1,
95. y —ythz =2sh2; y0) =2, 96. ¢ —5y=2ze; y(1)=0

Hi'c'mybs maisodrendii differencidlegyenletek

D 28.8 Ha az explicit masodrendd

y" = f(a:l y:y')

differencislegyentetbd] & és y koziil legaldbb az egyik hidnyzik, akkor a differencidlegyenletet
hidnyos mésodrendfl differenciilegyenietnek nevezziik. Ha a fenti egyenletbdl y vagy =
hidnyzik, -akkor a differencidlegyenlet megoldisa konnyen visszavezethetd elsdrendf differenci-
dlegyenletek megolddssra.

1. eset: i = f(z,y') (tehat az y hisnyzik). Ez az egyenlet az y'-re nézve elsérend differen-
" cldlegyenlet; megoldisa (ha van)

¢ = F(z,c1); c1: paraméter
alaka. Ebbat
ysz(z,c;)dz.

A jobb oldalon az integrilds tényleges elvégzésekor iijabb paraméter lép be, tehdt az eredeti
differencislegyenlet #ltalinos megoldasat kapjuk.

2. eset: ¥ = f{y, ') (tehat az z hidnyzik). Ekkor az ¥ = p = p(y) helyettesitést aikalmazzuk;

ennek megfelelen y' = %p. A fenti kifejezéseket az eredeti differencidlegyenletbe helyettesitve
a

dp
P = f(v,p)
differenciglegyenlethez jutunk, amely p(y)-ra nézve elsSrendii. Ennek megoldasa (ha van)
p=G{y,c1); ¢ :paraméter

alakii lesz. Ebbél pedig, a p helyébe az ¢ = ga:--et visszaftva, a szétvilaszthats viltozdid

dy
d_:!: = G(yv C])

differencidlegyenlet adédik. Ez utébbinak a megoldisival megkapjuk az eredeti differencile-
gyenlet dltalinos megotdasit.

M 28.9 Ha a feladat sordn kezdeti feltételek is adottak, akkor a kezdeti feltételeket mar az
elsérendd differenciilegyenletre tartént redukiids utin is figyelembe vehetjiik.
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28. Elsdrendii kiiztnséges differencidlegyenletek — Hidnyos masodrendd differencidlegyenletek

Feladatok

Oldjuk meg az aldbbi hidnyos mésodrendd differencidlegyenleteket:

97> 4" =6z +sinz, 98. y'V1i—z2=1,

99. y"(14sinz)? +cosz =0, 100, y"z? +lnz~1=0,
101, " = ze®, 102284"y% =1,

103%y" = ¢, 1045 y"(1 + ¢2) = yy'%,
105. 2yy" = ¢, 106. "' (y — 1) = 242,

107. 9y + 2 +1=0, 1087y — Foy =0;z > 1,
109. (zlaz)y" — ¢ = zln’z, 110°y" — ¢ =0,

111 24" + 4% =0, 112, 4" = (1+32)3,

13. 4" +94% =1, 114. 4" —y? +1=0.

Hatérozzuk meg az aldbbi hidnyos mdsodrendii differencidlegyenletek altaldnos
megoldésat, valamint az illets feladatban megadott kezdeti feltételeknek megfelels
partikuldsis megolddst:

115. " = z%%; ¢{(0) =0, (0} =0,
118. y" = zcosz + 2sinz;  y(0) =1, ¥'(0) =1,
17,y =8H 4+ 2In(z® +2);  y(0) =32, y(0)=1,
18. y(1—lny)y" + 1 +Imy)y? =0;  y(0)=¢?, /'(0) =,
192" — ' =ztsinz;  Y(H =%, y(E)=m
1200y" =y’ -4 4(0)=1, y/(0) =2,
12Ly" =A% y(5) =0, ¥ (§) =5,
122. 42 — 124 = 0; ¥(1) =2, ¢y'(1) =3,
128%4yy? =1 y(3) =4, ¥(3) = -2,
12409 =144%  4(0)=1, ¥(0) =0,
1282y"(y — 1) = 2¢'%; ¥(0) =6, y'(0)=1,
1267y" =2yy’;  y(0)=0, y(0)=1.
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28, Els&rendi kozdnséges dilferencidlegyenletek — Alkalmazdsok

Alkalmazasok

127" Tegyiik fel, hogy a lakossig szama és szaporodasi sebessége egyenesen aré-
nyos. hatdrozzuk meg a lakossdg A szdminak és a t id6nek az dsszefiiggését,
ha tudjuk, hogy valamely, dltalunk kezdetinek vett id6pontban a lakossdg sza-
ma Ag volt, és ez egy év alatt a szdzalékkal n6it. Ennek alapjdn hatdrozzuk
meg Magyarorszég lakossaginak 1996 I. 1-ére és 2001. I. I-te feltételezhetd
szamét, ha feltétellezzitk, hogy 1991. I. 1-én a lakossdg szdma 107 volt, az
évi szaporulat pedig 1990 éta 1,5%.

1287 A radium bomlasi sebessége minden idépillanatban egyenesen arinyos a rd-
dium akkori témegével. Hatdrozzuk meg, hogy mo témeg{ radiumnak hany
szézalékkal bomlik el 200 év alatt, ha tudjuk, hogy a radium felezési ideje
(az az id8szak, amely alatt a radium fele elbomlik) 1590 év.

129" Egy motorcsénak sebessége allovizben vg = 20 (km/h). Teljes sebességgel
halad, majd a motor ledll, és ezutdn 40 s alatt a csénak sebessége v; = 8
(km/h)-re cstkken. A viz cllenalldsa ardnyos a csénak sebességével. Mekkora,
a csdénak sebessége 2 perccel a motor kikapcsoldsa utdn?

130%Valemilyen magassaghél fiigg@legesen lefelé dobunk egy m t6megd testet..
Hatdrozzuk meg a lest v sebességének viltozdsdt, ha arra a nehézségi erd és
a leveg8nek a test sebességével egyenesen ardnyos (az ardnyossigi tényezd k)
fékez8 ereje hat.

131> Egy testet fiiggSlegesen fellelé hajitunk vy kezdfsebességgel. Hatdrozzuk meg
a mozgis t-ids fliggvényét a kezdeti pillanatban elfoglalt helyétsl szdmitva,
ha a test csak a nehézségi erd hatdsara mozog,

132% Az OA egyencsen egy m t6megid anyagi pont olyan taszité erd hatdsira
mozog, amely forditottan ardnyos a rogzitett O kozépponttél mért x = OM
tdvolsag harmadik hatvdnydval. Hatirozzuk meg az anyagi poni m- _gasat
leiré fiiggvényt.

133° Hatdrozzuk meg, hogy milyen alakot vesz fel sajit silydnak hatdsira a C és
D végein felfiiggesstett hajiékony, silyos fonal.

134° Egy gerenda az z-tengely mentén a (0,0} és az (I,0) pontok kozoit helyez-
kedik el. Kihajlisa az = ponthan egyenl§ y-nal, és kicldgiti az ¢! = af(z)
differencidlegyenletet, ahol f(z) a megterhelés, a pedig a gerenda anyagétdl
és a kersztmetszet alakjitsl fliggs egviitthatd. Hatdrozzuk meg a gerenda
alakjat f(z) = 1 esetén, ha a gerenda véget be vanp~b fngva,

135" Ha R az ellendllds, L az onindukcié egyiitthaté' o V a fesziiltsig, akkor az
I dramerdsség kielégiti az

dr
e -V
Ldi+RI !
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28. Elsérend( kbzonséges diﬁefeuciélegyenletek — Egzakt differencidlegyenletek, multiplikitorok

differencidlegyenletet. Hatdrozzuk meg az dramerdsséget ¢ mésodperccel a
bekapesolds utan, ha
a} V allandé és f = 0 esetén az dramerdsség Iy,
b) V =Vpsin2wntés o = e, 4 ‘
136° Egy [ szélességid folyén, melynek se- . '
bessége ¢, egy robotvezérlési motor- v=% :
csénak megy keresztiil a bal part O . :
pontjabél {1 az dbrat). A csénak v se- ‘
bességvektora minden pillanatban a ’ :
tiloldali I pontba mutat. Hatdrozzuk Y g=e _---7" 70
meg a molorcsénak itjdnak gorbéjét; . . ) .
i lesz a gorbe egyenlete: roe Pt !
a,) v =g ' e < g1
b) v =2¢ s v=tc v :
¢) v=1c 0
esetén?

Egzakt differencidlegyenletek, multiplikdtorok

D 28.10 Az elsérendi
(1) P(z,y) + Q(z,3)y' = 0

differencialegyenletet egzaktnak nevezzitk, ha megadhaté x-nek és y-nak olyan u figgvénye,
hogy

(2} P = ésQ:u;.

Ha a {2) feltétel teljesiil, akkor az (1) differencidlegyenlet iltaldnos megolddsa u(z, ¥} = ¢ (o
paraméter). :

T 28.11 Legyenek P és Q az zy-sik valamely egyszeresen bsszefiiggd I ponthalmazan foly-
tonos fiiggvények; a PS’, és Q. parcislis derivaltak is létezzenek, és fegyenek folytonosak a D
ponthalmazon. A felsorolt feltételek teljesiilése esetén a

P(z,9)+ Q(z,y)y = 0
differencidlegyeniet akkor és csak akkor egzakt, ha

Py(z0,30) = Q%{Z0.7%0)
a D minden egyes (g, yo)} pontjaban,

M 28.12Ha az (1) differencislegyenletre a tételbeli feltételek nem teljesiilnek, tébbnyire akkor
is lehet olyan M (=, y) fiiggvényt taldlni, mellyel az (1) differencislegyenletet megszorozva az
egzakitd valik.

D 28.13 A kétviltozds valds M fiigguényt az (1) differencialegyenlet multiplikdtoranak {vagy
integrald tényezGjének) nevezzilk, ha az (1) egyenletet az M-mel megszorozva egzakt diffe-
rencidlegyentetet kapunk.
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28. ElsSrendii kozonséges differencislegyenletek — Egzakt differencislegyenletek, multiplikitorok

M 28.140tt a csak z-45] filggd Mi(x) és a csak y-tél figgs Ma(y) multiplikitorral foglatko-
zunk. Egyszeriien megmutathats, ha ilyenek léteznek, akkor '

In tMl(m)l=/fi°é‘Q—;dx, illetve 1n|M2(y)|=fQ;; P;ldy_

Feladatok

Az aldbbi feladatokban felirt differencialegyenletekrsl dllapitsuk meg, hogy az il-
letd differencidlegyenlet egzakt-e, vagy — ha nem ~ egyvéltozés multiplikdtorral
egzakits tehetG-e; az egzaktakat, vagy az emlitett médon egzakita tehetSket oldjuk
s meg:
13782z + 2siny + {2z cosy — siny)y’ =0,
138, 2z¢° + yshz + (chz — 2ch2y)y =0,
139.Iny+ye” +2+(f + ¢ —chy)y' =6,
140, z° ~ 3zy® + (y* — 32%y)y =0,  141.3z% + 6zy® + (62%y + 4y%)y' = 0,

2 2
142. 2+ chp Hghp — ¥ =0, 14821 —zy) +(zy — ")y =0,

1447 (2zy cosy + yIny + ycosz) + (z — z2ysiny — yshy)y' =0,
145, ¥8R2-1 1 g,

CO5 2
146. (y + 2e** ch®z) + (shzchz — 6ych®z)y' = 0, -
147. 2y — 22) + (22 —¢?¥W =0, 148. 2z — 2z%e7¥ + 227y =,
149. cosz—~e *siny+(e T cosyly’ =0, 150. {ylny + ysha) + (z +ye¥)y =0,
151. 2+ dye®™ + (3 + dze®¥)y =0,  152.In(y* + 1) + 2—9—11 =y =0,

153. y + (ye* — 1)y =0, 154, 20 4 2R

155, 2z —ycosy + (zsiny)y =0, 156. ¥ + (ze¥ — 2y)y’ =0,

157. 2 + 1+ (zy + 1) =0, 158, z* + y* + 8zydy =0,

159, e + (ze™¥ — 2ye~ )y =0, 160. ytgz +cosz —y =0,
161. 2(y? + 1) +y(1 - 22 =0, 162, ze¥ + (%Y + 2ye Y)Yy =0,

163. 3 + 62y + 322y + (322 + 3y =0,

164.y + ;{—ﬁ + (2x + %arctg z)y =0,

165. (eTsiny —e¥sinz) + (e cosy + eV coszly =0,

166. {(zsiny + ycosy) +{zcosy —ysiny)y' = 0.

Hatdrozzuk meg az alabbi egzakt differencidlegyenleteknek azt a partikuldris meg-
oldasat, amely eleget tesz az illet§ feladatban megadott kezdeti feltételnek.

167. 2z + cosy —~ (zsiny)y' = 0; y(1) =0,

168. 3z% + 2yshz + (2chz)y = 0; y(0) = 2,

169. tgy — o +(G5 —teely' =0 y(§) =15,

170. ychz + (shz — 2y} = 0; yll) =1,
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28. Elsérenddi kbzonséges differencidlegyenleiek — Izogonalis és ortogondlis trajektoridk

171. 2zlny + ey + (‘?2 +e W =0 y(0) =2,

172. 322y — 22y + (22%y — 2%y = 0; w1y =2,

173. y?sinzcosz +ycosz + (sinz — ycos? z )y = 0; y(3)=-2,
174. 2zy — y?sinz + {2y cosx + 22)y’ = 0; y{(0) =2,

175. y? chz + 2z chy 4 (2yshz + 2%shy)y' = 0; y(2) =0,
176.%+y+(-:;+z)y‘=0; y(3) =2

Izogonilis és ortogondlis trajektériak

D 28.15 Legyen f(z,y,c1) = 0 és g{z,y,cp) = 0 két egyparametéres gorbesereg egyenlete.
Ha a masodik gorbesereg mindegyik gérbéje ugyanakkora w irdnyitott szégben metszi azZ elsé
girbesereg valamennyi gorbéjét — vagyis ha az elsG gorbesereg barmely Gy és a masodik
gorbesereg birmely G, gorbéjére az iranyitott (G,G2); = w (w allands, ~F < w < §)
— akkor azt mondjuk, hogy a masodik gérbesereg gorbéi az elsének izagonalis trajektériai.
Specidfisan, ha w = § (azaz a két gdrbesereg girbéi egymdst derékszdgben metszik), akkor
az ilyen trajektériskat ortogonilis trajektiridknak neverzziik.

M 2B.16Ha az f(z,y,¢) = O gorbesereg gorbéit w szigben metszd izogondlis trajektdrisk
egyenletét keressiik, akkor elGszér a ¢ paraméter kikiliszobdiésével felirjuk az adott gbrbesereg
F(z,y,¥) = 0 differencidlegyenletét. Eautan az izogonilis trajektoridk differencidlegyentetéhez

figy jutunk, hogy az ' helyére w #  esetén {az o + § tangensére vanatkozé képlet szerint)
az

Y +tgw

1-y'tgw
kifejezést, w = T esetén pedig a —% kifejezést irjuk. Tehdt az F(xz,v,¥'} = 0 differencisle-
gyenletil gorbesereg izogondlis trajektorisibél sllé gorbesereg differencidlegyenlete
]
¥y +igw | T
B} F(I,y,‘lj;rtg—w}=0, haw# 2,
ilietve

1 T
F(Z,y,—'!?) = 0, haw= —2“.

Ha a gorbesereg egyenlete poldrkoordinitisan f(r,¢,c) = 8, és az ehhez tartozé differencial-
egyenlet F(r,¢,7')=0 (' = g—;; jeldléssel), akkor a trajektérisk differencidlegyenlete

v rtgw

F{r,¢,rr+ rftgw

r
= I -—
}=0, ha w# 3
illetve

2
nn¢¢%q:m ha w=g

E differencidlegyenletek megoldésa szolgdltatja az adott gérbesereg izogonlis {specislisan or-
togonalis) trajektsridinak egyenletét.
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28, Elsérendil kizdnséges differencidlegyentetek — Kozelitd megoldds

Feladatok

Hatirozzuk meg az aldbbi egyparaméteres gorbeseregek egyes gorbéit a megadoti
w szbghen metszd izogonalis (illetve ortogonalis) trajektéridk egyenletét (az egyen-
letekben elsfordulé a és c valés paraméterek, n pedig rogzitett pozitiv egész).

17722 +y? —2cz=Qw=3%,w=%, 1782’ -y’=cquw=15}1§ §

4r D
179. 22+ e = Lw=TF, 180. y=asw=F,w=1,
181.y=a$2;w:-§, 182,3;y=c;.w——_—1'2-’w=§‘,
183.y=\/2—5+c;w=%, 184.y=cx3;w=%,w:%,
185.y =cz®; neNT, w=1%, 186.12—cy2=1;w=§,
187T.y =clnrw= 3, 188.y =cshz; w = F,
189. 22 +yt =t jw=%,w=1, 190:z? = cfc+ 2y); w =5,
191%zy = oz + y*) w = §,

Az alibbi feladatokban r és ¢ polarkoordindtdkat jelslnek.

192!r? =ccos2w=Fw=F,w=1, )

1937r =c(l +cos¢)y w=F, w=F, w=17,
194’r=csingsw=F,w=5w=% 195.r=tgld+tchw=1,
196.r = ¢(1 + 2cos¢); w = F, 197.r=ccosq5;w:%.

ElsSrendi differencidlegyenletek kizelitd megoldasa

D 28.17 {Szukcessziv approximacid)
Keresstik az

(1) ¥ = f(=y)
differenciilegyenletnek olyan kézelits megoldasat, amely adott (£, 1) értékparra eleget tesz az
(2) ¥l =1

kezdeti feltéteinek. Csak azzal az esette! foglalkozunk, amikor az f fiiggvény az Ty-sik valamely,
a (£,n) pontot tartalmazé korlitos zirt ponthaimazén folytonos, és a mdsedik véltozéjaban
elegat tesz a Lipschitz-feltételnek. llyen feltételek mellett az (1) egyenletnek egyetlen olyan
megoldssa van, amelyik eleget tesz a (2) feltéteinek. Kimutathat, hogy az (1) egyenlet és 2
(2) kezdeti feltétel egyiltt ekvivalens az

y=n+_/:f(t.y)dt

egyeniettel.

Ennek alapjan képezzilk az egyviltozés valés [yq; n € N| filggvénysorozatot a kivetkezskép-
pen: Legyen

gofz) =7
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28, ElsSrendii kozonséges differencidlegyenletek — Kozelitd megoldis

és
T
Ya(z) =1+ ]E ftatn_1)dt; >0,

Az yy fiiggvények mindegyike eleget tesz a {2) kezdeti feltéteinek. Bebizonyithats, hogy az
emlitett feltételek teljesilfése esetén az [gy definiaht faggvénysorozat a £ valamely tefjes kér-
nyezetében konvergens, és a

AT Yo (=)

hatarfuggvény az (1) differencistegyenietnek az a (pontos) megolddsa, amely a (2) kezdeti
feltételnek is eleget tesz.
Konkrét feladatok megolddsanal nem mindig lehetséges a Bmy_.co ya(z) hatérfiggvény ma-
gallapitasa. llyenkor tigy jarunk el, hogy az elSirt pontossig szerinti n-ekhez tartozé ¥, fiige-
vények vatamelyikét (rendszerint a széban forgé n-ek kéziil a legkisebbhez tartozét) fogadjuk
el kézelits megoldasként.

D 28.18 (Euler-médszer) Keressiik az elsGrendd explicit

yI = f(xsy)

differencialegyenletnek azt a kozelits megoldisat, amely eleget tesz valamely

y{rg) = yo kezdeti feltételnek. A médszer alapgondolata az, hogy egy-egy rovid szakaszon a
megoldast abrazold integralgorbét valamelyik pountjshoz tartozd érintjével helyettesitjik. Rog-
zitiink egy h # 0 konstans értéket, &s felvesszitk az z-tengelyen az [z3; % € N] pontsorozatot
agy, hogy

zp=xp+ khy kel

Az 7 és 41 (k € N) pontok altal hatarolt szakaszen az (zg,y;) ponton stmend integ-
rélgorbét helyettesitjiik az (z,yx) ponton dtmeng érintSjével, ahol i jeldli az z4_; & 7}

pontok 3ltal hatsrolt szakaszhoz az elgbbi értelemben hozzdrendelt érintSegyenes oy absz-
cissz4jli pontjanak ordindtdjat. Egyszeri szamitassal igazothats, hogy

vk = Yoo + hf(TEo1,vk1)i ke N,

figyelembe véve, hogy ¥'{xr—1) = flzp_1.¥k-1) AZ e!jé;‘é*s adatait célszerid tibldzatos for-
maban is felirni {a tablizatban f{zy,yr) helyett roviden csak fi-t irtunk):

0 1 2 k

zg | zy=zp+h |z2=2042h ... zp = zg + kh
v |mm=wthfowr=n+hh| . |n=v-1+hf
hfo ffy hfy hfy

D 28.19 (Runge — Kutta-médszer) Keressiik ismét az elsGrendd explicit -

¥ = f(z,7)

differencidlegyenlet kdzelitd megolddsdt az

¥(zo) = ¥o
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28. Elstrendii kozonséges differencidlegyenletek — Irdnymezd

kezdeti feltétellel. Képezziik az [z;; k € NJ sorozatot (mint az Euler-médszernél)
agy, hogy
zp = zg + kh;  h # 0 konstans, & € N,

az yj képzésekor azonban az f{z,y(z))-nek nem az zp_ helyen, hanem az
{zg—1,zp) intervallum felezGpontjiban felvett értékét vesszik figyelembe. Ennél a modszernél
a kbzelits megoldast dbrazolé torsttvonal k-adik csiicsdnak keordinatii tehat:

Tk = zg + kh,

Yi = Yr—1 + hf(es. b,
ahol
i i
o = apy+ 5l b=y + Shf(Ew-1), kE Nt

Feladatok

Szukeessziv approximacié segitségével kozelitsleg hatarozzuk meg az aldbbi dif
fetencidlegyenleteknek azt a partikuliris megolddsit, amely eleget tesz az illetd
feladatban megadott kezdeti feltételeknek. (A kozelitd sorozat elemeit a megadott
n indexig bezarélag adjuk meg.)

198°y =z +y; y0)=1, n=4,

1990y =y — (s + L)y+1; »(0)=1, n=2,

200. ¢ =z —¢% y(0)=0, n=3,

201.y =z —y; y(0)=0, n=4,

202,y =z? +y% y(0)=0, n=3

Hatérozzuk meg Euler-médszerrel az aldbbi differencialegyenleteknek azt a ko-
zelité megoldasat, amely az illet§ feladatban megadott kezdeti feltételt kielégiti
(mindegyik feladatban vilasszuk a h értékét elSszér 0.1-nek, majd —0.1-nek).
2035y =z 4y, y(0)=1, k£=0,1,2,3,4.

204%y =y —2% y(0)=1, k=0,1,23,

2055y =1+y% y(1)=1, £=0,1,2,3,

2065y =1+zy; y(1)=0, £=0,1,2,3,

207Fy =22 +9% y(1)=1, £=0,1,2,3 ~

Runge — Kutia-mdédszer segitségével hatirozzuk meg (kozehté’leg) az alabbi dif-
ferencislegyenleteknek azt a partikularis megolddsat, amely eleget tesz az illetd
feladatban megadott kezdeti feltételnek (valasszuk h-t 0.2-nek, illetve —0.2-nek, k
pedig legyen rendre 0,1,2,3).

2085y =vy; y(0) =1, 2098y =y +z; y(0)=1.
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28. Eissrendii kszonséges differencidlegyenletek — Irdnymeszd

Irdnymezd

D 28.20 Ha az egyvsltozés y fuggvény az zq helyen differencislhats, akkor grafikonjanak zg
abszcisszaji pontjaban van &rintdje, €s ennek az @rintdnek myg irdnytangensét a fiiggvény-
nek ebben a pontban vett differencidlhdnyadosa adja meg: mp = y'(zo). Tehdt az y = y(z)
egyenletd gorbe az o = f(z,y) elsGrendid explicit differencislegyenietnek a Po{zg,y0) ponton
atmend integralgtrbée, akkor a differencislegyenlet alapjan mp = y'{z0) = f(z0,%0). Rajzol-
juk meg az (zg,y0) ponton dtmend, my irdnytangensid félegyenesnek a pont valamely teljes
kérnyezetébe ess darabjat. Hy médon az (2o, %0) ponthoz egy iranyt rendelink. Terjessziik
ki ezt a hozzarendelést az ¢ = f(z,y) fliggvény egész értelmezési tartomanydra; igy a dif-
ferencidlegyenlet. az f értefmezési tartomanydnak minden pontjihoz hozzdrendel egy iranyt.
Az f = f(z,y) differencislegyenlet &ftal az f értelmezési tartomanydnak pontjaihoz ily mé-
don hozzdrendelt iranyok Ssszességét irdnymezd&nek nevezziik. Ha az irdnymezét elég sirdn
kitaltjtik, akkor az integralgdrbeket kielégits pontossiggal berajzothatjuk. Az irdnymezd meg-
rajzolssit megkdnnyiti, ha ismerjik az f(z,y) = ¢ (c: konstans) egyenletil gorbéket; ezeket
a differenciilegyenlet izoklin vonalainak nevezzitk.

Feladatok

frjuk fel az alabbi elsérendd differencidlegyenletek izoklin vonalainak egyenletét, és
segitségiikkel vazoljuk a differencidlegyenleteknek azokat az integralgdrbéit, ame-
Iyek dtmennek az adott Py, illetve Qo ponton.

210°y = —2z; Po(0,2), Qo(1,0), 2110y = —y; Po(0,1), Qo(l, 1),

212. ¢ = zy; Po(0,1), Qof2,~1), 213. ¢’ = 1+ ¢%; Po(0,0), Qu(3.1),
214. ¢ = (z + )% Po(0,0), Qo(1,—1), 215. 4 = —2; Po(0,1), Qo(2,0),

216. ¢ =z — 1; Py(0,0), Qo(—2,0},

217. y’ =y+z P(}(O‘O), Qa{0, -3),

218. i =y — z; Po(0,0), Qo(0.2), 219. y' = Z; Py(1,1), Qo(2,-1). o~
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29. fejezet

Linearis kbzonséges differencidlegyenletek

Homogén linedris differencidlegyenletek

D 29.1 A homogén linedris n-edrendd kbzonséges differencialegyenlet sltalanos alakja
(1) ag(2)y™ +ai(2)y" ) + ... + enlaly = 0,

aho! ag{x) nem az azonosan nulla fiiggvény; az ag, 21, . . .2, valds fiiggvényeket a differencial-
egyentet egylitthatSfliggvényeinek neverzitk. Ha az egyiitthatofiiggvények mindegyike kons-
tansfiiggvény, akkor az (1) differencidlegyenletet dllandd egylitthatds differenciilegyentetnek
nevezzik,

M 29.2 Nyifvanvalé, hogy minden homogén finedris differencialegyenletet kieléglt az azonosan
nulla figgvény; ezt a faggvényt az (1) trividlis megotdasdnak nevezzitk.
Az altaldnes megoldasrél 52616 tétel megfogalmazasahoz sziikségesek az alabbi fogaimak.

D 29.3 Valamely [ intervallumon értelmezett komplex (vagy valés} értékd f1, fo,..., fr fligg-
vények rendszerét az [ intervallumon linesrisan fliggetlennek nevezziik, ha a
cfile)+eafalz}+ ... terfilz) =0 (e1,62....,¢0 € C)
egyenldség az [ intervallum minden z elemére csak igy allhat fenn, hogy
cp=ecg=...=¢ =0

Az ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy ezek a fiiggvények az I intervalfumon linedrisan
fiiggs rendszert alkotnak.

M 29.4 Haaz fi, fa,..., fr filggvények valamennyien valds értékiiek, akkor a linedrisan fiig-
getlenség, illetve fliggsség vizsgélatakor valds ¢y, ¢, . . ., er-gkre szoritkozhatunk.

A tovabbiakban, ha csak azt mondjuk, hogy az illetd fiiggvények linedrisan fiiggetlen, ifletve
finearisan fiiggs rendszert alkotnak, akkor az intervallumon mindig a (—o0, 00} intervallumot
értjik.

D 29,5 Valamely [ intervallumon legalabb (r — 1)-szer differencislhaté {valos vagy) komplex
értékd f1, fa, ..., fr faggvények Wronski-determinansin a

N B e )
@) g6 e )

determindnst értjiik.
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29. Linedris kozonséges differencidlegyenletek — Homogén linedris differencidlegyenletek

T 29.6 Ha az [ intervallumon legalabb (r — 1)-szer differencilhaté fi, f2, - ., fr fliggvények
Wronski-determinansa az [ intervaflumnak legaldbb egy pontjiban nem zérus, akkor ezek a
fiiggvények az I intervallumon linedrisan fiiggetien rendszert alkotnak.

O 29.7 Fiiggvények valamely rendszerérsl akkor mondjuk, hogy az egy adott n-edrendii ho-
mogén linedris differencislegyenietnek alaprendszere egy J intervallumon, ha a rendszer

a) a J-n értelmezett n szama figgvénybdl 4ll,

b} tinedrisan fiiggetlen a J intervaliumon,

c) minden eleme a differenciilegyenletnek megolddsa a J-n.

T 20.8 Legyenek py, w2, . -, i1 valamely {a, b} intervallumon folytonos valés fiiggvények. Az
v™ 4 eV L palzly =0

differencislegyenletnek az {, b) intervallumon akkor és csak akkor alaprendszere a partikufdris

megoldasok valamely {71,%2,...,¥n} rendszere, ha ennek a figgvényrendszernek a Wionski-
determinansa az (a, b) intervallumon sehol sem 0.

T 29.9 Legyenek py,p2, ..., Pn 2z [a,b] intervallumon folytonos valés figgvények, és legyen
{yl1y2$' [EF yn} az

™+ @D 4 palzly =0

differencialegyenietnek alaprendszere az (g, b) intervallumon. Ekker a differencislegyeniet 4lta:
lénos megoldésa az (a, b} intervallumon

y(z) = eign{x)} + c2ye(2} + - - - + eaynlz)
atakban irhaté fel, ahol ¢1,¢e2, ..., ¢y tetszbleges valés szamokat jeldinek.

D 29.10 Az n-edrendt silandé egyiitthatds homogén linedris

(2) agy™ + a1y D 4t aagy +any =0 (a0 #0)
differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletén az n-edfokd
(3) apt® + et P+ ...t ap_1t+a, =0

algebrai egyenletet értjitk. A karakterisztikus egyenlet bal oldalst a differencidlegyenlet karak-
terisztikus polinomjanak nevezzitk.

M 29.11A (2) egyenlethez — a (3) karakterisztikus egyenlet megolddsa utdn — exponencid-

" fis, trigonometrikus és polinomfilggvényekbdl képezhetiink alaprendszert, a kivetkezd szabdly
szerint:

1. Ha tg a karakterisztikus egyenletnek egyszeres valds gybke, akkor az alaprendszerbe az

efo'.'.'

fliggvényt vesszitk fel. -
2. Ha ty a karakterisztikus egyenletnek egyszeres nem valds gyske, mégpedig
tyg = ug + ivg {vg # 0), akkor az alaprendszerbe az

e cosvgxr b5 e¥"Fsinyz

fuggyényeket vesszitk fel (ezzel midr 2 1y konjugiltjat is figyelembe vettiik).
3. Ha g a karakterisztikus egyenletnek t8bhsz8ris valds gyske, mégpedig mg-szoros, akkor
az alaprendszerbe az

%t (s=0,1,...,mg— 1)
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29. Linedris kiztnséges differencidlegyenletek — Homogén linedris differencislegyenletek

fiiggvényeket vesszitk fel.

4. Ha tg a karakterisztikus egyenletnek t8bbszirBs nem valds gySke, mégpedig

g = ug +ivp (vo # 0) és ty a karakterisztikus egyenletnek mg-szoros gyske, akkor az
alaprendszerbe az

% cosvgz s 2°¢™%sinwvgz (s =0,1,...,mg - 1)

fuggvényeket vessziik fel (ezzel mér a 1y konjugdltjst is figyelembe vettik).
Az dsszes ty gybkkel gy képzett filggvények egyiitt meg is adjik a (2) differencidlegyenietnek
egy alaprendszerét.

Feladatok

Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi feladatokban az {fi, f2}, illetve {f1, f2, f3} fiigg-
vényrendszer a megadott J intervallumon — illetve, ha ilyen J nincs megadva,
akkor a (—co, c0) intervallumon — linedrisan fiiggetlen-e. Ha fiiggetlen, akkor azt
is vizsgaljuk meg, vannak-e J-nek olyan részintervallumai, ahol a fiiggvényrendszer
linedrisan figgd.

10 {e%,ze%,2%e% ), 2. {shz,chz}
3. {lnz,z}; J=(0,00), 4. {z,2?,2%},
?  {2,arcsinz,arccosz}; J =[-1,1], 6. {z+1,z+2,543},
7. {lnz,nz2?}; J =(0,00), 8. {2,cos?z,sin’z},
9. {4,arctgz,arccigz}, 10. {z% x|z},
- < <
R VE I e

Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi feladatokban megadott yi, yo, illetve az y1,12, ¥3
fiiggvények mely halmazon képezik az ugyanott szerepls differenciflegyenletek
alaprendszerét. Az illetd halmazon irjuk fel a dlﬁ'erenmalegyenlet altaldnos megol-
dasat.

128 2y ~(z+ 1 +y=0; n=e5, y=—(z+1)

13° y"sin’z 4 ¢ sinzcosz —y = 0; 1y =ctgz, yg:;ﬁ;,

14. 3"sin?2z + ¢ sindz — 4y = 0; yr=tgzx, 1wy =clgaz,

15, 2y ~2¢' =0; wyi=2% p=1,

16. z¥(Inz —y" — 2y +y =0, ==z y=Inz,

17, (22 +1)" — 22y’ +2y=0; yi=z, wp=2zl-1,

18. y" +y'ethz — y;h!,—z =0, y =cthz, p =g,
19. y" +(tgz —2ctgz)y' + (2ctg? z)y = 0; y=sinz, y;=sin’zx,
20. y"sin’z —y'sinzcosz +y: 0; yi1 =sinz, Y =sinzlhntgf,

Z21. a:zy”—ﬁy:(}i = T, y2=3«‘3a ’

22, 3"+ 2" =0, yi=1, y=z, yw=khz,
23, sy —y" a2y —y=0; Y1 =%, Yy =COSIT, Y3 =sinc,

29-3




29. Linearis kizonséges differencidlegyenletek — Homogén linedris differencidlegyenletek

24,
25.
26.
27.
28,

(B—2e)" +(6z - T — 4oy’ +4y=0;, y=¢*, w=¢*, py=z,
ey —y' —zy +y=0, wm=2z, wyp=chz, y3=shz,
i H ) —X
y o+y =0 n=1 w=z, p=e7
(z? -2z + 2" -2ty 4+ 23y —2y=0;, m==z y=2% wy=e,

y’” + z?;zfl)y” - z(z};_uyr + ,,2(2‘;25__1)!/ =0y=3% 2= ’51,’) 3 = xlnir’ +1.

Hatédrozzuk meg az alabbi dllandé egytitthatés homogén linedris differencidlegyen-
letek 4ltaldnos és (ahol kezdeti feltételek vannak megadva, az azokat kielégitd)
partikuldris megoldasit.

297
30
312
322
337
35.
36.
37.
38.
39.
41.
42.
43.
45.
46.
47,
48.
49,
51.
52.
53.
54.
55.
57.
58.
59.
607
61>
62.
63.
64.
65.

y' -5y +6y =0, y0)=1, ¢ (0)=1,

V' -4 -8y =0; y(0)=0, y({0)=3, '(0)=4,
Y -y -4y =0 y0) =90, ¥(0)=3, y'(0)=5,

¥ —6y +13y=0; y(0)=1, ¢(0)=-1,

v — 2" 42" — 2y =0, 34. y¥ 48" +16y =0,
-y -2y=0; y(0) =1 ¢(0)=5,

¥ -9 =0; y0)=0, y{0)=6,

yll + 2yl . 3y — 0’

Y —4y=0; y(0)=0, y{0)=4,

ym 4 ,yu _ 2y’ =0, 40. y(4) _ 5yn + 4y =0,

¥ +4y +4y =0,

¥ -6+ =0 y0)=1, ¢(0)=2,

4" — 4y +y =0, 44. 8y L 124" 46y +y =90,
45" + 12y + 9y = 0; 70} =2, #'(0)=-2, '
yf” - 2y” _ 4yl + Sy — 0’

vy -5y +3y =0, w(0)=0, y(0)=4, "(0)=4
y" — 2 =0; ()= +1, ¢(1)=2e2-1, 3'(1)=4e%,
a4y — 4y + ¢ =0, 50. ¥ —8y" 416y =0,
ylf_zy!+5y:01 )
Y+4y=0, y0)=1, ¢(0)=2,

y" — 4y + 5y =0,

V-2 +2y=0;  y(0)=1, #(0)=0,

y" + 4yf _{_ 13y — 0’ 56- y"f _ yﬂ + yi . y — 01
y"l _ 2yﬂ + 2yl' — 0’

v 49y =0,  y(0)=3, ¥(0)=0, y(0)=9 y"(0)=27,
y(8) — 254 4 8y — 16y" 4 16y’ — 32y = 0,

v -dy+2=0; y(0)=3, ¥(0)=4

Y —y—1=0; y(0)=0, ¥ (0)=1,

Y -4y =0, y(0)=1, ¢{0)=2,

y'—y=0; y0)=1, ¢(0)=3

VH4y=0; y0)=2, #(0)=2

Y +9y-18=0; y(§)=0, ¥(§)=-3
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29. Linearis kbeonséges differencislegyenletek — Inhomogén linedris differencidlegyenletek

Inhomogén linedris differencidlegyenletek

D 29.12Az n-edrend® inhomogén linedris
ap(2)™ +a1(2)y" + ...+ aala)y = f(2)

differencidlegyenlethez tartozé homogén linedris differencidlegyenleten az
au(z)y(“) + al(z—)y(""l) +...4apzly=0
differencidlegyenietet értjiik.

M 29.13Inhomogén linedris differencidlegyenlet altaldnos megolddsat dgy hatdrozzuk meg,
hogy eldbb a differencidlegyenlethez tartozé homogén egyenlet dltaldnos megoldasat szamitjuk
ki, majd az alabbi tételek valamelyikét alkalmazzuk.

T 29.14 Ha {y1, y2,.--,¥n} az
¥ +pi(2)y™ D 4 4 palm)y =0
homogén linedris differenciilegyenletnek alaprendszere valamely I intervallumon, akkor az
| ¥ 4 pi (@ o+ pale)y = fla)

inhomogén linedris differencidlegyentetnek az [ intervallumon az iltaidanos megoldasa

v = cx(z)yi(e) + cazhyalz) + ... + cnl2)yn(z)
alakid, ahol a ¢4, ¢g,...,cn figgvények derivaltjai az

yi(z)ei(2) + ga()ed(z) + ... + yn(z)en(z) = 0

h(z)ei () + gh(e)ey(2) + ... + volz)cn(z) = ©

—1 . n—1 ~1
")) + " @)+ + (@)l = £(2)

egyenletrendszerbs| szamithatok. B

M 29.15Figyeljiik meg, hogy ezen egyenletrendszer matrixdnak determininsa nem mds, mint
az {y1, ¥2,...,Yn} figgvényrendszer Wronsky-determinarisa.

T 29.16 {Specislisan n = 2-re) Ha {11, 12} az
¥ +p1(2)y +p2(z)y =0
differencialegyenletnek alaprendszere, akkor az
¥ + o2l + paAe)y = f(x)
differencidlegyenlet ditalinos megoldisa
¥ = e(z)yi(z) + c2(z)y2{c)
alakd; a ¢; és ¢y fiiggvények a
Wi(z)

alz)= mdﬂh cp(z) =

Wy(z)
W{z)

dz
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29, Line4ris kozonséges differencidlegyenletek — Inhomogén linedris differencidlegyenletek

képletekkel szamithatok ki, ahol

o= |1E) () =] 0 )
w( ’“.y;(z) )| M0 = fz) dhiz)

T 29.17 (Specidlisan n = 3-ra) Ha {y1, w0, w3} az

i

¥+ pi(2)y" + pa(2)ly + pa(z)y = 0
differencidlegyenletnek alaprendszere, akkor az

_|w(=) 0
'W2(“)"lyi(z) f(z)

I

¥ + pi()y" + pa(e)y + palz)y = f(2)
differencidlegyenlet ditaldnos megoldésa
y = ex(2)y1(2) + ca(z)y2(=) + c3(z)pa(z)
alaki; a ¢y, g, c3 figgvények a
ez} = / ‘:;((:)) dz, ex{z)= / vv[;z((:))dx, eg{z) = v‘:?((:)) ds
képletekkel szamithatsk ki, ahol

y(z) wlz) i) 0 w(z) w(z)
W= () @) $@)|. Wil =| 0 i) B,
1(2) iz} w3(x) f(z) v3(z) ¥3(2)
nlz) 0 uz) n(z) w(e) 0
Wa(z) = ,yg(w) 0 y}(z), Wi(z) = y}f(r) ¥z} 0 |
o) 1) i) @) @) fle)

T 29.18 Inhomogén linedris differencislegyenlet sltalsnos megoldasa birmely J intervaltumon
elgaliithats gy, hogy az egyenlet J-n érvényes egyik — tetsz@legesen vilasztott — partikuldris
megoldisahoz hozzdadjuk az inhomogén egyenlethez tartozé homogén egyenlet J-n érvényes

ltalinos megoldasat.

M 29.19A gyzkorlat szimara legfontosabb alakd allands egyiitthatds inhomogén linedris dif-
ferencidlegyenletek egy-egy partikuldris megoldssa kdnnyen megkaphato az alsbbi tételek atap-
jén (amelyekben az inhomogén egyenlet karakterisztikus egyenletén a hozzitartozé homogén
egyenlét karakterisztikus egyenfetét értjik, és ha egy m szdm a karakterisztikus egyenietnek

nem gydke, akkor 0-szoros gysknek tekintjiik):
T 29.20 Ha az illand6 egyiitthatds
poyt™ + ply(“‘” +o by =™ (agtaz+...taz) ar #0
differencidlegyenletnek az m szdm k-szoros gytke, akkor a differencilegyenletnek van
n= mkem’(Ag F Az ...+ AZT)
ataka partikuldris megaldasa.

T 29.21 Ha az sHandé egyiitthatds
po'y(") +p1y(“'n +...+ppy=achmz +bshmz, (m#0, a? + 62 #£0)

differencilegyenlet karakterisztikus egyenletének az m és a —m szdm is k-szoros gySke, akkor

a differencidlegyenletnek van

U= :ck(A chmz + Bshmz)
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29. Linedris koztnséges differencidlegyenletek — Inhomogén linedris differencidlegyenietek

alaki partikufaris megold4sa.
T 29.22 Ha az slland6 egyiitthatds

2oy™ + oyt 4. +pay =acosmz +bsinmz, (m#0, o + 5% # ¢)

differencislegyenlet karakterisztikus egyenletének az mi képzetes szdm k-szoros gyoke, akkor
a differencidlegyenletnek van

n= xk(Acosmz + Bsinmaz)
alakd partikuldris megoldasa.
T 29.23 Ha egy inhomogén linedris differencislegyenlet ltalanos alakjanak jobb oldalda két
vagy tibb fuggvény bsszege dH, akkor az Gsszeg minden tagjdval kiilsn-kiilsn képezett inho-
mogén egyentetek egy-egy partikuldris megoldasat (jelsljok ezeket y1,y2,...,u0-1el, r € N"‘)

meghatdrozva és ezek tsszegét a homogén egyenlet altalinos megoldasihoz adva kapjuk meg
az eredeti inhomogén differencidlegyenlet sitalinos megoldasat:

y=Y+unt+mt...+o.

Feladatok

Hatdrozzuk meg az aldbbi n-edrendil inhomogén linesris differencislegyenietek 4l-
taldnos megolddsit a hozzsjuk tartozé homogén egyenlet {y1,y2...,y,} alaprend-
szerének ismeretében (n = 2 vagy n = 3). -

660 oy —(z 4+ 1) +y=2%" yi=¢, p=—(r+1),

67. y'sin’z 4 y'sinzcose —y=zsin®z; g =cigz, ¥ = =5

68. y"sin’2z +¢'sinde — 4y = —8sin®2z;  y1=tgz, w =cigs,

69. zy —~%f=2% oy =23, yp=1,

70. 2*(lnz 1)y -2y’ +y=(zhnz - 2 yp=z, yp=Inz,

Tl (22 + 1" -2y + 2y =2(z2 +1)%; =7, y=2z'-1,

2. zy' +(z -1y —y=2% wy=e? yp=z-1,

2l

8. o'+ tay=1 oy =8I g o s

T4 zy’ ~(z+ 1) +y=2% p=z+l, p=e,
75. y'+ycthe— Goy=shz;  m=chs, p=g;,

76. y" 4+ (tgz — 2ctgz)y + (2ctg?)y =sinz;  y; =sinz, yp =sin’z,

77. y'sin’z —y'sinzcosz+y=sinz; y =sinz, =sinzlntg$,
78. (zcosz —sinz)y” +{(zsinz)y ~ (sinz)y =—2; Y1 =2z, y =sinz,
9. 3y —fy=6% =2, w=7,

80. 2%y — 2y =44?, Y= %, y2 = 27,

81% sy —y' oy —y=22% y1=2z, wy=cosz, y3=snz,

82. ‘T’ym + 2y" = %; =1, 2=, W= 1n$1
83. zy" —y" -z’ +y=1% gy =z, y=chz, y3=shz,
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29. Lineiris kézonséges differencidlegyenletek — Inhomogén linearis differencidlegyenletek

84. (3 - 2z)y" + (6z — T)' — day + 4y = —(22 - 3)%; y1 = €5, y2 =
€ zl y3 = ml

85. ¢ +3y +3 +y=eTcosz; yr=eF, yy=ze % yz=zxle .

Hatarozzuk meg az alibbi illandd egyiitthatds inhomogén differencidlegyenletek

altaldnos megolddsat, és abol kezdeti feltételek vannak megadva, az azokat kielé-

gitd partikuldris megoldadst is. (A feladatok megoldisdban a kovetkezd jeloléseket
hasznaljuk:

Y: a homogén differencidlegyenlet iltalsnos megoldisa;

y1: az inhomogén differencidlegyenlet egyik partikuldris megoldésa;
y: az mhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megoldésa;

yp: az inhomogén differencidlegyenletnek az (esetleg) adott kezdeti feltételeket ki-
elégité partikuliris megolddsa.)

86 y'+y —6y==z; ¢(0)=0, y'(0)=-3,

87. 4" +6y + 34y = 17z* — 62z + 23,

887 '+ +y=sinz;  y0)=3 4(0)=0,

89. (9 — 4y 4 3y = 3eF,

80. y' —y=c*@o+3);  ¥(0) =1, y(0)=4,

o1, " +3y +2y =4,

92. 3" -2/ +5y=3%"  y(0)=35 Y(O)=-

93. " — 3y + 2y = 3e%7,

94. y'+y=—4cosz; y(F)=2-7, Y(F)=-3,

95. y" —5y" + Ty — 3y = 8e*(2z — 1),

96. 3" +4y +13y =e¥(252+8);  y(0)=1, #(0) =35,
97. ' +vy' — 12y = 2*(—122% + 22 4+ 1),

28. 4" +y — 20y = —18ze~5%,

99, ' — 4y + 3y = —15ch2x; wW0) =3, ¢(0)=2,
100. ¢ + 3 — 2y = Teosz —sinz;  y(0) =0, 3'(0)= -3,
101. 3" — 4y = 8 ch 2z; y(0) =1, #{0) =2,

102. " + 9y = 18cosdz; y(0) =1, ¢ (0) =3,

103. 4" — 4y’ + 4y =67ch Z — 58sh 7,

104. 3" + 4y = 5sin 3z — 10 cos 3z; w3 =v(3)=0,
105. ¢ + 6y’ + 9y = 50 ch 2 + 25sh 2z,

1065y + 3" +3y +y = e Fcosz.

A T29.23. felhasznildsdval oldjuk meg az alabbi feladatokat:
10726y" — 5y + y = 152e?* ~ 2cos z,

1080y — 2y +y=2? +12sin2z; (0} =9, #'(0)=3,
109. y" + 2y — 3y = 8¢%° + 15¢h 2z,

110. " — 3y —dy = —6¢?* + 17sinz; y(0) =3, '(0) =4,
111, o + 10y 4 25y = 4¢3 + 578 cos 3z,

112. y@ + 49" + 3y" — 2 — 6y = 150 ch 2z — 622,
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29, Linearis koztnséges differencidlegyenletek — Buler-féle differencidlegyenletek

113. 4" +y =23 +206%;  y(0)=3, Y{0)=2,
114. " + 2y = Bcosx — 8e%%,
115, y" + 9" —y —y = dcosz — 222

Fuler-féle differenciidlegyenletek

D 29.24 Euler-féle n-edrendii differencislegyenietnek az olyan
(1) agy™ + Syl gt 2y = f(z) (a0 #0)

alaki differencialegyenfeteket nevezziik, amelyekben ag,ay,...,a, adott konstansok, f pedig
adott egyviltozds valés fiiggvény. Ha f azonosan 0 fiiggvény, akkor homogén, ha f nem
azanosan 0 figgvény, akkor inhomogén Euler-féle differencilegyentetrdl beszéliink.

M 29.25 Az Euler-féle differencislegyenletnek = = O esetén nincs értelme. Ha a homogén
Euler-féle differencislegyenletben csak pozitiv z-ekre szoritkozva z = &%, csak negativ s-ekre
szoritkozva pedig z = —e® helyettesitést végziink, akkor a z-t0} fiiggs y fiiggvényre (az z
elgjelétst fiiggetleniil ugyanaz az) sllandé egyiitthatds homeogén linedris differencislegyeniet
adodik. Ennek karakterisztikus egyenletét az eredeti {homogén) Euler-féle differencidlegyenlet
karakterisztikus egyenletének neverziik.

Megjegyezzilk, hogy — y-nak a z véltozs szerintt derivaltjat -tal jelolve — az el6z5 helyette-
sitéseknél 3 = ye~Fsgnz, 3" = (F-¥)e~ ¥, ¥ = (¥ - 3§+ 2§)e*sgn z adedik.)
Ezeknek megfelelGen egy (1) atakd homogén Euler-féle differencidlegyenletbdl az n = 2 esetben
az

(2) ap® + (@1 — @p}it + agy = 0,

az n = 3 esetben pedig az

(3) ag ¥ (e — 3ag)§ + (ag — a1 + 2e1)j +agy =0

homogén linedris differencislegyenietet kapjuk, amelyben y és derivéitjai a = fiiggvényei.
Egyszerii szadmoldssal igazolhats, hogy 2 karakterisztikus egyenlet gyGkeinek ismeretében a
széban forgé homogén Euler-féle differencidlegyenetnek a (0, 0o} intervallumon érvényes egyik
alaprendszerét a kévetkezdképpen frhatjuk fel. .

1. Ha tg a karakterisztikus egyenletnek egyszeres valés gybke, akkor az alaprendszerbe az

z'o

fiiggvényt vessziik fel.
2. Ha tg a karakterisztikus egyenletnek egyszeres nemvalds gybke, mégpedig Iy = up + ivg,
ahol vy # 0, akkor az alaprendszerbe az

"0 cos(vginz) & z“sin{yglnz)

fiiggvényeket vesszik fol (ezzel mar a ¢y konjugsltjat is figyelembe vettik).
3. Ha tg a karakterisztikus egyenletnek t3bbszBriss valds gyske, mégpedig myg-szoros, akkor
az alaprendszerbe az o

o’z (s=0,1,...,mp—1)

fiiggvényeket vessziik fel.

29-9 .-



29, Linearis kézonséges differencialegyenletek — Enler-féle differencidlegyenletek

4. Ha tp = up + fvp (vg # 0} a karakterisztikus egyenletnek 18bbszdrSs nemvalds,

mégpedig mg-szoros gybke, akkor az alaprendszerbe az
I’z cos(mplnz) & zI’zsin(yplnz) (s=0,1,...,mp—1)

fiigguényeket vessziik fel {ezzel mar t konjugdltjat is figyelembe vettiik).
Az el&zdekbsl az is nyilvanvalé, hogy a homogén Euler-féle differencislegyenlethez a
(—00,0) intervallumon tgy adhatunk meg alaprendszert & karakterisztikus egyenlet gyskeivel,
hogy az el5z5 1.,2.,3. és 4. esetnél leirtakat = helyett {—z)-szel vessziitk figyelembe,
M 29.26 Inhomogén Euler-féle differencislegyenietet tsbbnyire gy oldunk meg, hogy el&szor

a hozzd tartozdé homogén egyenlet jitaldnos megoldasst hatdrozzuk meg, azutin 3 konstansok
varidlasinak médszerét alkalmazzuk.
Ha egy inhomogén Euler-féle differencidlegyenlet
a

apy™ + ;l—y(“’“ ot :—2 =ba” (b#£0)
alakd, akkor a megoldishoz azt is felhasznélhatjuk, hogy az ilyen differencislegyenletnek tohb-
nyire van y; = Bx™t® alaka megolddsa. _
Bizonyos esetekben fgy is eljuthatunk egy inhomogén Euler-féle differencislegyenlet megolds-
sdhoz, hogy az = = e”, illetve £ = 7% helyettesitést az eredeti inhomogén differencislegyen-
letre alkalmazzuk, az igy adéds illandé egylitthatés inhomogén differencislegyeniet dltatanos

megoldisiba az eredeti helyettesitéseknek megfelels z = Inz, illetve z = In(—z) képletet
visszahelyettesftjiik.

Feladatok

Hatdrozzuk meg az aldbbi Euler-féle differencidlegyenletek altaldnos megoldisit a

{0, 00) intervallumon, és ahol kezdeti feltételek vannak megadva, az ezeket kielégits
partikuldris megoldést is:

1160y" — 3/ +20% =0; (1) =2, ¥(1)=
ey -3y 2% = 8% y(1)=2, y(1)=3,
1182y — 2y + By =33,  y(2)=2, ¢(2)=

119. 4" - 3y + Ly =0,

120" + 3/ + Sy =0; Y1) =1, ¥(1)=

i21. yM iyl’ + '3'.73! =12x-—'21 1292. ym + 2 M + y + _s_y__a: 4,
123 9" + 3y - Ly + Sy =11, 124. 3" + 2 2 y" -E- by - Ly=5,

125. 49" — 32’Jr‘”y—ﬂ y(e) =¥, y(e) =1l
126. " + By’ + By =0;  y(1)=1, (1) =6,
127. 4" + Ly + 5 By= 0;  yle®)=1, y(el)=—10eTo, -
128. ¢ - Iy + Hy=0;, y(1)=1, ¢y(1)=2

129.y" - ¢ 4] +‘Ey-—22a 130. y"+%y'+fgy=fgcos2lnx,
131. ¢" —-—y’-{- Zy=z?-1, 132.¢" — 3y’+3gy—zinz,
133, yar+zy +;§y=$2’ 134. ym_{_l "‘E"‘Ey _ y=0,

. - L b By - Sy =0 )= Y= y'(0)=3.

29-10



29. Linedris kozonséges differencidlegyenletek — Laplace-transaformicié alkalmazisa

Laplace-transzformdcio alkalmazisa

T 29.27 Az =z = 0 helyen legaliabb n-szer differencidthats y fiiggvény n-edik derivaltjanak
Laplace-transzformaltja a kévetkezéképpen fejezhets ki:

n—1 B
(1 Ly =y - 3y,
=0

ahol Y = £{y} & v; = y((0). Specidlisan, £{y') = p¥ —3(0), L{y") = p?Y —py(0)—/(0).
T 29.28 Ha az slland6 egyiltthatSs lnedris
a0y™ + a1V 4Lt an1y + any = f(2)

differencialegyenlet karakterisztikus polinomjit I{(p)-vel, a jobb oldafi f(z) fiiggvény Laplace-
transzformaltjat F(p)-ve! jeldljiik, akkor a keresett y fiiggvény Laplace-transzformaitja

v F(p) - Q(p)
2 = ——-———,
ahol Q@ 2 p-nek legfeljebb (n — 1)-edfoki polinomja; specidlisan, yo =) = ... = g1 = 0

esetén Q(p) = 0, és igy

B Yip)= 2B,

M 29.29 Nem illandé egyiitthatos differencislegyenletek megoldisihoz haszndljuk a Laplace-
transzformait differencialisdra vanatkozd tételbsl és az (1) képletbsl adods

n—t
c{z™y™y = -1ty - Y Pt )
=0
formutat.

M 29.306 Az ebben a fejezethen szerepls feladatok megoldasihor felhasznéljuk a kévetkezd
tabiszatban szerepls y figgvények Y Laplace-transzformaltjat (illetve a ¥ filggvények y inverz
Laplace-transzformaltjat).
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29. Linedris kézénséges differencidlegyenletek — Laplace-transzformdcié alkalmazisa

sorszam | y Y sorszdm y Y
1 2 G’Z
‘ ) 1 » {IX) | zcosex (1'%;—&-2—)—2—
n! . 2pa
{]I) =" ;m (X) rsinaxr m
1 2 +a?
Ir e XI zchaz —
(i) — | & e
L P 2pa
{IV) [cosex Tral (XII) | zshex G—Z—{ldz—)?
. a p-a
14 XII|e* coshbr | — s
(V} |sinaz e { } .Ve cos bz TR
4 - b
Vi) jchaz | — XIV) ¥ sinbe |
(vi) 7 -t ( ) 1 (P_a)2+b2
(VII) | shex F—g——a—z (Xv) Ssz arctg%
) ! f~cosz |1 I
vin |zte | — s S [ =
( ) z"e oyt (XVvI) - 21n(1+p2)

Feladatok

Laplace-transzformacié alkalmazésaval oldjuk meg az alabbi dllandéd egyiitthatds
linearis differencidlegyenleteket a megadott kezdeti feltételekkel.

1362y" + 24 + 2y =0; #W0) =0, /¥(8) =1,

137y -2 +y=5  y(0)=y(0)=0,

138. y" — 3y + 2y =67 F; ¥(0) = ¢/(0) = 3,

139. ¢ -3 —dy =2 y(0)=1, ¢ (0)=-1,

140. y" — 4y’ + 9y = —cos z; y(0) =40} =0,

141y + 2 +2y =dze™ y(0) =y'(0) =1,

142.y" +y=1  y(0)=¢'(0) =4"(0) =0,

143. "+ 3" + 3 +y=1  40) =y'(0)=v"(0)=0,

4.y -2 +y=1  y(0)=y(0)=4"(0) =4"(0) =0,

145. ¢ 42ty =sinz;  y(0) =5/(0) = ¢"(0) =y"(0) = 0.
Laplace-transzformdcié alkalmazasaval szdmitsuk ki az alabbi dllandé egytitthatés
linedris differencialegyenletek Altaldnos megoldédsat.

146%™ - 3" + 24 =0, 1477y -3+ 3 —y=0.
Laplace-transaformécié alkalmazdsaval oldjuk meg az alibbi nem 4llandS egyiitt-
hatés linedris differencidlegyenleteket a megadott kezdeti feltételekkel.
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29, Linedris kdzonséges differencidlegyentetek — Kozelttd megoldds hatvinysorokkal

1480 y" 4+ 4zy' — 4y = 0 y(0) =0, ¢'(0) = -7,
1492 y" — 162y’ + 32y = 14; ¥(0) = ¥(0) = 0,
150. z2y" — 2y = 4a?; ¥(0) =4'(0) =0,
15 2%y + (2 -2y =0 y{0) = (0) =0,
152, 22y" + (5z% — z)y' — (202 + 3}y =0; y(0) = ¢/(0) =0,
153. y" + 8zy' = 0; w0} =4, '(0) =0,
154, y" —8zy +16y=3;  y(0)=v¢'(0) =0,
155. 4" + 22y — dy = 6; y(0) = (D) =0,
156. oy + 3y + 2y’ + 3y =0;  y(0) =0, ¥'(0) =1, ¥"(0) =0,
157+3x2y ) + 120y" + 222" + 2029/ + (16 — 2%)y =0;
y(0) =¢'(0)=0, ¥"(0)=2, y"(0)=0.
Laplace-transzformicié alkalmazédsaval kiséreljitk meg az alabbi nem allandé
egyiitthatds linedris differencidlegyenletek dltalinos megolddsinak mepghatérozd-
sat:
1582 zy" — (z + 1) +y = 2%,
159 2%y — 2y = 2,
1605y + 2y + zy = 0.
Laplace-transzformacié alkalmazdsdval hatdrozzuk meg az alabbi feladatokban sze-

repl§ differencidlegyenlet-rendszereknek azt a megoldasat, amely kielégiti a mega-
dott kezdeti feltételeket.

161°y" + z=—5cos2z; y(0)=1, F(0)=1,
2" +y = 5cos2z; 2{(0) = -1, Z{0)=1,
162%y" —y+24u=0; $0)=1, +(0)=0,
y+2" —z+u=0; 2(0) =0, 27 (0)=0,
ytezt+u —u=0; u(0) =0, «'(0)=0,
163. y = —z; y(0) =1,
Z=y  2(0)=0,
164. ¢ + 3y — 42 =9¢";  y(0) =2,
2y + 2’ — 3z = 37, {0} =0,
165. 9"+ +2"~z2=¢5  y0)=0, F(0)=1,
V+2y—2 +2=¢77 z(0) =0, 2'(0)=0,
166. (2" — ' +9y) —~ (" + 7 +32)=0; Y0 =1, H{0)=1,
" +y +19) - (" - +52)=0;  (0)=0, Z(0)=0.
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29. Linedris kbzonséges differenciélegyeﬂletek — Kézelitd megoldds hatvénysort;kkai

Linearis differenciidlegyenletek megolddsa hatvianysorokkal

T 29.31 Ha az (akdr homogén, akér inhomogén)

ao()y™ + a1 (@)D 4L )y = f(2)

differencidlegyenlet mindegyik egyiitthatsfilggvénye és az f fiiggvény is konvergens hatvany-
sorba fejthetd (megengedve azt a specidlis esetet is, amikor ezek koziil egyesek, vagy akdr
mind csak véges szami 0-t6l killénbsz3 tagot tartalmaznak, vagyis polinomfiiggvények), akkor
a differencidlegyenletnek tébbayire van hatvanysor alakd megolddsa.

M 29.32 Ezt a megoldast
y=cot ez ez . teaz" ...

alakban keresstik. Az adott differencislegyenietbe az y-nak ezt 2 hatvanysoras kifejezését, va-
lamint az egyiitthatéfiiggvények és az f hatvanysorat behelyettesitjik, a kijelslt mveleteket
elvégerzilk, azutdn a két oldal ugyanolyan fokszémé tagjainak egylitthatdit egyenlivé tesszitk
{mert a két hatvinysor egymissal egyenl5). Igy egyenleteket kapunk az y hatvdnysorshan
szerepld egyiitthatokra, A kezdeti feltételeket is figyelembe véve, a hatvanysor egyiitthatsi a
legtohb esetben egyértelmfien meghatirozhatck. Bizonyos esetekben joi ismert elemi figg-
vények hatvénysordhoz jutunk. llyenkor a keresett megoldast az Gsszegfiiggvény képletével is
megadhatjuk.

Hatvanysorok segitségével hatdrozzuk meg az aldbbi differencidlegyenleteknek az adott
kezdeti feltételeket kielégits partikuliris megolddsit, vagy a partikuldris megolddsnak leg-
aldbb negyedfokd polinomfiiggvénnyel valé kozelitését.

1670y =z+y;  y(0)=0,

168. (1-z)y +2¢ —y=0; 0=y (0)=1,

1692y —zy=sinz; (@) =0,

170, ¢ —yeosz = 0; y(0) = 1,

171%y +ytgz = cosz;  y(0) =0,

172, " +y =z’ y0) =4 ¥ =1,

173.¢ - efy=0; y(0)=1,

174, ¢ + 22y =0, y(0) =¢(0) =1,

175. ¢ —zy=cosz; y(0)=1,

176. 4" +y' —2zy=0;  ¥(0) =0, y'(0)= 1.
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30. fejezet

Parcialis differencidlegyenletek

D 30.1 Pardiailis differencidlegyenteten olyan egyenletet értiink, amelyben a meghatdrozandé
ismeretfen egy tébbviltozds valds fiiggvény, és az egyenletben az ismeretlen fliggvény kilonbs-
78 rendii parcidlis derivéltjai, valamint {egy- vagy tobbviltozés) adott filggvények szerepelnek.

D 30.2 Ha egy parcislis differencislegyenletben az ismeretlen figgvény fegmagasabb rendii
parcislis derivaltjanak rendje n, akkor a parcislis differenciifegyenlétet n-edrendiinek nevezzik.

D 30.3 Ha egy parcislis differencidlegyenlet 0-ra redukslt alakjsban a nemzérus oldalon olyan
fuggvény &ll, amely az ismeretlen fiiggvényre és annak parcidlis deriviltjaira nézve k-adfokd
polinomfliggvény, akkor a parcidlis differencidlegyenletet k-adfokiinak nevezziik; mégpedig, ha
az ilyen parciilis differencidlegyenletben minden nemzérus tagnak ugyanaz a fokszdma, akkor a
parcislis differencislegyenletet homogénnek mondjuk. Ha valamely parcilis differencitegyenlet
fokszdma 1, akkor azt is mondjuk, hogy a parcialis differencidlegyenlet linedris.

ElsSrend( parciilis differencidlegyenletek

D 30.4 Az z és y valtozokts! fiiggs valés u fitggvényre felirt elsGrendd parcidlis differencial-
egyenlet altaldnos alakja

- Fz,y,u, u;,u'y) =0.
M 30.5 Ebben a fejezetben az elsdrendif parcislis differencialegyenleteknek esak egy speciilis
tipusaval, a kvazilinedris parcislis differencislegyenletekkel foglalkozunk.

D 30.6 Az z és y valtozokeol fliggd valds u fiiggvényre felirt elsBrendd parcialis differencial-
egyenletet kvdzilinedrisnak nevezzik, ha ekvivalens stalakitisokkal

a2, 3, w2, 9) + Bz, 1w (e,y) = oz, you)

alakra hozhaté, ahol a,b és ¢ {az z,y és u-t6l fliggs) adott hiromviltozds valés figgvények.
Specialisan, ha ezek a fliggvények csak z-t5l és y-t5l fiiggenek, akkor a parcidlis differencidle-
gyenletet linedrisnak nevezziik.

M 30.7 A D 30.6-beli kvazilinesris parcidlis differencidlegyenlet megoldisshoz feltesszitk,

hogy a benne szerepls a,b és ¢ figgvények R® valamely D tartomanydn folytonos elsdren-
4a parcidlis derivaltakkal rendelkeznek.
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30. Parcidlis diﬂ'erenciélegyeﬁietek — Elsfrend parcidlis differencidlegyenletek

D 30.8 Legyen u(z,y) egy kvazilinedris parcislis differencislegyenlet megoldisa R? vatamely
V tartominydn. Tegyiik fel, hogy minden (z,y) € V esetén (z,y,u{z,y)) € D.
Az f(z,y,u) = u(z,y) — v ((z,y) € V) fuggvénnyel definialt

f(z,5,u)=0

egyenletdl felilletet a széban forgé kvizilinedris parcidlis dlffe{encaélegyeniet egy integratfelii-
letének nevezzitk.

T 30.9 Ha iz, y) invertslhats, &s falytonos elsrendd parcislis derivaltjai vannak a V tarto-
minyon, akkor a B 30.8-beli integraifelilet minden (z, y, u(z, y)) pontjshoz tartozik érintdsik,
5 a3z érintdsik normilvektora

gradf = [u'z(a;’ y)»“:;(zs ¥) -1}

™M 30.10Egy

alz, y, whul(z,¥) + b(z, 4, u)(z,v) = oz, ¥, %)
kvazilinesris parcidlis differencislegyentetben szerepld a,b és ¢ fliggvények segitségével defini-
aljuk a

vektor-vektorfliggvényt a D tartomdnyon, melynek segitségével a kvazilinedris parcidlis diffe-
rencidfegyenlet

"tl(:l:, i u)’u;(zr y) + b(xa Y, u)u’y(z, y) - C(:L', Y, ﬂ) =0

alakjanak bal oldala nem mds, mint a v(z,y, u) & grad f(z, y, u) vektorok skalaris szorzata,
azaz a kvazilinedris parcidlis differencidlegyenlet Stithaté a

v(z,y,v)grad f(z,y,u) = 0

alakba. Mivel két vektor skaldris szorzata akkor & csak akkor nulla, ha a két vektor me-
rileges egymisra, ezért a kvizilinedris parcidlis differencislegyeniet barmely integrilfefilete
esetén az integralfelilet tetszéleges P(z,y, vz, y)) pontjshoz tartozd érintdstk parhuzamos a
P(z,y,u{z,y)) pontbeli v{z, y, u(z, y)) vektorral. Ha a kvazilinedris parciilis differencidlegyen-
let valamely f(z,y,u) = 0 egyenletd integriifeliletén van olyan r(s) = z(s)i+ y(a)j + u(s)k
egyenleti gérbe, amelynek tetszdleges P{z(s);y(s), u(s)} pontheli érintSvektora. megegyezik
a P pontbeli v vektorral, akkor e felilleti gorbét leir vektor-skalirfliggvény z(s), ¥(s), u(s)
koordinatafaggvényei kielégitik a

dz{s dy(s du )

E6) ooy, B by, B = o)
differencislegyenlet-rendszert.

D 30.11 Az
kvazifinesris parcialis differencislegyenietben szerepls g, b és ¢ fiiggvényekkel felirt

di!ferenciéfegyenlet-fendszer megolddsai dltal meghatirozott r(s) = z(s)i+ y(s}j + u(s)k

egyenletd gorbéket a kvazilinedris parcislis differencizlegyenlet karakterisztikus gGrbéinek ne-
vezzik.
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30. Parcidlis differencidlegyenletek — Elsérendif parcidlis differencidlegyenletek

T 30.12 Ha az
a(zv Ys u)u'z(:z:,y) + b(za Y u}u;(zx y)= c(m?y) )

kvazilinedris parcidlis differencidlegyenlethen szerepls a, b és ¢ filggvények a2 D tartomanyaon
eleget tesznek a Lipschitz-feltételnek és valamely sq paraméterre az v(s) = 2(s)i+y(s}j+u(s)k
egyenletd karakterisztikus gorbe Py(z(s0), 9(s0), u(s0)) pontja rajta van a kvézilinedris parcia-
lis differenciglegyenlet egy integralfeliiletén, dkkor a sz6ban forgé karakterisztikus gorbe teljesen
rajta fekszik az integralfeliteten. Tovabba minden integralfelillethez tartozik olyan, karakterisz-
tikis gorbékbal 516 egyparaméteres grbesereg, hogy a két geometriai alakzat ugyanazokbé!
a pontokbél 5.

D 36.13 Kezdetiériék-probléma; Legyen adott a

G:xe(t) = (i +y(D)i+u()k;  tE [ty 1]
térgorbe (az un. kezdeti girbe) dgy, hogy minden t € [f1, 22] esetén (z(t), 3(t)) € V. Tegyiik
fel, hogy minden ,t* € {t1,t2], t # {* paraméterpdr esetén =() # z(1*) vagy y(t) # (2%},
valamint minden { € [t;,f2}-re &2(t) + $2() # 0. Egy kvazilinedris parcislis differencislegyen-

let olyan ufz,y) megoldasinak meghatarozasit, amely minden & € (21, %3] paraméter esetén
kielégfti az

u(t) = u{=(t), y(1))

azonossigot, a kvazilinedris parcidlis differencislegyeniethez és a kezdeti girbéher tartozd
kezdetiérték-problémainak nevezziik.

M 30.14A Kezdetiériék-probléma megolddsat azzal kezdjilk, hogy az s paramétentd] fiiggs
karakterisztikus gérbék koziil kivalasztva a G kezdeti gorbén sthaladékat, a karaktérisztikus
gorbék altal meghatarozott

= z(s,t)i+y(s, )i+ u(s,t)k; te€fti,ta] 5 € [s1,9]
(kétparaméteres) vektoregyenlet( feliiletet tekintjiik. Ezen felilfet egyenletrendszerét alkots
z =z{s,t), y=uyls1), u=ulsi}

egyenletek kézii! kett6bsl {példaut az elsd kettsba!) kifejezziik az s €s a t paramétereket (mint
z és y fliggvényét), & azokat a harmadik egyenletbe behelyettesftjik; igy az

u = u(s{z, ¥),z,y})

megoldasfiiggvényhez jutunk. A kezdetiérték-probléma nem mindig oldhaté meg; ha megold-
hats, akker sem mindig egyértelmiien. Ha az = = 2{s,t) €s y = y(s, {) fuggvények

J= z%(s,t) z‘;(s,t}
ys(sat) yg(stt)

Jacobi-féle determinénsa a vizsgalt tartomdnyon sehol sem nulla, akkor 2 kezdetiérték-probléma
egyértelmien oldhaté meg. Ekkor ugyanis az ¢ = z(s,1), ¥ = y(s, t) fuggvénykapcsolat inver-
tslhats. Ha J =0, akkor a G kezdeti gérbe maga is karakterisztikus gérbe, s igy végtelen sok
integralfeliilet halad rajta keresztil. Ha J # 0 a vizsgalt tartomanyon, de a kezdeti gorbe vala-
mely fvének megfelels ponthalmazon nulla értéket vesz fel, akkor a kezdetiérték-problémanak
nincs megoldasa.
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30, Parcidlis diﬁerencié!egyenietek — Maisodrendii parcislis differencidlegyenletek

Feladatok

Oldjuk meg az aldbbi elstrendd kvazilinedris parcidlis differencidlegyenletekre vo-
natkozé kezdetiérték-problémakat:

12 wui(z,y) —wle,y) =1 Gir(t)=—ti+tj+k, —oo<t<oo,

27 yup(z,y) — 2uylz,y) = 2zyy; Grr(f) =ti+tj+tk, £>0,

3. bul(a,y)+2ul(z,y) =1 G:r(t) =204+ 9%k,

4. 4ui(z,y) —u(z,y) =T G:r(f) =4efi+ e+ €'k,

5% wul(z, ) +oyul(z,y) = ultu; Gir(t) = (n)i+(EF)+(2t-1)k, ¢ > 0,
6> Lul(zy)+tu(zy) =g 0<zu<k G:r(t)=1tj+2k,

7. wul{z,y)+ iu;(z,y) =1 yu>g G r(t) =1,

8% ul(zy) +ulz,y) = 1; G:r(t) =ti+1j+ ¢k,

9. e fup{z,y) +ylnyufe,y)=1, y>0; G:r(t) = (Int)i + e'§ +tk,
107 yuy(z,y) +ouyz,y) =z +y G:e(t)=ti+ (¢ +1)j+(2¢ + 1)k,

117 zul(z,y) +suf(z,y) =1 -z G:r(t) =ti+tk.

Maiasodrendd parcidlis differencidlegyenletek

D 30.15 Az z és y valtozdkté! fliggs valés u fliggvényre felirt masodrendd parcidlis differen-
cidlegyenlet 4ftaldnos alakja:

(R R N
F(z,y,%, uzs“ywuznuzys“yz,“yy) =0.

M 30.16Az = & y viltozdkto! fliggd valds u fiiggvényre felirt masodrendd parcialis differen-
cidlegyenlet homogén linedris, ha ekvivalens atalakitasokkal
a(z, y)ug:z + bl(z': y)u'x;y + ba(z, y)“’;:z + c(zry}ugy +d(=, y)ufc + e(z, y)u; + flz,y)u =0

alakra hozhaté, ahol a, by, by, ¢,d, e és f adott (kétviltozds) valss figgvények. A tovabbiakban
feltételezzitk, hogy az u(z,y) figgvény mdsodrendd- parcidlis derivaltjai folytonosak a tekin-
tetbe vett tartomanyon. Ekkor u:‘-;y = u';,z, s Igy a fenti formula a kévetkezs alakra hozhaté:

al(z, yhuy, + 26(2, y)uy + oz, ¥)uy, + d(z, V), + e(z, y)uy + f(z,3)u =0,
ahol b(z,y) = §{b1(=,9) + ba(=, 9)-
D 30.17 Az

a(z, Y)ug, + 26(z,¥)uzy + ez, )ugy +d(z, 9} + e(z, Y0y + flz, y)u =10
masodrendd homogén linedris parcidlis differencislegyenletral azt mondjuk, hogy
hiperbalikus, ha e(z, y)e(z,y) — b%(z,3) < 0 {(pl. a rezgd har differencidlegyenlete),

- parabolikus, ha a{z,¢)c(z,y) — bz(z_,y) = 0 {pl. a hévezetés differencidlegyenlete),
elliptikus, ha a(z, y)e(z,¥) — b%(z,¥) > 0 (pl. a kétdimenziés Laplace-egyenlet).
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30. Parcidlis differencidlegyenletek — Hiperbolikus parcidlis differencidlegyenietek

Hiperbolikus parcidlis differencidlegyenletek

122

13%

14%

157

is6.

Mutassuk meg, hogy az g4(z, £}~ a®y? (2, t) = 0 hiperbolikus masodrendd homogén
linedris parcidlis differencislegyenletnek van y(z,f) = X (z)T{t) alakd megoldisa.
Hatédrozzuk meg az X (z) & T(f) figgvényeket.
Oldjuk meg az
viel(z, 1) — @’y (=, 1) = 0
hiperbolikus m4sodrend® homogén linedris parcidlis differenciglegyenletet az
y0.)=0=y(l;it); t20
feltételek {un. peremfeltételek) mellett, ahol I pozitiv szdm.
Oldjuk meg az 7
vir(z,1) - *y(e,8) = 0
hiperbolikus mésodrendd homogén linedris parcidlis differencidlegyenietet az
y(0,5) =0=y(l,2); t>0
peremfeltételek és az
¥z,0) = fz); 0<z<l,
y;(z,G)E 9 06<z2<!

feltatelek {un. kezdeti feltételek) mellett, zhol f a {0, ] intervalhimon folytonos flige-
vény.

Oldjuk meg az y
vii(z,1) — Py (z,1) = 0

hiperbolikus masodrendd homogén linedris parcidlis differencidlegyenletet az
y(0,)=0=y(lt); t20

peremfeltételek és az
y(z,0)=0; 0<z<d,

W(z,0)=g(z) 0<z<I

kezdeti feltételek mellett, ahol g a [0, 1] intervailumon folytonos figgvény.
Mutassuk meg, hogy az

Yi(z.t) - e*yl(z,1) = 0,
w0, t)y=0=yllt; £20,
¥z, 0) = flz)y 0<z <,
w(n0)=g(z) 06<z<l

kezdetiérték-probléma. megolddsa y(z,t) = yi(z,1) + y2{z,t), ahol i(z,t) a 314.
feladatbeli, y2(z, 1) pedig a 15. feladatbeli kezdetiériék-probléma megoldasa.
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340. Parcialis differencidlegyenletek — Hiperbolikus parcidlis differencidlegyenletek

Oldjuk meg az aldbbi hiperbolikus homogén masodrend( parciglis differencidlegyenleteket
a megadott peremfeltételek és kezdeti feltételek mellett:

172 yi(=,1) - 00135 (2, 1) = 0, 18>
(0, 8) = w{r/2,t)=0; 210,
yz,0)=zcosz; 0<z<n/f2
W(z,0)=5in27; 0<z <2

19. iz, - a®yl (z,t) =0, 20.
y(0,6) =y(L,1)=0; 220,
¥Wz,0)=lz~1]-1; 8<=<y
wz,0)=1 0<=z<2,

21. y:rt(z*t) - azyg:(zrt) =0,

70,y =y(m,t)=0; t210,

Wz, 0)=f(z); 0<=z<m,

Wz, 0) =g(z); 0<z<n,

ahol g{z) = 1, az f grafikonja pedig az
4bran lithaté parabolaiv.

22>  Tekintstink egy ! hosszisigd, mindkét vé-
gén befogott, p nagysigi erdvel feszitett,
tokéletesen rugalmas, homogén témegel-

oszlast hirt. Legyen a nyugalomban levd
hiir az zy-koordinatarendszer z-tengelyének

y{f(z,t) - 29”:‘2(3!” =0,
y(0,) = y(2m,t) = 6;
y(2,0) = -1 4 cos z;

¥i(z,0)

y;’;(a:,t) - azygz(x,t') =0,
y{ﬂ,t) = y(lat) =0;

= sin;

t> 90,
6<z<2rm,

0<z <2,

t>0,

y(z,0) =2l ~2; 0<z<1,
Yi(z,0) =~z +2; 0Lz <],

Y

e

4

4

Nl - .o

" T

[0,] szakaszén. Mozditsuk ki a hart nyugalmi helyzetéhél az y-tengellyel parhuza-
mosan. Hatsrozzuk meg a hir (£ id6td] figgd zy-sikban t6rténd) rezgését leird y(z, 1)
figgvényt, ha a hir kezdeti alakjit olyan y = f(z), kezdeti sebességet pedig olyan
y = g{z) figgvény irja le, amelyek a {0,{} intervallumon Fourier-sorba fejthetSk.

23% Két végén befogott, ! = 10 egység hosszi-
sagh hart a ¢ = 0 kezddpillanatban a hir
felezdpontjin Ggy penditink meg, hogy az
az abran lathato kezdeti alakot vegye fel;
a hiirpontok kezdeti sebessége legyen 0.
a) frjuk fel a kezdeti- és peremfeltétele-
ket!

b) Hatdrozzuk meg a rezgést leird fiigg-
véuysort!

24> Hatirozzuk meg a mindkét végén befo-
‘gott | = m egység hossziisdgi hir rezgését
leir6 figgvénysort az y(0,1) = 0 = y(x,t)

10 =

peremfeltételek és az y(z,0) =0, y(z,0) = sinz kezdeti feltételek mellett, ha a
feszit§ erd nagysiga p, az egységnyi hirdarab tSmege pedig o.
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30. Parcidlis differencidlegyenletek — Parabolikus parcidlis differencislegyenietek

25.

26.

27>

282

Két végén befogott, | = 4 egység hosszé-
sdgd hirt a ¢t = 0 kezdGpillanatban oly
médon penditiink meg, hogy az az abré-
nak megfeleld alakot vegye fel; a hir pont-
jainak kezdeti sebessége legyen 0.

a) frjuk fel a kezdeti- és a peremfeltétele-
ket!

b} Hatdrozzuk meg a rezgést leiré fligg-
vénysort!

Egy ¢ = 10 egység stirfiségt, homogén
eloszldsd, p = 40 egység erbivel kifeszitett
{mindkét végén befogott) hir rezgéseket
végez. Adjuk meg a rezgést leird y(z,t)
faggvényt, ha a hir kezdeti alakja az 4b-
rén 14thats, portjainak kezdeti sebessége
pedig 0.

Egy ! hosszdsdgd, mindkéi végén befo-
gott, homogén rid longitudindlis rezgése-
ket végez. A rid hossztengelye menti koor-

Y

- I
AR

B |

5

3

1]

dindtdt z-szel jeldlve, a ridrészecskék kezdeti helyzetét és sebességét az f(x), illetve
g(z) fuggvények irjik le. Jeltlje y(x,t) a rdd nyugalmi helyzetben = koordinitsjd
keresztmetszetének a nyugalmi helyzettsl vald kitérését (a rid hossztengelye irdnyd-
ban} a t idGpillanatban. Hatérozza meg az y(z,?) figgvényt.

Egy = hosszisdgi, mindkét végén befogott, homogén rid longitudinalis rezgését az
yift(zi t} - 3:9":[::(31 t) =0

differencidlegyenlet itja le az

9(91 t) = y{ﬂ-i t) =0;

peremfeltételek, illetve az

¥{(z,0) = z(r —z);

t>0

¥(2,0)=0; 0<z<r

0<z<n

kezdeti feltételek mellett. Adjuk meg a rezgést leird y(=, t) figgvényt.

Parabolikus parcialis differencidlegyenletek

r'ile

Mutassuk meg, hogy az

1
yi(a:,t) - ﬁygz(xvt) =0

parabolikus masodrendil homogén linedris parcidlis differencidlegyentetnek van
y(z,t) = X(z)T(t) alaki megolddsa. Hatdrozzuk meg az X {z) és T(t) fiiggvényeket.
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30. Parcidlis differencilegyenletek — Parabolikus parcidlis differencidlegyenletek

o>

317

32°

33>

Oldjuk meg az
i(z,1) =~ Z5da(2,) = 0
parabolikus homogén linedsris masodrendd parciglis differencidlegyenletet az
o,y =y(l,t)=0; t>0

peremfeltételek meflett, ahol I pozitiv szém.
Oldjuk meg az

1
y;(a:,t) - ?ygz(zwt) =90
parabolikus homogén lineiris masodrendd parcislis differencidlegyenletet az
y(0.8)=wn, yhit)=y; 120

peremfeltételek mellett, ahol { pozitiv, g1 és yp pedig tetsaGleges valds szdmokat
jelolnek.

Oldjuk meg az
i(zt) = 5a(o,0) =0
parabolikus homogén linedris masodrend® parcidlis differencidlegyenletet az
¥(0,0)=y(l,ie)=0; t20
peremfeltételek és az
¥z, 0)= f(z}; 0<=z<!

kezdeti feltétel mellett, ahol f a (0,!) intervallumon folytonos és korldtos fliggvény.
(Megjegyezzik, hogy f(0) = f(1) = 0.)
Oldjuk meg az

e, 1)~ Zia(z,0) = 0
parabolikus homogén linedris mdsodrendt parcidlis differencidlegyenletet az
(0. ) =w, y(hit)=w2 120
peremfeliételek és az

¥(z,0)= f(z}; 0<z <!

kezdeti feltétel mellett, ahol f a (9,1) intervallumon folytones és korldtos Higgvény.

{Megjegyezziik, hogy f(0) = w1 és f{I) = m.)

Oldjuk meg a kivetkezd feladatokban szerepld parabolikus homogén misodrend parcidlis
differencislegyenleteket a megadott peremfeltételek és a kezdeti feltétel mellett:

342

1
y;(mvt) - Ey;_fz(:!:, t)=10, 35. y;{x,t} - ll]{lyg:(:n,t) =0,
3(0,2) = p(10,8) = 0; ¢ 20, w0.0 =32ty =0; 120,
é-’ﬂ; ha0<z<5, y(z,0)= -1 +cosz, 0<2<2n,
W20=15 ls has<z<
gr, had <z <10,
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30. Paggislis differencidlegyenletek — Parabolikus parcislis differencidlegyenletek

36.

38%

39?2

431°%

428

43°

44°

¥i(e,8) — vz:(z,0) = 0, 37. iz, )~ yoo(z,0) = 0
y(ﬂ;t) = 01 y(ﬂ'.t) = 1; t> a: y(oa t) = 0: y(11 t) = 1; t> 01
Z oy i 0 haz =0
z,0)=—+sinz; 0Lz <m, 1 s
¥(=0) 1r+ y(z,ﬂ}—{z+100, hat<z <1,
1, haz=1.
Hatédrozzuk meg azt a fliggvényt, amely az [ hosszisdgt, dllandé keresztmetszeti

homogén &s izotrép hdvezetd rid homérsékletelosaldsst tetszleges idGpontban leirja,
ha a rid hémérsékleteloszldsa a ¢ = 0 iddpillanatban ismert, s a vizsgalat kiszben a
riid mindkét végét (& fokon tartjuk.

Hatérozzuk meg az o-tengely [0,7] szakaszdn elhelyezett, slland6 keresztmetszeti,
homogén és izotrép hévezets rad hﬁmérsékleteloszlését leird g(z,t) fliggvényt, ha a
riid homérsékletvezetési tényezsie }, a rid hémérsekleteloszlésa a t = 0 iddpillanat-
ban y(z,0) = sinz, (0 < = < 7), s 2 vizsgalat kozben a rdd mindkét végét 0 fokon
tartjuk.
Hat4rozzuk meg az z-tengely [0,1] szakaszdn elhelyezett homogén izotr6p rid hé-
mérsékleteloszldsat leird y(z,t) fuggvényt, ha a rid kezdeti homérsékleteloszldsa
a) yz,0) = He(l~2)) 0<z<l, ceR,

z, hal<z<li,
b) (=, 0) = {a haz =,
végeit pedig slfandéan aérus homérsékleten tartjuk.
Hatérozzuk meg az z-tengely {0,!] szakaszén elhelyezett homogén és izotrép rid
homérsékleteloszldsdt leiré y(z,;t) figgvényt, ha a rid kezdeti homérsékieteloszldsa
¥z, 0} = f(z) (0 € = < I) végeit pedig ¥, lleive 3y homersekieten tartjuk, azaz
WO, )=y &s gLty =2 (2 0).
Tekintstink egy 10 cm hosszi homoegén izotrép rudat, melynek h&mérsékletvezetési
tényez&je egyenld I-gyel. A t = 0 iddpillanatban az egész rid hdmérséklete 0°C.
Tartsuk a rid egyik végét —120°C, a mésikat pedig —20°C homérsékletd folyadék-
ban. Hatirozzuk meg a rid lehilési folyamatat leir6 fiiggvényt. '
Tekintstink egy 10 cm hosszd homogén izotrép rudat, melynek hémérsékletvezetési
tényezdje egyenld 1-gyel. A t = 0 iddpillanatban az egész rid hémérséklete 100°C.
Tartsuk a'rdd egyik végét 0°C, a mésikat pedig —1°C homérsékletd fclya,dékban
Hatéarozzuk meg a rid lehiilési folyamatat leiré fliggvényt.
Egy 10 cm hosszd homogén izotrép rid hovezetési tényezdje 1. A t = 0 idgpilla-
natban az (z-tengely [0, 10] szakaszdn ellielyezett rid) = helyen mért hémérséklet
f(z) = (22 — 10)°C. Tartsuk a rid egyik végét (amely az origéban van) —10°C, a
misikat pedig 10°C hémérsekleten. Hatsrozzuk meg a rad lehillési folyamatst leiré
fiiggvényt.

30-9



30. Parcislis diﬁerenciélegyeﬁietek — Kétdimenzi6s Laplace-egyenlet

Kétdimenzids Laplace-egyenlet

452 Mutassuk meg, hogy az
vz:(2,9) + “gy(zs y)=0

kétdimenziés Laplace-egyenletnek van u(z,y) = X(z)Y(y) alakd megoldssa. Hats-
rozzuk meg az X{z) és Y(y) figgvényeket!

46% Mutassuk meg, hogy az
tz2(%,9) + gy (2, 9) = 0
kétdimenzids Laplaxe—egyéniet azon u(z,y) megoldésa, amely a
D={(z,9)eR®:0<2<a, 0<y<h a,b6>0}
téglalap alaki tartomdny hatdrén teljesiti az
wz,0)=u(z,b) =0 0<z<a,
20,9} =0, wa,y} =g(y); 0<y<b
feltételeket elgillithatd

oo “
u(z,y} = Z (En sh EEE) sin %
n=1

nxa

alakban, ahol az Ey sh 5% értékek annak a 2b szerint periddikus pératlan fiiggvény-
nek a Fourier-egytitthatoi, amelynek a {0, 5] intervallumra vald lesz@kitése megegye-
zik a g figgvénnyel, és igy

2 LA Ry
E"_mf—‘?/o g(y)sin 5w

{Megjegyezzilk, hogy g a (0, b) intervallumon korl4tos és folytonos fitggvény, valamint
£(0)=g(b)=0.)
Oldjuk meg az uj(z, ) + u},(2,y) = 0 kétdimenziés Laplace-egyenletet az aldbbi felada-
tokban szerepld feltételek mellett:
47 w(z, ) =u{z,2)=0; 0<z <3,
w0,¥)=0, u(3,y)=1t; 0<y<2 iHeR,
48, u(z,0)=u(z,7)=0; 0Lz <,
- a{0,y}=0, e(r,y) =siny; O<y<m,
49. w(z,0)=u(z,1)=0; 0<z<1,
#l,y)=0, u(l,d=y; O<y<l,
50. u(z,08)=u(z,0)=0 0<z<aq,
w0,y)=ufa.y)=0; 0Ly<h
51. u(z,0)=w(z,1)=0; 0<z<1,
u(0.9) =0, u(l,y)=y(1-9); 0<y<L
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30. Parciélis differencidlegyenlstek — Kétdimenziés Laplace-egyenlet

Bebizonyithat6, hogy az vl _(z,v) + u;y(:c,y) = { Laplace-egyenlet %(0,%) = u(a,y) =0
(0 <y <b)és ulz,0)=0, w(z,b) = f(z) (0 < = < a) feltételeknek eleget tevs megoldisa

fe o]
u(z,y) = Z (F,. sh 1?) sin _nz_;

n=]

alakid, ahol az Fy, sh 5};’-& értékek annak a 2a szerint periddikus, pératlan figgvénynek a
Fourier-egyiltthatéival egyenldk, amely figgvénynek a [0, a] intervallumra vald leszikitése
egyenls f-fel, &sigy Fr = ﬁi‘ Iy f(z)sin B22 4z, (Megjegyezzik, hogy f a (0,4) inter-
vallumon korlitos és folytones ﬂfilggvé_ny, valamint f(0) = f(a) =0.) _
Mindezek alapjan oldjuk meg az ulf,(z,y)+ty,(z, y) = 0 kétdimenziés Laplace-egyenletet
az aldbbi feladatokban szerepld feltételek mellett:
52 w(0,y)=u(2,y)=0;, 0<y<2,

wz,0)=0, uz2) = {7, 5 r2)
53. u(0,y)=u(my)=0; 0<y<m,

ufz,0) =0, ufz,x)=cosz; d<z<m,
54. u(0,y)=u{l,y)=0 0<y<2,

w(z,8) =0, u{z,2)=2, O<z<1,
55. u(0,y)=¢{l,y})=0; 0<y<1,

w(z,0) =0, {z,1}=z(x~1), 0Lz<],
56. u(0,y}=u(l,y)=0; 0Zy<I,
2z, ha0<z < %,

u({z,0) =0, u(::,l)-—-—{l’ ha%£x<1.
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22. Szémsorok (megoldasok)

A k-adik reszletosszeg két mértani sor k-adik részletosszegére bonthato

k
1
=3 (_) + Z ( ) azaz D 22.1 és T 22.5 alapjén
n=}
© gn | gn . 1 3
——n:l 6" —kiilgo‘(jk_i-l-l_i

X 5 2 2 52 1 . _ .
,,gl (W + W) = ,,Z,.._.:l 102 105" ezért D 22.1 és T 22.5 szerint

. 52 . &1 13
o=l e =1 #L“;g 1077~ 2475

Mivel 0 < a—i——l- < 1, ezért T 22.5 szerint a sor konvergens; s = a.

14
2

1
A sor = i, ezért T 22.5 szerint

V2
Q-
3

;—2 hinyadosd mértani sor. Mivel

a sor konvergens; s = 1+ 4.

(1-2° 2f
3

—, ezért T 22.5

A sor hanyadosi mértani sor. Mivel

144+ 6
29 _
1+ 3y

A Moivre-képletet (T 6.14) alkal e = -
Moivre-képletet { ) Tazva: o4 2’

S £ ()

n=0 n=0

szerint a sor konvergens; s = —

ezért

A T 225 szerint s = =

00 (_1)11-1 o3 1 n—1 .
I zaz+a_ (- ) asas asor

= at+a—~1

mM

“Frac1 hinyadosd mértani sor, ha a® +a~1#0. (Aze®+a—1=10

esetben a sor nem létezik.) T 22.5 szerint a sor akkor és csak akkor konvergens,
ha e <1—2, —1 < a <0 vagy a > 1. Ezekben az esetekben a sor Ssszege:

S:a2+a'

e
Elemi tortekre bontdssal (T 12.18): Z =Y (
1 n=] ( + 1 n=l 1

+
. 1
“—31.“:,‘0(1‘54“"_5* +k k+1) k——»oo(l ) 1

28.1

) , ezért
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22, Szé;nsorok

9. Az elgz6 feladat megolddsdhoz hasonléan jirhatunk el. Elemi tértekre bon-

téssal(TlZla)'i——l——ool(l ), esert
T onn+2) T Z2\n nt2/° e

2 k+1 k42

oo [+<]
10. Elemi toértekre bontdssal: z Intl = Z (iz — (—_:1—)2—), s =
— n E0 n

n=}

n
© 1, 1 1 1
. Sy v oyt _ .
DD we s v ZS(Sn—Q 3n+1)‘ =3

1 1 ) e
n+i n+i+l/’ =7

12.

=0
X 2 x. 1 1
13. — .
§n2+2n(i+1)+2i—1 ﬂg(n+z n+i+2)’
. . 1 i H 1 1-3
s_kil.uios"—k%?o(?+i+1_i+k*i+k+1)_ 2

14. Jelslie szokdsosan Z~ a negativ egész szamok halmazit. Ha a ¢ Z7, akkor a
sor a kévetkezd alakra hozhaté:
_ Sl 11y
2 n+ta nta+l 2 ntat2/

n=]

(e M e R )
—2\\n+a n+a+l n+aetl nta+2//°

n=1
foy s =
fum«‘ )~ (- ) -
2k—oo\a+1 a+2/ Nk+a+l k+e+2// 2a+1)a+2)
HaaeZ™, a.kkor a4 SOT nines érteimezve
S Vn+ ( ) .
15. miati
2 Vvn? -i-n . ,12-: Vo

: =lmy o 83 = Lmyj .o ( \/k-t-_l) =1.

o0 e .
16. Zm(l—%)=2(lnn+1— nr_ll) miatt

n=2 -

s—khm sk——-khm (—ln2+lnk+1) =—-In?2.

—00 k

1 1
17. Ha o = arctg - és f= arctg,n 1 akkor

tga—tgf 1
1+tgatgf nP+n+1’
222

tgla — B) =



22. Szamsorck

1 1 1
s igy arctg pepeane ctg — — arctg T Ezt felhasznélva

s = klgx;osk = hm (a.rctgl — afclg s i 1) = %
3 1 2 3 kE+1
18. Egyrészt spy = + 2 + 5+ + ’2—F+T =
1 1 1 1 1 2 E Yy I 1
(§+§§+23+ +2k+i)+ +23+ + +2k+1 - 2k+1+2
E+1 -
mésrészt spp1 = Sk + ki-n > si. Ezekbsl 1 - — Es s, tehdt s < 2, vagyis a

részletdsszegek sorozata feliilr8l korldtos, és 2 egy fels§ korlatja a sorozatnak.
Ez azt jelenti, hogy a részletosszegek sorozata konvergens (T 7.22).
. .. 1 Sk s
o= fim ouns = i (1= g + ) =145
Ebbal a sor dsszege: s = 2.

ad 2n 1 &2
19. Z 5_:1 ( pri —) Az el6z5 feladat eredményét is felhasznélva:
n=1 n=
k
= |i = 2-1=
5= lim 2?__31 7 El 5e]=22-1=3

20. A 18. feladat meéoldéséhoz hasonléan jarhatunk el:
1 1 Sk _ k41
Sk+1 =;I-__—1(1—;;kﬁ)+z, Sk41 —5k+m>3k'
Ezekb6l adédik, hogy sp <
1

. $ [ L ge
s = klll..uéoskﬂ =——7 + o amibdl s = s 1)2 adodik.

21. Teljes indukciéval megmutathats, hogy s = 1~ V24 VE+2-vVE+ 1, ezért:
1-v2.

Gil? minden k pozitiv egész szamra teljesiil.

1
-1 = & Y Y S
S = gm0 Sk ki‘;(l f+¢m+¢m)

o
22. Tekintsik a Y _(g(cosa +isina))" =

n=]

> e] o0 o0
> ¢"(cosna + isinna) = > q'cosna+1i) ¢"sinne
n=1 n=i n=1

mértani sort (1. T 6.14). |g{cos a + isina)| = |g| < 1, ezért T 22.5 szerint a
sor konvergens. A sor Gsszege: -

glcosa +isina) gcose — ¢ i gsin o
T 1—g{cosa+isina) 1+4g%—2gcosa 1+g?—2gcosa’

gcosa — g
14 g% —2¢cosa

& n gsin o
és > ¢"cosna =

n=1

> 4]
4y e " _: _— [N A
amib&t ’?:1 q" sinna = 178 —2gcona
(1. inég a T 7.28 tételt}).
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22. Szamsorck

24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

! E" > 1 minden n pozitiv egész szdmra, azaz a sor tagjai nem alkotnak
nullasorozatot, igy T 22.3 szerint a sor divergens.
n
m o—
=00 3n — 1
Minden n és p pozitiv egész szdm esetén: {spip — $n| =

;, ezért T 23.3 szerint a sor divergens.

—— et > P ,

Jo+1)(n+2) Vo +pn+p+1)  f(n+p)n+p+1)
1

TS petpr) T ) (2 e )

Emiatt nem teljestil a Cauchy-féle konvergenciakritérium (T 22.4), azaz van
olyan ¢ > 0, amelyhez nem adhatd meg olyan ng valés szdm, hogy ha n > ng,
akkor minden p(€ N*) esetén Jsnip — sal < e

P + lim P

n,p €NT)és

\/n+p+\/n-{—p+1( 24 )é qu\/n+p+\/n+p+1
= 0o, amibdl T 22.4 alapjan kapjuk, hogy a sor divergens.
Van olyan 0 < ¢ < 2, hogy ¢ = l¢|(cos ¢ + isinyp), ezért g = [qf*(cosnep +
isinny) (T 6.14). Tegyiik fel, hogy a sor konvergens. Ez azt jelenti, hogy
szilikségképpen ﬂEn%aaq" =0 (T 22.3). Mivel lim [q]" # 0, ezért
,,13_.‘10‘0(005 ny + isinng) = 0. Ebbsl lim |cosny + isinng| = 0 adédik, ami
lehetetlen, mivel |cosny + isinny| = 1. fgy 2 sor valéban divergens.

i3n+p _snt >

Qnil | Cni2 an-{—p
T sn| = artt + anrt2 Tt g a“-i-P =
11 1 1 1-4 1
P R 1- cl—: {a - 1)1’
i .
Legyen € teiszéleges pozitiv valds szdmy; [syqp— o] < W < ¢ teljesiil
a — 1)a®~ N

minden pozitiv egész p szdmra, ha n > log, (——a—f)—-.

a—1)

n+1 n+

[sntp — sl = +--+ P

<
(r+1P+(n 4132 +1 (n+pP+(n+pl+1
n+

...+ =
| R R TR A pray
N S 1 S SUUE S
(n+1}{n+2) (n+p)(n+p+1)_n+l ntp+1l =n

Ha ¢ tetsz8leges pozitiv valés szdm és n > —, akkor minden pozitiv egész p -
€
sz4mTa [Spqp — 35 < € teljesiil.
Vegyiik figyelembe n > 2 esetén a kivetkezd atalakitasokat:
vri+1-vn2-1 2 <
n n(vVaZ+1+vn?-1)
22.4




22. Szamsorck

31.

32.

33.

34.

35.

36,

37.

38.

39.

L2 2 _2(1 1)
n? “nn-1) “\n-1 n/’

Fzutin az eldzd feladathoz hasonlé médon fejezhets be a megoldas.
Jim {—1)" nem létezik, igy T 22.3 szerint a sor divergens.

n+1 n+2 ntp
= i — 2P
Isntp = sul n+12+2+ n+22+2+ nt+p)+27
i 2 ?
n+ n+: n-tp —
RS mi2itn+e Y mapents
P +
> ;
n+2+n+3+ +n+p+1_n~lrp+1 (mp €N7)
P

Mivel barmely rogzitett pozitiv egész n szimra lim Jim -——:{—_—-———;—1-
n
1-nél kisebb pozitiv e-koz nem lehet megadni olyan ng va.los szdmot, hogy ha

n > ng, akkor minden pozitiv egész p szémra |sp4p — sa| < €, azaz

P < e Igy T 22.4 szerint a sor divergens.

n+p+1
ﬂ
A 7.74. feladat szerint hm -n—k =co,haa>1é k€ N, ezért T 22.3 szerint
a sor divergens.
511
Bt 1 > 7 > 0, ezért T 22.3 szerint a sot divergens.
2 AN i3

(_i—_zL (‘/_) = 00, ezért 7.74. feladat és T 22.3 szerint a sor
n—o0 n2® ““‘Do n2n
divergens.

\/__T;_ - nlingo \/——I:—-_-——i =1, ezért T 22.3 szerint a sor divergens.
T - n+n

T!—"w
sin(n + 1)z  sin(n +2)z sin(n + p)=
gy — ol = [0 LT salnt Be L SRR <
1 1
on+1 t o on+2 oot o on+tp’
A 28. feladat megold 4hoz hasonléan adédik, hogy a sor konvergens.
i | = cosz"1 4 oo z 2 b SO TP
AR (OIS VIR CRE [CEDa
+ U

+ + <+ 4 ———. Felhasznélva, ho

(n+17 " (n+2) (n+p)? ®

1. 1 1 1
(m+kR (a+kn+k-1) n+k-1 nt+k
T 22.4 segitségével bebizonyithaté, hogy a sor konvergens.

1
n?’

Minden n € N1 esetén: -

1 . X1
oy < a T 22.13 szerint konvergens ngi =

sor majorilja a 3 nemne ativ tagi sort, ezért a majordnskritérium
L

szerint az ut.obbx sor is konvergens

225



22, Szamsorok

nZ 2

11
40. Minden n € N esetén: eC > nal:; 5= 5 . T 22.13 szerint a “{:1 5 =
2
sor dxvergens ezért a minordnskritérium szerint a Z —3?—;——1— sor is divergens.
n=1
41, Minden n € N esetén:
2n® — 16 < 2n? < 273 2
n+n n5+n n%  n?’
A 22 5 sor tehdt majordlja a 22 "in nemnegativ tagi sort, ezért
n= n=
F 22.13 és-a majoranskritérium szerint az utdbbi sor is konvergens. Ebbé6l, a
>, 2n® —16
T 22.2 tételt is felhasznalva, adédik, hogy a ) B sor is konvergens.
n=1
42. Minden n € Nt esetén:
3n+2> n 3 >§_ 1
M2—-n" 2mP-n -1~ 2 n
[e.2]
T 22.13 szerint a Z "7, sor divergens, ezért a minoranskritérium szerint a
n=1 n
n+2 ., ..
Y. o—5—— sor is divergens.
1 2nf—-n -
4n
(cos 12‘-) 1 1 1 ) ] ., . e
43, 0 < < - < — < —, ezért a sor’'T 22.13 és a majordnskrité-
n" 41 At +1 pt T ol
rium szerint konvergens.
oo
1
44. A sor minorélhatéa ) - divergens sorral (T 22.13), ezért divergens.
n=zl
AR A Hr o e (4
45. 3" ::: 5" < ;; =2 (g) miafti a sort majordlja a %2 (g) konvergens
mértani sor (T 22.5).
46. A sor konvergens.
47. Haszndljuk fel, hogy 0 <Inn < n (n € N*). A sor konvergens.
48, A sor divergens.
1 1
49. Ha n > 2, akkor == A T 7.37 tétel szerint hm — =1, ezért a
" Frid % m
z = sor divergens, igy az eredeti sor is.
n=2
50.

A Z{ 3 konvergens sor {T 22.13) majorilja a sort.
n= -

22.6



22. Szamsarok

51.

52.

53.

58.

59.
60.

61.

62.

63.

1 n
7.161 feladat szerint ﬂ!.i*nc:}o (1 - ;) = =, ezért van olyan ng pozitiv egész

!t

e
ﬂ-

szam, hogy ha n > ng, akkor (l —_— ) >

AT

1 &1
ami azt jelenti, hogy a {T 22.13 szerint) divergens % Z ~ sor minorilja a
—n
© 1 - n=j\
3> — (1 - -—) sort. A sor divergens.
n=] n
3 1 k 1 k 1 k

1
) > > Y =; a sor divergens.
n=1 Jn(n + 1) n=1 \fn + 1)2 s 1= a=z ™

(A feladat megoldhato D 22.1 alapjén is; 1 a 25, feladatot.)

k Sl 1 1& 1

D >— >z E —; a sor divergens.
n=1 \/—_+ V"’+1 N 211*-1 (n+1)7 N 2n=2n7
(L. a 26. feladatot.)

k a k 131

=< (-—) ; a sor konvergens. (1. a 28, feladatot.)
n=0 a n=0 a

1
3 +:2 1 % = 3} & sor konvergens. (1. a 29. feladatot.)
n_, " 11(n>?"aodi (L a 32. feladatot.)
> = — .88 vergens. {l. a 32. )
Frs oz a2t r gens eladato
nh-]%o o = nlLugo = 0, mi « gyokkritérium szerint azt jelenti, hogy a sor
konvergens.
1

ﬂlg%o e, = nh_'ngc \/;(;/’? =358 gydkkritérium szernt a sor konvergens.
nango Y, = —;— < 1; a sor konvergens.
A hényadoskritériumot alkalmazzuk:

lim 2Pt — fim 1 (n+1)n= ¢ >1
n—os g, nvoe—1\ n e—1 )

Ez azt jelenti, hogy a sor divergens.
Ebben a feladatban a gyskkritériumot egyszer{ibb alkalmazni, mint a hinya-
doskritériumot. A sor konvergens.
a n \®
lim —* = 2 lim (-—) = — < 1, azaz a hanyadoskritérium szerint a
n—o0 g n—oo \np 41 €
sor konvergens.
lim 2ot

n—0o0 a

+1 _ 1+ g
11 ungo(n-{-l)z_l_i = 00,

b
igy a hanyadoskritérium szerint a sor divergens.

—-211 (n-i—l)

22.7
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64.

65.
66.

67.

68.
69.

70.

T2.

73.
74.

. Ha £ > 1, akkor az f{z) =

lim /@, = e~ < 1; a sor konvergens.

=00
R . T P . iy e s .
Mivel nILnéxo arctgn = bL ezért a gybkkritérium szerint a sor konvergens.
Alkalmazzuk a gyokkritériumot (2 hdnyadoskritérium nem slkalmazhaté):
1
Yan £ ~ < 1,han >1; a sor konvergens.
a

a . ldsinn C .
m 2 = fim T = 0, ezért a hédnyadoskritérium szerint a sor
f—00 ay n—os i3
konvergens.
Cail -, ezért a hanyadoskritérium szerint a sor divergens.
n—o0 g 2
A sor konvergens, mert (példaul L'Hospital-szaballyal {7 11.12})
. lnn
fm — =
R—0Q 1N

z . .
Ha z > 1, akkor az f(z} = — fiiggvény pozitiv és szigordan monoton csék-

ken8. Alkalmazhaté az integrélkritérium:

o0 @ &

j ze *dz = lim ([—-:ce""] + ] e* dz) =
1 @00 1 1

. 1 2 2
hEm [_xe—z _ e-zlﬂ = lim (__‘_1;_ I _) 2
a— 00 1 a—oo e
tehit a sor konvergens. (L. még a 11.122, feladat megold4sat!)
1 . .
W filggvény pozitiv és szigorian monoton

cstkkend.

o g~VE o __ 1 e 2
- _ _ dr = — V£ S
vt A (2\/5) e=2fe =0
azaz a sor konvergens. Megjegyezziik, hogy a szokdsos lblim lo(2)]} = [g(=)|°
— 0o
jelolést alkalmaztuk.

1 . .
Ha z > 2, akkor az f{z) = g fiiggvény pozitiv és szigorfian monoton
n

0o 1
csbkkend. j PP [Inlnz)3° = oo, & sor divergens.
2 zilnsz

A sor konvergens.

Ha z > 2, akkor az . fiiggvény pozitiv. Mivel f'(z) = -—3;?12%,
ezért x > sup{e?,2} esethen a fiiggvény monoton cstkkend is (T 9.16). Ha
n > ng = 1+ Entsup{e™?,2}, akkor az integrélkritérium szerint a ninu El—r%—’q
oo . SR |
so-r, sigya ngz TP Soris, akkor és csak akkor konvergens, ha az L , m

22.8



22, Sziamsorok

5.

76.

7.
78.

9.

80.

81.

82.

integral konvergens. A p = 1 esetben a 72. feladat megolddsa szerint a sor
divergens. Ha p # 1, akkor

°°(1n$)—pl dz = [M]m ,
g x 1 —P no

amelybél l4thats, hogy a sor p > 1 esetben konvergens, p < 1 esetben pedig
divergens.

A sor koavergens.

> In S lnn Inz

Z :1 = z - ha z > 2, akkor az f(z) = —— fiiggvény pouzitiv. Vizs-
= n==2

galjuk meg a fiiggvényt a {2, 00) intervallumon monotomtas szempontjibol.

Deriviltja: f'(z) = -———Eﬁ— > 0. BEszerint, ha r < 0, akkor f'(z) > 0, azaz

a fiiggvény szigorian mcmoton névekvs; nem alkalmazhatd tehit az mtegraj-
kritérium, a sor azonban T 22.3 szerint dwergens Har > 0 és x> sup{2,e* }

akkor f monoton cstkkend. Legyen g = 14 Entsup{2, er} Ha r =1 (ebben
az esetben ng = 3), akkor

/°° Inz [ln2 a:]oo
———dﬁ: = = m,
3 =z 2 1; .

azaz a sor divergens. Ha r 3# 1, akkor

]wm”dz= 1 {(l—r)lnx-—l} ’
g

ng *7 1-rf (I—-r)er!

amibél kapjuk, hogy a sor r < 1 esetben divergens, r > 1 esetben pedig
kouvergens. (Megjegyezziik, hogy a r <1 esetben a T 22. 13 tételt és a mino-

ranskritériumot (T 22.8) is alkelmazhatjuk, mivel 13— > ,han >3.)

Leibniz-sor, ezért T 22.15 szerint konvergens.
T 22.3 szerint a sor divergens.

. n n+1 1 3 = n
nll_’rgog =04és — T > o lﬂ+1,ha.n>ng —Ent[ i—l 1,1gyan=znﬂb? sor
Leibuiz-sor. T 22 15 és T 22.2 szerint az eredeti sor is konvergens.

(L. még a 20. és a 23. feladatot!)

A 7.74. feladat bizonyitdsat a helyett |a|-kel megismételve, a T 22.15 segit-
ségével kapjuk, hogy a sor konvergens. (Megjegyezziik, hogy az el6z8 feladat
speciglis esete (k£ = 1) a feladatnak.)

o 25

Felhasznilva az el6z8 feladat eredményét, kapjuk, hogy a sor konvergens

(k =100, a = —10).

k
A 7.75 feladat szerint ,}i_ﬁ}c ::—‘ = 0. Megmutatjuk, hogy valamilyen indexté&l

22.9



22. Szédmsorok

83.
84.

85.

86.

87.
88.

89,

nk b r ay P
kezdve az | —| sorozat szigordan monoton esdkkend:

n!
k k k
1 1
:*T>m<:m+1>(n: ).

(n+1)!
Mivel n + 1 > 2, ezért az utdbbi egyenlGtlenség biztosan teljesiil, ha
1 1 1
(n: ) < 2, azaz han > 7P igy, han > -%—_—i, akkor a sorozat

szigorian monoton cstkkend. T 22.15 szerint a sor konvergens.
A sor konvergens.

. - _ _ 1 .
M?gjegyezzﬂk, hogy lim an =0, de |ax] < 7= = aae41, ezért a sor nem
Leibniz-sor.

S S U U S S
"EQT Ty k+1 (k+1)F
1 2
Sttt (k+1)2 Z (n+1)2
. n 1
Mivel ——— o 1)2 > (2n)2 =1 W ezért a minoranskritérium (T 22.8) és
T 22.13 segltsegevel kapjuk, hogy a sor divergens.
niinolo on =0,de aop_j = Gt 1)2 . — = |agi|, ezért a sor nem Leibniz-sor.
1 1 4 i 1 P 1 1 1 1
U O B S Sy U
*TE TR (k+12 K (k+1p
és Sgp41 = S+ (k T 2)2 gy k]in:o Sk = klingo Sgk41 = —1, azaz a sor
konvergens és Z a, = —1 (D 22.1).
n=}
A sor abszolit konvergens, mert a Z jsinn 7 sort majorilja a
n3
© 1 n=1
S~ — konvergens sor (T 22.13).
n=1 ni

A sor Leibniz-sor, feltételesen konvergens (1. 72. feladatot!).

. . 1
A sor divergens, mivel im —— =1 {L T 22.3}.
n—00 n\/ﬁ
Alkalmazzuk a gyskkritériumot (T 22.9) és a T 7.37 tételt:
. n z2
s, (77 1) o,
ezért a sor konvergens, s mivel nemnegativ tagi, abszohit konvergens is.

22.10




22. Szamsorck

90. Felhaszndlva, hogy
| cos n|® 1 LI 1
n"4+1 " nfr41 A" " n?
a majordnskritérium (T 22.22) és T 22.13 alkalmazdsaval kapjuk, hogy a sor
abszoltt konvergens,

ha n>2,

81. A sor abszolit konvergens.
-1 1

92. A sor Leibniz-sor, de nem abszoliit konvergens, mivel S > —,
n{n +1) 2n

n> 3.
93. Alkalmazzuk a hinyadoskritériumot (T 22.25):

ha

Ap41
Gn

- Im (n-{»l)zsinz,,—’:_r:
R0 n?sin g
i (P11)" g E 1

00 n

lim

n—oo

o singe 2 2

azaz a sor abszolt konvergens. A szinuszos rész hatarértékének kiszdmitisa-

kor felhasznaltuk a ll_% §%—:P- = 1 hatdrértéket (Szasz G., Matematika I,V

281. 0.}, de a L’Hospital szabalyt (T 11.12) is alkalmazhatjuk.
94. Az el5z8 feladathoz hasonléan ldthatd be, hogy a sor abszolit konvergens.
95. A hényadoskritérium alkalmazdsdval kapjuk, hogy a sor abszolit konvergens:
96. A sor Leibniz-sor, de nem abszolit konvergens, mivel

1 S 1 S 11
In(2n+1) " 2n+17 2n+1

97. ﬂILngo laut = e~ 2, ezért T 22.3 szerint a sor divergens.

1

98. Alkalmazzuk a gyokkritériumot (T 22:24); ﬂIJ_.n;a Hlen| = 7
A sor abszolit konvergens. )

99, Alkalmazhaté az integralkntérium (T 22.26):

[ o = |7 = tans
s ool | mlnzls o
A sor abszolit konvergens.

' 3 1 1
100. vn = r < —, a sor abszoliat konvergens.
(n+1)/n {(n+1;ms nd

101. km 22— o {T 22.22 és 7.73), a sor divergens.

n—00 @,

1 1 1 i 2

102. = = < =,

N D RV RV = 7 R
ha n > 2%/2; a sor abszolit konvergens. » :

2211 .



22. Széamsorok

1
< —, a sor abszolit konvergens.

103.
nPinfn ~ nr

1
> —.

104. A sor Leibniz-sor, de nem abszolat konvergens, mert
n—-lan n

105.Ha n € N¥, akkor sinn < 1, ezért kinnyen beldthaté, hogy ltsimn 2
; 24sinn 3
lgy

14 sinp\"e 2y t-inn 9+ Ent{n-lnn)
0< (2+sinn) <(3) < (5) :
amelyb6l a majordnskritérium (T 22.22) és T 22.28 szerint a sor abszolit
konvergens.
106. Mivel

Vati—-vn-1 2 ' 2
nP nP(\/n-!— ++/n—1) np-i-v}'

ezért p > -;— esetén a majordnskritérium (T 22.22) és T 22.27 szerint a sor
abszolit konvergens. Masrészt, /i + 1 4 v/ — 1 < 2¢/n miati
JRFI- Va1 _ 2 1
W w(Jntlivacl) pth

1
Ha tehdt p < 3 akkor a minordnskritérium (T 22.23) és T 22.13 szerint a sox___

nem abszolit konvergens. Ha —% <p< —, akkor nhm yntl-vn-

0, ¢és van olyan ng € N, hogy ha n > ng, akkor a i + —

n?
sorozat szigordan monoton csékkend. (Ez utébbi 4llitds példdul belithats
Vitl—yz-—1 . .
gy, hogy az f(z) = —:f—-—i_—p———x—-——(x > 1) fiiggvényt vizsgdljuk mo-
! z

notonitds szempountjabél.) Ez azt jelenti, hogy a sor Leibniz-sor (T 22.15),

tehdt feliételesen konvergens. Ha p < ~3 akkor a sor divergens, mivel

lim vrt+l—yn-~1

= o0 (T 22.3).
n—oo nk
R =Y S ) .
107.3" s 3 - ezért a sor nem abszolit konvergens. A sor feltételesen
n=1 n=1

konvergens, mert

2 i* 2 fcos BF _sin BF
P o G x4
n

1 n=1 n n

n=
°°coﬂ-’5, . sin
az n2 Z;

Lelbmz sorok.

sorok pedig — ha elhagyjuk belslik a 0 tagokat —

22.12
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n oo \/g n
108. E ( ) =Y (—3—) , ezért T 22.28 szerint a sor abszolit konvergens.

n=1 n=}

109.T 22.28 szerint a sor divergens. 110.A sor divergens.

a 5 '
111. lim s {—, ezért a hanyadoskritérium (T 22.25) szerint a sor abszolat
= | a
konverge?ns.

112. A sor abszolﬁt konvergens

1
113. = ; i é1d4
1 ,121 \/._ i Z (n 1 o T 1) ; a sor divergens, mert példdul a

>

n=1

1
) sor divergens {L. T 7.28).

114.

1 1

- 3 amelyb&l a majordnskritérium (T 22.22
o9V = )
és T 22.27 szerint a sor abszolut konvergens.

1
115.)a.] =

m < g3 asor abszolit konvergens.

- 5n?t+4n+1
116. lim jan| = lim Gt Vi ezért a gyokkritérium (T 22.24)

szennt a sor abszoldt konvergens.
117. Alkalmazzuk a hényadoskritériumot (T 22.25):

- 1 1t
= lim — (i) s <1
n—~co fa[ \ n lal

ezért a sor abszolit konvergens, s igy az [a,] sorozat T 22.3 szerint
nullasorozat.

118.L. az el6z8 feladat megoldasat!
119. Alkalmazzuk a hinyados- vagy a gydkkritérumot!

. . =T
120. hm 2= 2 121. lim {f]an| = ve il
n—oo g, 4 n—00 .[_1

' 122.Ha z = z + iy és z # 0, akkor 2% + y* £ 0, és igy

Qp 1
Qr

fim

n—CcC

o +(y - 1)
zt +(y +1)?

123. Megmutatjuk, hogy a két sor abszolit konvergens, ezért T 22.29 szerint bssze-

giik és kiilonbségiik is abszolit konvergens. Alkalmazzuk a hanysdoskritériu-
mot (22.21):

1+n -1y —n —1)* 4 n

ay = T, Ibn; = ( ;n | = ( )311 3
1 b 1
1] Zutt =, lLm Lol
n—co q, n—o0o " 3




22. Szamsorok

1 1 1 1 11 e 3
i En 1) < T 2T gt kiilénbségsor T 22.13

szerint konvergens. (Megjegyezziik, hogy a két sor divergens.)

124.

125. A két sor abszolit konvergens, ezért T 22.33 alapjan a Cauchy-szorzatuk is
abszoldt konvergens.

126.Konvergens (T 22.32).
127.frjuk fel a Cauchy-szorzat n-edik tagjat:

gn gnr—1 gn—k : 1
=k Ve 3 Ty s L b
1 n nt a—1 nl n—k _
al (2 Yimone TV Emome Tty =
1 3"
= ;1—1(2 +1) = o
Alkalmazzuk a hinyadoskritériumot: lim ttl L.
oo o gqn cn
AY =Y. o Cauchy-szorzat abszolit konvergens.

n={ a=0 """
128. A sorok divergensek, mert a sorok tagjainak sorozata nem tart 0-hoz. Irjuk
fel a Cauchy-szorzat c, dltalinos tagjit:

@) e - () em) -G Cra)- ()
= (g)n_l (2n+ 2n1+: (14244277 - (-2'+§1§++§1;)) =
O e -(-2)-

ST 1y 3yt 3 3\"
=G) Gute)=G) #=-0G)

(2] 6o 3 n
A E Cn = (-—) sor konvergens.
n=1 n=1 4

129. A sor konvergens, mert Leibniz-sor. Irjuk fel a Cauchy-szorzat dltaldnos tag-
jat:

1 1 H 1
O ALl (T T NP S NP S B
e ={-1) (\/7_1+\/§\/n-—1+ ‘/k+1\/n-k+ +ﬁ)
A szdmtani és mértag.i kozép kozott egyenlStlenséget felhasznilva:
> >1. A chy- tT22.3
i/t 2 ntl > 1. A Cauchy-szorza
alapjdn divergens.

. s ezért |eq| = neT

22.14 —
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130. Mivel -92-

(. péiddul a 9.159. feladatot), ezért a sor tagjainak

. a
SID -5

abszolit értékeibél képezett sort majorilja a ): lai | konvergens sor {T 22.13),
n=t
igy T 22.22 szerint a sor abszolit konvergens.

131.Hasznéljuk fel, hogy ha 0 < z <1, akkor z < arcsinz. A sor divergens.
o0
132.Han > 3, akkor lnn > 1, ezért a % divergens sor (T 22.13) minorilja a

n=3

E nn sort, tehdt a sor nem abszolit konvergens.
n=3

lnn > In(n + 1)

n — n+l
1\ 1\"

Mivel nlx_{gg (1 + ;) = ¢, ezért van olyan k € N, hogy (1 + ;) <k
(L. Szész G., Matematika L., 165.0ldalt, ahol lithats, hogy & = 4 mdr teljesiti

1 n
4=)n"+12(n+1)“{=>n2(1+;) .

In
a kovetelményt). fgy, ha n > k, akkor az [—nfi] sorozat monoton csGkkend.

Mivel a sor valtakozd eljeld és nlir%o L 0, ezért T 22.15 szerint a sor
—00
konvergens, s igy feltételesen konvergens.

133.Ha n > !9, akkot any1 > an, ezért T 22.3 szerint a sor divergens.

134. Alkalmazhaté az integralkritérium (T 22.26), mivel az f(z) = %m : +1

fiigvény = > 2 esetben pozitiv és szigorian monoton csékkend
1 z+1 2
{mert —= és ln I =In ( 1) is ilyen).

7z
RS dx——[zfln“’“] (”;IE\)/(—;“—T)

0o tZ

1 1
_-2\/'1n3+4ff (2(“1) it t2+1) dt =
:—2\/—1n3+[21nm+4arctgt]ﬁ=

/oo
VZ+1

=~2v/2In3 2% —2ln o— —4arctg\/_

A sor abszolit konvergens.
135.Hae ! <a <eédsas#l,akkor

sin no

(lng)"

—lsinna[]iln>i i |
= ool 2 lsinnal.
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Az dltaldnos tag nem tart O-hoz, ezért a sor divérgens. Ha0 <a<e! vagy
e < a, akkor

sin no n

1
< o
(lna)*| — !ina.
A majordnskritérium (T 22.22) é5 T 22.27 szerint a sor abszolit konvergens.
136.a, = qg + nd (d € R) alakban irhaté. Ha d = 0, akkor a sor nyilvinvaléan
divergens. Legyen d > 0. Van olyan ng € N, hogy ha n 2 ng, akkor a, > 0.

Van olyan kg € N*t, hogy a,, < kod, ezért ha n > ng, mégpedig n =ng + &
(k € N), akkor

11 .1
an  any + kd = (ko + E)d’
oG

oG
1
ami azt jelenti, hogy a E ————— divergens sor minordlja a E — sort
Jet gy Ford (kﬂ + k)d B ] = e, ]

igy az eredeti sor is divergens. Ha d < 0, akkor van olyan ng € N, hogy
00 o0

n > ng esetén a, < 0. A Z —1— sor részlettsszegei a Z
n=ng &n n=ng —On
részletosszegeinek (—1)-szeresei, ¢zért a sor ebben az esetben is divergens.
137.4A sor nem abszolit konvergens, mert
(P 4+ )sin ™ n’sinl _sini 1
nd+1 =23 T 2 n
miatt alkalmazhatjuk a minordnskritériumot. A sor Leibniz-sor, mert vélta-
{(n® + 1) sin &L
nd 41
(n+1)?+1 n?+1 0 < si n+2 | n+1l
(n+1)3+1<n3+1’ <smn+1<sm
egyenldtlenségek miatt szigordan monoton csskkend. A sor feltételesen kon-
vergens.
138.Ha p > 1, akkor birmely r € R esetén a sor konvergens. (A 0 < r esetben
a majordnskritériumot (T 22.7) és a T 22.13 tételt, az r < 0 esethen az in-
tegralkritériumot (T 22.12) alkalmazhatjuk, és Entr 4 1 parcidlis integrilds
utdn az el6bbi esetet kapjuk.} Ha p = 1, akkor a 74. feladat megolddsa szerint
r < 1 esetén a sor divergens, r > 1 esetén pedig konvergens. Ha p < 1, akkor
barmely r € R esctén a sor divergens. (Az r < 0 esethen a minordnskritériu-
mot {T 22.8) és a T 22.13 tételt, a 0 < r <1 esethen a minordnskritériumot
és T2. feladat eredményét, az r > 1 esetben az integralkritériumot és Entr
I6pés utin az 72. feladat eredményét alkalmazhatjuk.)
139. A sor altaldnos tagja:

{ Z han=2t-1,

divergens sor

kozé elfjelli, lim =0ésa
n—0a

0 <

T
——n—}f, han =2k ke Nt

A sor Leibniz-sor, de nem abszoldt konvergens.
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o0
140.A sor E ————}—— alakban irhaté, amely a 8. feladat megold4sa szerint
Znn+1)

abszolit konvergens.

141.A feltételbsl Atrendezéssel adédik, hogy n > ng esetén k;n—ﬂl < I;—"I. Fz
n+1 n
|aa)

azt jelenti, hogy az [—b—; neNt,n> ng] sorozat monoton csdkkend, s mivel

n
pozitiv tagd, ezért konvergens (T 7.22), s igy korldtos is. Legyen a sorozal egy
o0 o0

fels§ korldtja v. A lan| sort majordlja a konvergens ) vbs konvergens sor,

n=} n=l
)

ezért T 22.22 szerint a 2 dy sor abszohit konvergens.
a=]

oo
142, Tegyiik fel, hogy a Zan sorhoz van olyan 0 < ¢ < 1 és ng € N, hogy

n=]

n > ng esetén ap, > 0 és % < g teljesiil, Feltehets, hogy ng = 0. Ha

o0
ugyanis ng > 0, akkor T 22.2 szerint a ) @, sor helyett vizsgilhatjuk a

n=I1
[o.+]
Y. an sort. Kénnyen belthats, hogy minden n € N* esetén anqy < gai,
n=ng 4l
azaz fdgq1 < g /o1, T 7.36 szerint nll’ngo #/a; = 1, ezért van olyan q;, hogy

g < q1 < 1ésolyan n; € NV, hogy ha n > ny, akker ¥4y < % fgy

agy1 S gPfar < g1, han >ny.
143.A feltételbsl kovetkezik, hogy minden n > ng(> 1) esetén anyi1 < an és
(n — L)ap — nens1 = (r — e,. Megmutatjuk, hogy az

o
Y o{(n = 1)an — nany1)
n=}
sor konvergens. A sor n-edik részlettsszege: s, = —nazy1 < 0. Ha n > ng,
akkor sy —sp—1 = {(n — 1}ay — nayy1 2 (r —1)a, > 0. Ez azt jelenti, hogy a
[sn;n € Nt,n > ng] sorozat szigordan monoton novekvd és feliilr6l korlatos,
o0

ezért T 7.22 szerint konvergens. A majordnskritérium {F 22.7) szerint a Z an

n+l
a sor is konvergens. A feladat mésodik allitasa a kdvetkez8 mddon bizonyitha-
. 13"
t6. Ha nj = Entng + 1, akkor minden n € N7 esetén an,4n > @n, (1 - —)
1 n

1

. i . .
fgy nlin.}o @nytn 2 nlggo an; (1 - ;) = % > 0. T 22.3 szerint a sor diver-
gens.

144.Ha r = nlingon (1 - E) > 1, akkor barmely d € {1,r) esetén van olyan

ay

ng valés szdm, hogy ha n > ny, akkor n,(l - ?—'fﬂ-) > d. Ebbél egyszeri

Qn

22.17



22. Szamsorok

atrendezés utdn az eldz8 feladat segitségével adédik, hogy a sor konvergens.

Ha r < 1, akkor van olyan ng valés szém, hogy n {1 — “-H) <1, han > nj,

amibél szintén az elozé feladat segitségével kapjuk, hogy a sor divergens.
145, Tegyiik fel, hogy a E ap sorhoz van olyan 0 < g < 1ésng € N, hogyn > ny
n=1

esetén a, > 0 és 2t < g teljesiil. Ebbsin (1 :+1) 2 n(l — g). Bérmely
n

r e, .
r>lesetén, han>ngésn > I -, akkor a Raabe-kritérium szerint a sor

q
konvergens. Tegyiik fel most olyan np valds szdm létezését, hogy ha n > ng,
akkor ?"f—i- > 1. Ebbésl, ha n > np, akker i >1- 1 adédik, azaz a
a; n
Raabe-kritérium szerint a sor divergens. "
146. Megmutathaté példaul L'Hospital-szaballyal (T 11.12), hogy.

P
lim n (1 - ( - ) ) = p. Ezért a 144. feladat szerint p > 1 ésetben a
n—00 +1

sor konvergens, p < 1 esetben pedig divergens. p = 1 esetben a 143. feladat
alapidn lathatd be, hogy a sor divergens.

147.A sor @ > 1 esetben konvergens, a < 1 esetben divergens. (a # 1 esetben a
144. feladat, a = 1 esethen pedig a 143. feladat alapjin; megiegyezziik, hogy
példaul a hinyadoskritérium nem alkalmazhats.)

148.Teljesitse az f(z) fiiggvény a T 22,12 ¥4
tétel feltételeit. Legyen k£ € N esetén

sg = f(ne) + flne + 1)+ -+ + (k).
Az ibra alapjan nyilvinvald, hogy
k+1 k
[ f@yde < s < fno) + [ f(z)de,
ng ng

amelybsl D 13.6 és D 22.1 definicidk,
valamint a T 7.22 tétel segitségével _ann et
kapjuk az allitast.

.k k4l g

‘00
149. Tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz, azaz példdul a Y (an + bs) sor konver- -

n=0
gens. Akkor T 22.29 szerint a
©a
Y b= Z(an-l—ﬁ ) - Ean
n=0 a=0
sor is konvergens, ami ellentmond a tétel feltételének.
150. Divergens. 151. Divergens. 152.Divergens.

153.Konvergens (L. a 74. feladat megolddsat).
154.A D 22.14 definicié ala.p_]an az allitds egyszeruen heldthatd.

O

155.3 = ZGq =85+ Z agt =sp + ¢ Zaq
k=n+1 =0
amelybol T 22.5 segitségével kapjuk az a]htast
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fe)
156.Legyen [s3,;7 € N*] a 3" aq sor részletsszegeinek egy konvergens részsoro-
n=1
zata 65 s 2 sor m-edik részletosszege. Minden m-hez van olyan k; és t € N,
hogy m = kj +¢. Mivel nIan}o a, = 0, ezért

"1‘1_[_%0 Sm = ,-li.n.}o(‘s"i + Qg1 + -+ ﬂ];j+;) = ]li»l%o Sk;j-

o0 [~
157.Legyena Z a; abszolit konvergens sor n-edik részletssszege sq, €s > bregy
k=1 k=1
4trendezése, amelynek n-edik részletosszege ¢, Megmutatjuk, hogy

Jim (8n — tu) = 0, amibsl azonnal adédik az eredmény. Barmely pozitiv
e-hoz van olyan ng valés szadm, hogy ha n > ng, akkor minden p € Nt
esetén lag| + |ant1] + -+ + lanpl < § (T 22.4). Legyen n1 > ng olyan nagy,

o0
hogy 2 Y a; sor np-nal nem nagyobb indexi tagjai mind el6forduljanak a
k=1

oo
z by sor ny-nél nem nagyobb indexi tagjai kozott. Ha n > nj, akkor az
k=1

s, — i, kilonbségben mem szerepelnek azok a tagok, amelyeknek a E aj

sorban ng-nédl nem nagyobb az indexiik. Ezért s,-bél és t,-bél is olyan ‘;.aigok
maradnak csak meg, amelyeknek indexe az eredeti sorban ng-nal nagyobb,
ezétt |5, —ta) < e

158.Jeloljiik a sor dsszegét s-sel, részletdsszegeit si-vel, a tagok felcserélésével

o0
adads Z b,, sor részletosszegeit pedig Si-vel {t € NT). Bérmely k € N+t esetén

n=}I
Sor = 8gk €5 Spp—1 = Sox —@gk—1- ¥ 22.3 és T 7.15 szerint klim a1 = 9,

—~+C0
ezért
‘5= hm sqp = ltm Sop = lim Spp_;.
k—+00 k—o0 k—00

o0 o0 o0
Ha a E ay divergens, akkor z b, is. Ha ugyanis a z b, sor konvergens

n=1 n=1 n=t
oo

lenne, akkor az elgbbi gondolatmenettel azt kapaénk, hogy a Z @p SOT 1S

=l
konvergens.

159. Feltételesen konvergens sor végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ tagot
tartalmaz. Ugyanis, ha a sor véges szdmi pozitiv vagy véges szdmi negativ
tagot tartalmezna, akkor abszolit konvergens lenne. A sor részlettsszegei,
véges sok kivételével, tartalmaznak pozitiv és negativ tagot is; ez azt jelenti,
hogy véges sok részletdsszeg kivételével felirhatck a pozitiv illetve a nega-
tiv tagokbdl (eredeti sorrendben) alkotott sorck részletosszegeinek megfelel
sszegeként. Az utébbi két sor minden részletdsszege eléfordul az eredeti sor
valamelyik részletosszegében osszeadandéként. Ezért az eredeti sor (feltéte-
les) konvergeucidja csak dgy éllhat fean, hogy vagy a pozitiv és a negativ
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tagokbdl 4ll6 sorok részletdsszegeinek sorozata is konvergens, vagy az el6bbi
a végtelenhez, az utébbi a minusz végtelenhez divergil. Ha azonban a rész-
letdsszegek mindkét sorozata konvergens volna, akkor az eredeti sor abszolit
konvergens lenne, ami ellentmondana a feltételnek, hogy a sor feltételesen
konvergens. Kaptuk, hogy a sor pozitiv, illetve negativ tagjaibdl eredeti sor-
rendben képzett sorok divergensek. Tegyiik fel, hogy a két sornak van olyan
atrendezése, hogy a sorok konvergensek. Ez azt jelenti, hogy az eredeti sor-
nak van olyan itrendezése, amelyik abszolit konvergens. Ez azonban T 22.19
miatt lehetetlen.

X
160.Legyen s tetszSleges valés szam. Alkossuk meg a sor pozitiv tagjaibdl a Z by,

n=1
=]
a negativ tagjaibél pedig a Y c, sort. Az el§z8 feladat megoldésa szerint az

=1
eldbbi a co-hez, az utsbbi ];edig a —oo-hez divergdl. Tegyiik fel, hogy s > 0
{az ¢ < 0 eset hasonldan bizonyithatd). Legyenck

hdbyter by <5,
Sgy=b+by - by g+ by >,
Shtoatert ey 2,
Skt =Sk tatet- ey toy <s,
- Skyly + bk g1+ b by <oy
Skatly = Skl F gt H ok ot by by, > s,
Skgty e+t F o2t e 2 s,
Skytly = Skp4ly T el41 teppr +0 -t ety <o,
Ezt az eljardst minden hatiron til folytatva az

Skys Sky+iys skz-{-f]:"'jskj-i-fji 'skj+!+1j7"'

o0

o

sorozatot kapiuk, amely a Z @y sor meglelel§ direndezésével adédé sor rész-
n=]
letssszegeinek egy részsorozata. Lathats, hogy
3 —s < bk:l Iskj+fj -3/ < [c‘j[) Skiyitl — 5 < bkj+1 (e N+)'

Mivel “li_x.lgo an = 0, ezért a részletosszegek el6bbi részsorozata s-hez tart,
ami a 156. feladat szerint azt jelenti, hogy az dtrendezett sor osszege s.

Végiil megadjuk a sor egy divergens dtrendezését a kivetkezd részletssszegek
segitségével:

sp=bitby by >1, sy 41=sy +e,
Stp41 = Spy41 F b1 Fbygo- - F By > 2, Sy43 = Se41 e,
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161.k = 1 esetben a két sor megegyezik. Tegyitk fel, hogy k > 1. Vezessiik be a
ksvetkezd jeloléseket:

i
b = ajj_iksr T OGnkaz - ek, Si= Z bj, Sm= ) @n.

" .
Ha a Z an sor konvergens, akkor D 22.1 szerint lim sm = s a sor &sszege.

Mivel St = 84, ezért T 7.15 szerint hm 5; = s. Forditva, legyen hm S = s.

Ha. m € N, akkor vannak olyan ¢,r E N sza.mok hogy m = th+r es() <r<k

Ha m > k, akkor t € N* és sp = St +anq1 +amaa + - -+ ashyr. Nyilvinvald,
hogy m — oo akkor és csak akkor, ha ¢ — co. Igy

Jim sy = ,’5930(51 + 4agq + agqa + o Qe s

mivel lim a = lim a =...= hm a = 0.
ol tk+1 Pl tk+2 Faspod th4r

o0
1
162. Jelsljiik a Y — harmonikus sor n-edik részletosszegét hin-nel. Az dtrendezett
=1 n
sor 51':—adil1<1 részlettsszege:
—1+l++1+1+1+1(+1++1)
EEITS 8t—7 8k-5 8k-3 8k-1 \2 2k
1 B
ssk = har — Shak — Ehk =

1 1
(hsi ~In8K) =~ 5(hux —1n4k)——(hk —1nk)+ln8k— émk - -;-mk.
. 1 '
fy Jim s = = o o+ fimIn e

a sor dsszege 21n 2.
163. Az el5z6 feladat megolddsdban szerepld modszert alkalmazzuk:

*—Zk:('1+1+1—1 }_)
T o \6k—5 k-3 6k—1 4k-2 4k/’

ezért s = her — —hg]' - —hgk A sor bsszege: 5 llns.
164.A 162, feladat megolddsdban szerepls mddszert alka.lmazzuk:

=2ln2. A 156. feladat szerint

SEkD) 4 = hk(k+l) - —h E(k+y) — hl.a

kiil-!oloSk kE1) . = OO
a ) s
165.Ha nliuéo b—" = 0, akkor barmely pozitiv e-hoz van olyan ng valés szdm, hogy ha
n

n > ng, akkor :—n < ¢ {D 7.13). Ha tehdt ng az e = 1-hez tartozé kiiszobszdm,

n
o0

akkor n > ng esetén @, < b,, ami szerint a ): a, sor konvergens (T 22.7).
n=1
A feladat masik allitasa hasonléan bizonyithato.
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166.T 22.3 szerint ﬂl.i"nc}o {an| = 0, ezért van olyan pozitiv u minden n € N* esetén,
k k
hogy lan| < u. Bz azt jelenti, hogy Y |anba] < u 3" {ba} minden pozitiv

n=1

. n=i
egész k-ra. Ebb8l T 227 szerint adédik az allitds. Megforditdsa nem igaz,
=1 x. 1 .
mert példdul a ) — sor abszolit konvergens, dea  sor divergens,
n

n=1 n=1

167.Az el6z8 feladathoz hasonléan bizonyithato.

k k 00 r
168. Belathat, hogy ABy = 3 s ("—2) - Esaerint My 22 AC = 3~ s (2" feié-
a=p Vi n=0 Vi

telt kielégits C' pontban éri utol Ms-t (ha létezik ilyen C'). Mivel :JE < 1, ezért
1

T 22.5 szerint az el6bbi mértani sor konvergens és AC = o Hasonldan
o n vy — 92
mutathaté meg, hogy ezt az utat t = Z 2 (2) =2 idg alatt teszi
g, BOgy
j n=0 V] \Yp v — v
meg M.
169. Homogén tomegeloszlasd my,...,my LR

tomegd merev testekbél dllé rendszer

S{z1, %2, 73) tomegkdzéppontjinak ko- R |
ordinétdi az

MiTjy + Mm%z + - + MpTjn * j
my+mg+---+my
{(; = 1,2,3) képlettel szamithatsk ki,
ahol . a4

S{zik zak, o) (k=1,2,...,n)

az my témegi test {dmegkszéppontja.
Vizszintes alapon nyugvé, legalabb ha-
rom pontban aldtimasztott merev test akkor van stabil egyensiilyi helyzetben,
ha a tomegkszéppontjin dtmens fiiggsleges egyenes stmegy az aldtimasztisi
feliileten. Ennek éllendrzésére elegendd az 4brén lithaté sikmetszetet tekin-
teni. Legyen egy-egy téglatest tomege 1. Igazoljuk teljes indukcidval, hogy
az {n + 1}-edik téglatest feletti alakzat tdmegkszéppontjinak koordindtai az
n

9 = g(n +2). (Az nyil-

]
- b -
-
——

Mg o A - -
alead
@l .
2l
;]

-4bra szerinti koordindtarendszerben: z; = E

EE:
k=1
vénvals, hogy z3 = %) Ez azt jelenti, hogy az alakzat toémegkozéppontjin
n
. 1
dtmend fiiggtleges egyenes dtmegy az aldtimasztasi felileten. d = 1+ z T
k=1

ezért T 22.13 szerint d birmilyen nagy lehet.
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iG.

11.

Fliggvénysorozatok és sorok {megolddsok)

D =C-{-3n;neNt}. Ha z € D, akkor

. nlz+6n . z4+ % 4
f(z) =n1§__ﬂg°3n2+nz = n_m3+% 3
ezért K = D.
D = C. Ha [z| < 1, akkor példéul T 7.35 szerint lim {z|” = 0. Ha |2] > 1,
akkor lim |z|" = oo, ezért lim 2" nem létezik. Ha |2] = 1, akkor a 7.78.
feladat szerini a n!g_*rgo 2" hatarériék akkor és csak akkor 1étezik, ha z = 1.
Tehdt K = (—1,1}. A hatarfiiggvény:

f(z)% {(]7, ha j2f < 1,

i3 haz=1.

D =K =(~c0,~1]U[l,00), flz)=2yz2-1.

D=R-{0), K=(-o00,-)UlLeo), f(z)={2 Dolel>1

e [l

D

D=K=R, f(z)=¢"( 7.164. féladat)
D=K=R, f(z)=0
D=1gR
D

_ _f0, haz>0,
=) f@={} 20

K
=R, K={z€R; z#(2k+1)nm, x#(ﬂ—{—%)w, kle N},

flz) = 0, haz#(2k+ 1)m és =+ 2,
1, hax=(2k+%)7rvagya:=2hrr

— nt 4 —1 _f0, haelt<zce,
pw, = f={l BT
D = RYU{0}. Ha z = 0, akkor a sorozat divergens. Legyen z > 0. Rogzitsiik
az T értékét, s vizsgiljuk meg a yll’ngo y (m% - I) (y € RY) fuggvényhatarér-
téket. Alkalmazzuk a L'Hospital-szabalyt (T 11.12):
lim y(z% - 1) = lim zilnz =lnz.
y—o0 Y—+00
Ezért nlingon({‘/g—— ly=lnz. K =(0,00), f{z)=Ihz.
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. Fitggvénysorozatok €s sorok

12.

13.
14.
15.

16.

i7.

18.

D = R. Ha z = 0, akkor nsin% = 0. Ha z # 0, akkor

: z

) .z ., sn¥
im nsin— = lm —%s =z
r—Co n woo I

Tehit K =R, f{z)=r=.
D = R¥. Alkalmazzuk a L'Hospital-szabalyt: K = R*, f(z) =zlnz.
D = R*. A L’Hospital-szabély alkalmazédsdval: K = RY, f(z) =0.
D =R Ha |l —z| >1,azz z < 0 vagy = > 2, akkor a sorozat divergens.
Legyen 0 < z < 1, és alkalmazzuk az g(y) = yz(1 — z)? fiiggvény végtelenben
vett hatirértékének kiszamitisdhoz a L'Hospital-szabélyt:
. . yz . oy .ozl —-zy

pm o) = im0 = B oy = yiﬂo__—h;(ft);j =0.
Ha z = 1, akkor nz(1 — 2)® = 0. Ha 1 < z < 2, akkor vizsgaljuk kitlon a
péros indexf, illetve a paratlan indexii elemekbsl 4li6 részsorozatot: le%'yen
hy) = 2yz(l — )% = 2ye(z — 1Y%, illetve k(y) = (2y — Dz(1 —z)®" L.
Hasonlé szamitdssal mint a g{y)-nal kapjuk, hogy limy_.c h(y) = 0.
A k(y) fitggvényen a kbvetkez§ dtalakitdst hajtsuk végre:

Ey) = (2y - Da(~1)¥ Nz - 1)»"! =
2y — a(=1)(z — 1) = o(z — 1) - x—iTZy(:r: — 1),

amibél, a ylggo 2y(z — 1)% = 0 eredményt is figyelembe véve, JI_.I%IO ky)=10
adédik. Ha z = 2, akkor a sorozat divergens. Ezeket az eredményeket felhasz-
nalva kapjuk, hogy: K =1{0,2), f(z)=0.

1

142
mértani sorrdl van szé, ezért T 22.28 szerint z # ( esetben akkor és esak

D = € — {-1}. Ha z = 0, akkor a sor konvergens. Mivel hinyadosi

1
akkor kenvergens (egydttal abszolit konvergens is}), ha |1_'5—'_—| < 1. A kon-
.. - ’ z
vergenciatartomany a komplex szdmsiknak a —1 kozépponti 1 sugari kéron

kiviili része, hozzdszamitva a 0 komplex szamot. T 22.5 szerint

—E—-=z4+1, hall+2z{>1,
s{z) =14 -1
g, ha 2 =0.
D = {z € R; = # —1}. T 22.28 szerint a sor akkor és csak akkor konvergens
(abszolit konvergens is}, ha ‘::—. ]il <1,azaz 0 < z.
-1 1 r—1
s(z) = . — =
41 1-525 2
1 1—z?
D={zeR; z#1}, K=[(-00,0), s‘(z):(z-{-l)l_ﬁ-}: 3
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23. Fiiggvénysorozatok és sorok

19.
20.

21,

22,

23.

24.

25.

26.

27.

D =R, R’:{xeﬂ;m#g+kw, kez}, s(e)=

D:{zeRl;x#%Jrk?r,kEZ},K:{zeR;—%+k1r<:r:<%+k7r,kEZ},
, =, haz#kn
— 1-tgzx? 1
o(2) {0, ha z = km.
+1
D=K=c, s(m):{lz?-'?ﬂL’ ha z #0,
ha z = 0.
D=R HaO < a<1,akkor K = R™ = {r € Rjz < 0}; ha & = 1, akkor
K=@;ha.pediga>1,akkorK=R+.
(@) = oo = ey 0#1
N = e & 1’ ¢
b z . fz z
D =C ,;m =n§1(;—m), ezért a sor k-adik részlettsszege
(=3 (E-—2) =2 ity o) = fim () =2, K =C
sp(z _ﬂ=1 ] =2z k+'1,1gys(z = Jim si(2) =z, =C.
= 77 > 1 1 1
pon E B ()
R. "X_;-na—l 7228 n—1 n+l
igy a sor k-adik részletsszege
k
1 _,( 1 1 1_ (3 11 )
=y 1 SR DA (- D k>3,
sk(x),%ze n—~13 ne1)T2% \2 R Ry BRR2
ezért s(z) = lim sy = —-e™*, K =R
k—oo 4 n
1 i T
— — Rt = kK = I — = .
D=K=r" (=)= Lim s klingolm’(xﬂ a:+k+1) z+1
sinz

D=K={zeR z#£0,-1,-2,...}, s{z)=
D = € — {0}. Belathats, példdul a 7.74 feladat alapja.n hogy hm 2 =0

—00 T
akkor és csak akkor, ha |z| > 1; a T 22.3 szerint tehat csak a ;z| > 1 esetben
lehet konvergens a sor. Alkalmazzuk a hdnyadoskritériumot {T 22.25):

n+l [z 1
L T

azaz a sor a |z] > 1 esetben abszolit konvergens, s igy konvergens is. A sor
(k-4 1)-edik részletsszege:

H 1 i 1 1 2 E Y
ska(z) = (1+;+;€+...+;¥)+ —t bt )=

1 i 1k n
= 1——— — T
i) o
) 1
ezért s(z) = k£n3°3k+1(z) =— + 3(:)1 amelybél s(z) = G jl)z'
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23. Fiiggvénysorozatek és sorok

28.

29.

30.

31.

32.

D = C. Ha z = 0, akkor a sor konvergens. A z # 0 eseiben az el6z8 feladat

megoldasshoz hasonlé médon jirunk el. Konvergenciatartomény a komplex

szamsik 0 kozépponti egységsugarii korének belseje (ahol a sor abszolit kon-
z

vergens is). Az Osszegliiggvény: s(z) = -(z—l)2 Megoldhatjuk azonban a

feladatot a kévetkezd médon is: z = ( esetben a sor konvergens; z # 0

Py

esethen a z = — helyettesitéssel visszavezetjiik az el6z8 feladatra.
w

D =C. lim (2n+ 1)2" = 0 akkor és csak akkor, ha 2| < 1. Ebben az esetben
az el6z6 feladatot is felhasznalva:
k ko 2z z  3z- 22

PRAN ape A g oy 4
Konvergenciatartomany a komplex szamsik 0 kézéppontd egységsugari koré-
nek belseje (ahol a sor abszolit konvergens is).

D=2¢C. ,,li_.»’%o n%z" = 0 akkor és esak akkor, ha |zf < 1. A hinyadoskrnitériumot
(T 22.25) vagy a gyokkritériumot (T 22.24) alkalmazva kapjuk, hogy 2] < 1,
esetben a sor abszoliit konvergens, tehat konvergens is. Az el6z8 két feladat
eredményét is felhaszndlva:

s{z)= ki_i_’m sp(z)= kﬁnolo 2y n"+
e - n=}

E+1 k
T T 2.n 3 2, n¥1 _
o) = Jim ouale) = fm 375" = fim (411570 =
k k
N = lim En2zn+l + Z(2n+1)zn+l —

ko0 n=0 n=0

: k 2. n k n 32'—22
=zkiml (Zn z +Z(2n+1)z +1) :z(s(z)+——————+1);

ot \n==1 n=1 (Z - 1)2
fz] <1, s(z)= H

D=grR A i | cosna fiiggvé t ajordlja a i - konvergens sor, ezért
=R figgvénysort ma, — ns SO, €
2 i+ 22 ggveny JOTal] 2 oy g

az minden z valés szim esetén abszoldt konvergens (L T 22.22 és T 22.13).
D ={z € R; = # —2}. Ha = = 2, akkor a sor abszoliit konvergens. Ha » #2,

akkor alkalmazzuk a hanyadoskritériumot (T 22.25):

G ) iak (2—3:)“"" n —1 (2+:c)" 12—z
=0l In41 \2+z (-1 \2—-=z/ | {24zt
2-z 2—x
Ha 2 l < 1, azaz T > 0, akkor a sor abszolit konvergens. Ha e 1,
. 2
azaz —2 < z < 0 vagy z < —2, akkor a sor divergens. Ha 3 +z = 1, azaz
o ___1 n ) .
z = 0, akkor a Z ; ) 1 Leibniz-sort (T 22.14) kapjuk, amely feltételesen
n=1 < T
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23. Fuggvénysorozatok és setok

33.

34.

e ]
konvergens, mivel T 22.13 szerint a 3, T sort minordlja (T 22.19) az

1 o0

= z divergens sor.

2:=n

D = R. Ha z = 0, akkor a sor abszolit konvergens. Ha z # 0, akkor a

hanyadoskritérium {T 22.25) szerint I iz 5 < 1 feltétel mellett a sor ab-
T

szoltt konvergens. Ez az egyenltlenség pedig z # i% esetben mindig telje-

0o 1 _
siil. Ha.:r:—z,akkora. Z%ﬁ

sort kapjuk. Teljes indukciéval

(2n-1) 1
2 1. on > —, ezért a z;l

divergens sor minorédlja az adott sort, igy az is divergens. Ha x = ——, akkor

a Z( 1)“~——-——(l2——2 sort kapjuk. Megmutatjuk, hogy a sor Leibniz-

megrautathaté, hogy ha n > 4, akkor

sor, de csak feltételesen konvergens, mert a sor tagjainak abszolit értékeibsl
alkotott sor az = 1-hez tartozé sor.
3---(2n-—-1 1-3---(2n - 1)2 1 2 1
321 13- (n-Lint+l) ., 2nt+l
2-4---2n 24 2n(2n 4 2} 2n+2
és az utobbi nyilvinval6an igaz, ezért a tagok abszolit értékeibsl alkotott
sorozat (szigorfian) monoton csokkend.
0< 1-3.--(2n—1) :_I_.E‘§_“2n—-1 ﬁi-n-2n_}f =2n~1’
2-4---2n 2= 1 2 n 2n n 2r
2!1
renddr-elv (T 7.30) miatt a tagok sorozata nu]lasorozat It ={zeR z#i}
={zeC z# i-z}~ A z = 0 esetben-a.sor:abszoliit konvergens. Az z # 0

mert a

] sorozat szigoriian monoton névekvd. hm =0, ezért a

4 .
esctben, ha i'i—ﬁi < 1, akkor a sor abszoldt konvergens (l. a 33. feladat
z
megolddsat).
4z | 44 4z P
144220 14422 = 1+4]22
4} . 1
— 21 > {2z -1 =35
114z EZ_ & 02 (2] - 1) <= |2]

Ez azt jelenti, hogy ha |z{ # %, akkor a sor abszoliit konvergens. Ha |z| = -12—7
akkor van olyan 0 < ¢ < 27, hogy 2z = %(cosrp +ising) (D 6.12). (z # %5
miatt ¢ # § L2y

4z 2cosp + isingp) _ 2{cos + isiny) _ 1

1+422  1+4cos2p+isin2yp 2cos @ +i2sinpcosy  cosy
23.5




23. Fuggvénysorozatok és sorok

A sor igy a kévetkezd alakban adhaté meg:

> (a)

ast cos

Ha (0 <)|cos¢| < 1, akkor }coistp[ > 1. A 33. feladat megolddsiban meg-

13-(@n-1) 1

mutattuk, hogy ha n > 4, akkor ~. Beldthaté példaul

2.4--2n " n
, . . . i .
I’Hospital-szabaltyal (T 11.22), hogy n]Lugo s o = o T 22.3 szerint

a sor divergens. Ha [cosp| = 1, akkor z = :i:%. Ezekben az esetekben a
konvergencia vizsgdlatst a 33. feladat megoldisdban elvégeztiik. A konver-
genciatartomanyba a komplex szdmsik azon pontjai tartoznak, amelyek nem
esnek az 0 kdzépponti % sugarit kérvonalra, valamint a kérvonal —217 pont-
ja. A —-% pont kivételével a konvergenciatartomdny minden pontjiban a sor
abszolit konvergens.

35. D= {z €R; £ #0}. Ha z > 0, akkor a sor divergens, ha pedig z < 0, akkor
feltételesen konvergens.

36. D =R— {0}. Ha z € Z — {0}, akkor a sor feltételesen konvergens.
Ha z € RT — Z, akkor abszolit konvergens. (Hasznaljuk példaul a gyskkrité-
riumot (T7°22.24).) Ha z € R~ — Z, akkor a sor divergens.

1
37. Ha |z} €1, akkor Jim 115 # 0 miaft a sor divergens. Ha |z{ > 1, akkor

> 1
a sort majorilja a —— konvergens mértani sor.
joraly o0 g

na=xi
38. D={z2€C;, 2™+1+£0, ne N'};T6.16 szerint 2® + 1 # 0 akkor
3 2k+1 .. 2k
és csak akkor, ha z # cos o + isin — (k=0,1,2,...,2n — 1).
(Nyilvanvalé, hogy ebben az esetben 2] = 1.} Ha |2| < 1, akkor
1 ! = ! > 1 — > -]-'-
14227 |14228 T 14z — 2
miatt lim _t # 0, ezért T 22.3 szerint a sor divergens. Ha [z| > 1, akkor
n—oo ] + 221!
alkalmazzuk a hinyadoskritérivmot (T 22.25):
1+ 220 S+l 1
11 gt T il | T =nE<h
n—0o |} . Z2n42 oo | g + 22 12|

azaz a sor abszolit konvergens. Ha [z] = 1, akkor van olyan 0 < ¢ < 2r, hogy
z=cosp+ising é @ # 2—"2—:51# {(neNt, £=0,1,2,...,2n - 1).
1 1 L 1
T+22 1 +4cos2np+isin2ny  2cos?ny + 12sinny cosngp

1
o mp(cos ny — isin np) = E(I —itgnp).
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23. Fuggvénysorozatok és sorok

39. D =

40.

41.
42,
43.

44.

Megmutatjuk, hogy ﬁm tgny akkor és csak akkor 1étezik a megengedett ¢
szogek esetén, ha p = E} vagy ¢ = w. Mivel cosnp # 0 a megengedett ¢ sz8gek

esetén, ezért Lg(n+41)p kiszdmitdsara alkalmashats a tgla+8) = M
—tgatgp
azonossdg. Tegyiik fel, hogy ﬂIi_'nolo tgne = a. Akkor

tgnpt+igy  attgy
"*ml—tgn(ptgtp 1-atgy’
amibé! (14 e?)tg ¢ = 0. Ez azonban a lehetséges ¢ szdgek esetén csak o = 0
vagy ¢ = w esetben igaz. Ha ¢ = 0, akkor z = 1, ha pedig ¢ = m, akkor
z = —1. Mindkét esetben a sor divergens. Tehdt K = {z € C; |z| > 1}.
{z € R; = > —2}. Alkalmazhaté a hdnyados- vagy a gydkkritérium.
Ha z > ——19—7, akkor a sor abszolit, ha pedig ¢ = —-lg-,' akkor feltételesen
konvergens. K = —— ,00).
D=R, K=~rH Ha z > 1, akkor a sor abszolit konvergens, ha 0 < z < 1,
akkor pedig feltételesen konvergens.
D={2€C; z#£0}, K =¢{ a7.73 feladatot).
D = K = C— {-3}, a sor mindeniitt abszolit konvergens.

a= lm tg(n+1)p =

D =R, K = {-0c0,-1), a sor a konvergenciatartominyon mindeniitt ab-
szolit konvergens.

D =R. Ba 0 < z, akkor a gydkkritériumot alkalmazhatjuk:
¥lsinnz

Ylsinnal 1

e* T et

azaz a sor abszolit konvergens. Ha = < 0 és minden n-re sinnz # 0, akkor 2

sin ng # 0. Ez utébbit a kovet-

sinnzx

<1,

T 22.3 szerint a sor divergens, mivel "ELm

kez& médon bizonyithatjuk. Tegyiik fel, hogy ﬁm = {. A Bolzano-

Weierstrass-tétel (T 7.17) szerint a [sin nx] soroza.tna.k van konvergens részso-
rozata. Legyen [aa] 2 [sin nz] sorozat egy konvergens reszsorozata Mivel

m — = oo, ezért hm ap = 0, mert kiilonben lim —- # 0. A 7.66.
N—Cq en:

00 enr

feladat szerint azt kap]uk hogy hm sinnz = 0. gy

lim cosnrsinz = lim (sin{n 4 1)z ~sinnzcosz} =0
n—0od =00

amibal 1iugo cosnz = ( adédik. Ez azonban lehetetlen, mivel minden n-re

sin® nz+cos’ nz = 1. Vizsgaljuk meg végiil, hogy sin nz = 0 milyen esetekben
teljesiil. Nyilvanvals, hogy van olyan k € R, hogy z = k. fgy sinnks = 0.
Ez az jelenti, hogy nk € Z. Ebbs] kovetkezik, hogy k € Q. Ha £ € Z, akkor
sinng = 0 minden n-re teljesiil. Ha k # Z, akkor végtelen sok n-re sinnz # 0,

sinnzx % 0.

ezért T 7.15 alapjdn ebben az esetben is uEi_l’n
K=R*Ulkm kel k<0}
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23. Fuggvénysorozatok és sorok

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51,

52.

53.

84. D=

D =R, K = R' a konvergenciatartominy minden pontjiban abszolit
konvergens a sor. »

D=RY K ={[ete). Haz = 7!, akkor a sor feltételesen konvergens. A
konvergenciatartomdny t5bbi pontjaban a sor abszolit konvergens,

D = R. T 22.28 szerint a sor akkor és csak akkor konvergens, ha €% < 1;
ebben az esetben a sor abszolit konvergens is.

K={z€R; (2k 1} <z < 2kw, k€ Z}.

Haa #0, akkorD—{zER 0 <z} Bae =0, a.kkorD §. Ha |a| > 1,

1
aklkor D = K, mert a )  —————— sort majordljaa ( ) konvergens
% i ot mionting 3 (1) towvers

mértani sor, ezért a sor abszolit konvergens. Ha 0 < [al < 1, akkor K = @,
mert nl‘_i.,'%o m oo, ami agzt jelenti, hogy a.sor divergens. (z = 0
esetben nyilvinvald, ¢ > 0 esetben példdul L'Hospital-szaballyal sllapithatd
o3
JHag=—1,akkor K = §, merta ¥ ————— divergens sor minorilj

meg.)Ha a , akkor , I ,.24\/'5\/1‘}'—1 vergens sor minoralja
a sort. Ha a = 1, akkor K = R¥, & a sor a konvergenciatartomdny minden
pontjdban feltételeser konvergens:

D = R. A sor Le:bmz-sor ezért mindeniitt konvergens, de nem abszoliit
o0

konvergens, mert a ;_:2 e sort minordlja a ,,gz v
D={zeRz#-1}), K= (—oo,—l)u(—i1 oo). A sor a konvergenciatar-
toményon abszolit konvergens.
= {z € R; z > 0}, K = R*. A sor a konvergendiatartomany minden
pont_]aban abszolut konvergens.
={z€R; 2#0}, K={zcR;z]>1}. Asora konvergenc;a.ta.rtoma,-
nyon abszolat konvergens.
D={ze® z#(2k+1)2°'x, n € Nt, k € Z}. Ha z = 0, akkor a sor
abszolit konvergens. Ha x # 0, akkor alkalmaezuk a hinyadoskritériumot.
A L’Hospital-szabdlyt is felhasznslva kapjuk, hogy |z] < 2 esetber a sor
abszolut konvergens, {z| > 2 esetben pedig divergens. Ha |z| = 2, akkor a

Z 2% tg —— 5 1 — illetve a E( —1)" 12ty 7 sort kapjuk.

n=1 n=]

divergens sor.

2n-

: 1
i 2 Sl 55=T

Lim 2"tg——=hm —— =2,

ezért a két sor divergens. A konvergenciatartominy: K = (-2,2).

{reR® z#k5-L, keZ ne Nt} Alkalmazzuk a gyskkritériumot:
. 1
Jim ltg (z + ;)l =ltgz| <1,
azaz ha _Z—: +kr<z< % + kx {k € Z), akkor a sor abszolit konvergens.
Legyen |tgz] = 1, azaz ¢ = £ + kv (k € Z). Ha z = § + km, akkor
23.8




23. Fuggvénysorozatok és sorok

55.

56.
57.

58.

59.

61.

62.

63.

1 1
tg (z+;):tg (%4-;) >1{n >2), igy T 22.3 szerint a sor divergens. Ha
1 x 1 T 1
= _X Y=g (T -2, > L.z
z 4,akk:ttg(1:+n) tg 1 n) Hamv._?,a,kkor4 n>0,s
igytg(zr———)>B.Mivel

4 n
z_ 1
lim tgy (E - '];) = lim eylﬂtg(x ”) = 3*2
4 y y—voo

(a L’Hospital-szabaly alkalmazdsival), ezért a sor divergens.
Tehit K ={z e & —F+kn <z <] +Fkm ke z}.
Az arctg z figgvénynek az = = 0 helyen az y = z egyenletii egyenes inflexids
érinté&je, tovabba ha z < 0, akkor a fiiggvény konkiv, ha z > 0, akkor pedig
konvex. Ezért minden z-re |arctg z| < |z|. Ez alapjdn

2z 2{z|
22 + n2|~ n?’
A majordnskritérium (T 22.22) és T 22.13 alkalmazasaval nyerjiik, hogy a sor
mindeniitt abszoldt konvergens. D = K = R.

z
arct
3 172 + n2

D = K = R. A sor mindeniitt abszolit konvergens.

Az 55. feladat megolddsihoz hasonlé médon kapjuk, hogy minden z-re
[sinz| < |z{ teljesiil. Ezt felhasznslva a majordnskritérium segitségével kap-
juk, hogy a sor mindeniitt abszolit konvergens. D = K = R.

D={z€C z#coszl‘;‘;{:l?r-l—isin%ﬂfr, neNt, E=0,1,...,n—1}.

Ha |z| > 1, akkor

zl’l

2" +1

ol el "
1] = 41 B+ P

ezért a sor divergens. Ha {z] < 1, akkor a hényadoskritérium alkalmazédsdval
nyeriik, bogy a sor abszolit konvergens. -

D={zeR; z# ——1-, n € NT}. Ha z = 0, akkor a sor divergens. Ha
z # 0, akkor a hényados?kﬂtérium alkalmazédsaval kapjuk, hogy a sor abszolit
konvergens.

D=R-{0}, K =(—00,—3)U[l,00). A konvergenciatartomany minden
pontjdban abszolit konvergens a sor.

D = {z € C; z # i}. Alkalmazzuk 2 hényadoskritériumot! Ha |z —i] > 1,
akkor a sor abszolidt konvergens, ha pedig |z — i| < 1, akkor divergens. Ha
|z —i| =1, akkor |z — i[® =1, 5 ezért T 22.3 szerint a sor divergens.

D = C. A konvergenciatartomany a 0 kézépponti 1 sugari zirt kor, amelynek
minden pontjdban abszolit konvergens a sor.

T 23.9 szerini:

1
=3,

2 guil
4 |y (n+1)°-2 —9

n—00 n2 .9n

23.9



23.

Figgvénysorozatok &s sorok

64.

65.

66.

67.

68.

69.
70.
71.
72.

73.

4.

Ez azt jelenti, hogy ha [z — 1} < 2, azaz a (~1,3) nyilt intervallumban a sor
abszolit konvergens. T 22.28 szerint az x = 3 hatarpontban is abszolit kon-
vergens a sor. A majordnskritérium szerint az z = —1 végpontban is abszolGt
konvergens a sor. A konvergenciaintervallum: K = [-1,3].

T 23.9 szerint: r = lim |—=-| = 0. Csak 2 0 pontban konvergens a sor.
"—00 an+l
T 23.9 szerint: r = lim = 1. A 7.161. feladat alapjin:
N—00 n lan§
lim (1 ~ =] =e7l, ezért T 22.3 szerint |z] = 1 esetén a sor divergens. Tgy
n—*oo
= (-1,1)
r=2, K=[-22),azz=-2 helyen a ha.tvénysor feltételesen konvergens.
=2 2 2y (Ha [z] = 2, akk ¢ alj
o= YE, ={— 2). (Ha |z or a Z \/_n__:_ sort minordlja
1 o0
az 5 g T divergens sor.)
Tekintsiik y = z?-et viltozénak. Akkor T 23.9 szednt ¥ = hm |—7—| = 3,

antal [ NN

amib8l r = /3. Ha |z| = /3, akkor a T 22.28 szerint sor abszolit konvergens.
Tehat K = [—/3,V3].

r=1, K ={-1,1) {L a 33. feladat megoldasat).
r=1, K =(1,3).

r= %, K= [—— -~) Ha z = —%, akkor a sor feltételesen konvergens.
r=lal, K =(-lalld).

> 1
r=1, K=[-1,1]. Kimuta.tha.to , hogy a Z sort majordlja a z: oz

\/_f

konvergens sor. Ehhez példdul L'Hospital- sza.ba.liyal megmutathatd, hogy az

Inn
7_— sorozat nullasorozat. Emiatt van olyan ng € R, hogy ha n > ng,
n

Inn 2lnb

akkor 7 <= amibdl atrendezéssel és a logaritmus azonossdgainak
fn

felhasznédldsdval adédik, hogy \/55"/IrT > n?. Ezért, ha lz] = 1, akkor a sor

abszohiat konvergens.

o0 0
A Z niz™ sor az a z anx" hatvanysor, ahol e = n! é5 auyy = auyy =
n=0 n=0
" = @(pq1p—1 = 0, ezért a konvergenciasugdr meghatirozasira kozvetleniil
sem & hanyados-, sem a gydkkritérium ncm haszndlhats. {Megjegycazitk, hogy
ezeket a kritériumokat mi specidlis formaban hasznédljuk. A gyokkritériumnak
egy olyan, dltaldnosabb formajival, amelyet a tankdnyv sem tdrgyal, a feladat
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23. Fuggvénysordzatok & sorok

megoldhaté.} Alkalmazhatjuk viszont régaitett z(3# 0) esetén a hanyadoskri-
tériumot {z = 0 helyen a sor konvergens):

o (2 Dl

n—00 nt Imil‘l'

= lim (n + 1)|«*"™.

Ha |z| > 1, akkor ez a hatdrérték co. Ha |z| < 1, akkor (n + 1)|z|*™ <
{n + 1}jz|*. Példiul L'Hospital-szaballyal megmutathaté, hogy
Bmgoo(n+ 1)z|® = 0. Tehdt r =1, K =(-1,1).
Gn {(2n + 1)(2n + 2)
= tm > 7
Gpyp| PO (n +1)2

1 1 1
76. T 239 szerint: r = lim ——— = lim ——x =—, 5 =0.
B e TR D
7. r=e, zp=1.

78, r= fig LHADL_ o VIF AL
- _—PDO——~—

T5. T 23.9 szerint: r = lim

n—0CQ

= e =11 = .
Lt oo igwe =0
79, r =2, zg = -2t 80. r=1, z=0. 8l. r=o0c0, zg =1—1.

82. Ha a =1, akkor komplex szdmsik minden pontjiban konvergens a sor.
Ha a # 0, akkor r = ja|™!; z =1.

83. r= lim = lim |1 - (n+1)z| = lim (1+(n+1) } = oo, ezért a sor a
R0 | @y y ] n—00
komplex szdmsik minden pontjdban konvergens.
. 1 . {nt+2% ., vel4+d 1

84, r=lim ——==1i ——————-—,l:h —_——= gy =0

) n/lanl R0 14 2n: ne5o Vitdant 2 7 =0

o] 2n 1

85. A Z 7 sora z £ 2 sor tagonkénti integraldsival nyert sor. Utébbi

T 22 5 és T 22.28 szermt akkor és csak akkor konvergens, s egyittal abszolit
konvergens, ha |z]| < 1, és ebben az esetben

Zx n—2 1

n=1 -z
0 . 2n—-1
Ezért a (—1,1) intervellumon a ) 7 sor is konvergens, és
) n=1 -
14z
- 111
sle) = 2n ~1 .[ 1- l1-=z

Ha [z| > 1, akkor a sor divergens. {Ha ugyanis a sor konvergens volna egy
(—a,a) (a > 1) intervallumon, akkor 23.10 szerint a sor tagonkénti differencié-
o0

lasival ad6dé Y £2"~% sor is konvergens volna ugyanezen az intervallumon.)
n=1
Az x = —1 és az z = 1 helyeken a sor divergens, ezért K = (-1,1).
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23. Fuggvénysorozatok &s sorok

o0 o0
86. A S (n+1)n+2)c" sorta y, z"*? sorbél kapjuk kétszeres tagonkénti
differencidlassal. A T 22.5 tételt is felhasznalva

oo 3 AT
3(3") = Z(n +1)(n+2)zn = (liﬂi) = (1 _21.)31 K= ('—111)-

a=0

oo
87. T 22.5 szerint 2(__1):.3:2::—2 =-112 akkor és csak akkor, ha z € (—1,1},
n=1
s igy
2n—1

s(z) = E(— = —areig z.

n
Az z = 1 helyen a Z (1) Leibniz-sort kapjuk, és ez T 22,15 szerint

2n —1
(— )" Mo o 1
konvergens. T 23.12 alapjin E =s{l) = — e Nyilvinvals, hogy ha
n—l
= —1, akkor
n( 1)2n -1 ( 1)n—l 00 (_1)n -
— ~1 P —.
s(-1) = ,;1( ) 2 2n—1 '2211— 4
X, fz\"tt z \ a
ss. st = (3 (D)) - (:25) - o £ = Clabd
(1. még a 72. feladatot).
o0 n—1
89. 3 (i) == (lz] < @) (1. az el&bbi feladatot} és
o\ a-—z
/ z da:.—-——j( 2 )dx:—:r—aln[x—a|+c,
a—z r—a
ezért
o0 xﬂ
s(z):z;;—;:—lz—z—aln(a—x)-{-alna-_aln —

n=2

K = [—a,a). Megjegyezziik, hogy s(—a) = ¢(1 —In 2) Szisz G., Matematika
I1. 308. oldalan 1év6 példa alapidn is megkaphatd.

00 oy b2\ ¥ 2 " 2a }
w. s0)= (5 (™) - (i) ~map K- kbl

n=0

91. K =(-5,~3). (Célszerf a { = z-+4 helyettesitést elvégezni,

R
3(":)""( +3)41
1 2 3

azaz(n+ )(n+ Y4+ 3)

n=0

1 tS Uy 1 1 "
s(t):—g-!-(——l_) =—-—(2+t+1+——~) .

1" sort vizsgdlni. Ekkor

t 3! t—1
— 23.12



23. Faggvénysorozatok és sorok

92. T 2213 szerint,at =z —1 helyettesxtest is elvégezve:

93.

94.

95.

i(z—l)ﬂ-lzitﬂ-lz - (t € (-1, 1). j—dt-—ln(l»t)+c1
n=}1 n=1

és —fin(l —t)dt = —th(1 —t) +In(1 — t) 4+ t + ¢; miatt:
) 't"'+]

Liomgn - -omi-0+t (te(-1n).

1
A Z — konvergens sor majordlja a Z o ——y) sort, ezért a végpontokban
a sor abszoiut konvergens. T 23.12 segltseg;evel kapjuk, hogy:

s(z) = {(2—x)in(2—$)+z—l, §§g§;_< 2,

K = [0,2]. (A hatirpontokban a sor dsszege megkaphaté a T 23.12 tétel
hasznalata nélkiil is. Fzzel kapcsolatban példaul Szdsz G., Matematika II.,
308. oldalon 16v& példajéra illetve a 23, feladat megoldasdban lefrt médszerre
utalunk.)

b 1
gz“ =i (izf < 1) miatt:

: 1 1/ 1 11 11
= —_— t:—— g t=
s{z) /ﬁl—t“d 2/ (1+t2+21+t+21—t)d —

1+3:

%arctgx—i— ]n K =({-1,1}.

s(z) = —In{d—=z), K =[2,4).
(e*}™) = ¢® miatt D 23.18 szerint Z —-(:c —2)". Példaul T 23.9 alkalmaza-

séval megmutathats, hogy K = R. Ha z > %2, akkor a Taylor-formula n-edik
maradéktagja (D 23.16):

£n
_ € _ oynl
Az e® fiiggvény szigorian monoton novekvs, ezért
Eﬂ xr
— __e____ . gyntt € _ gyntl
0< Rn(?u) ot 1)!(:n: < o 1)!(1: 2
(:): _ 2)n+!
A 7.73. feladat szerint lim e®*——"— = 0, ezért a renddr-elv (T 7.30)
n—oo " {n 4+ 1)

alapjdn u1_1_.1130 Ru{(z) = 0. Ha z < 2, akkor & < {, < 2 miatt

ebn
8 < Ru(x) = e 1)1( — 2yt ¢

" i T =t
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23. Figgvénysorozatok és sorok

96.

a97.

ezért ebben az esetben is Em Bo{z) = 0 é igy T 23.19 szerint a sor a
konvergenciatartoméinyén elGsllitja a fiiggvényt. M 23.17 és D 23.14 szerint

Ty(z) = ¢* (1+(m—2)+ (= —2)° +(z—2)3 +(z_2)4_)’

2 ] 24
eTotigutl z gt
H.(8) mrO . Ha z > 2, akkor halz) = miD Ha pedig z < 2,
akkor hq(z) ikl Tz azt jelenti, hogy Ti{z) a [1,3] intervallumon

TS
legfeljebb Hy(1l) = % ~ 0,167379 hibdval, az 1 helyen pedig legfeljebb
he(l) = 1;0 = 0,061575 hibaval kozeliti meg az ¢ fiiggvényt. (Megjegyez-

ziik, hogy a feladat T 23.21 alinlmazésival is megoldhaté az z + (z — 2)
transzformacist végrehajtva:

2)"

=l %= ZE(I— K=R.

A hibabecslést azonban ebben az esetben is a fenti médon kell végrehajtani.)

A feladat megoldhaté T 23.19 kozvetlen alkalmazisaval is. Egyszeriibben
jutunk azonban célhoz, ha elvégezziik a

R
sing =sin |z — 5 + 5 | = cos 3
atalakitast. T 23.21 alapjén cos (n: - %) Maclanrin-sorat felirva:

. o (—l}“ (I_%)zn B
sm:c‘—"g—————(—é-;t)!—, K =R

M 23.17 szerintha = € [% — 6 —]— 6] akkor

el G A R

(n+ 1) 2

{Felhaszaaltuk, hogy

cos® (g, - 7)| < 1)

(:1: —=y (z - -'-)4’ T x5
To(z) = Ta(z) = 1 — X 2’ + 242 , Hs(3) = g5gy  0,000326.
(Megjegyezziik, hogy n; = 4 esetben ugyanazi a kozehtc pelinomot kapjuk
ugyan, de a hibit {hat tizedesjegyre kerckitve) csak 0,002491 pontossagga.!
tudjuk becsiilni, ezért nem célszerfi ezt a becslést vilasztani.)

T 23.20 alapjin:
o2t 42=1-2z-1)+2=-1P+ -1, K=R

29.14



23. Fuggvénysorozatek és sorck

98.

99.

‘Ha n > 4, akkor Tu{z} = Ta(z), azaz hy(8) = 0. Nyilviuvals, hogy

To(z) =1, Ti(z) =Tez) =1—-Az — 1}, Ta(z} =1-2Az - 1)+ 2(z - 1P
Csak Ha(8)-t becslését kozaljiik; Ho(6), Ha(S) becslését az olvaséra bizzuk
(H;(6)-t nem érdemes becsiilni}. Mivel 1 —6 < £ <1+6, ezért —1 -26 <
2%, — 3 < —1 425, s igy
2489 —12
3t

amelybsl H.{0,1) = 0,0012.

b = 5o B " Mind g
chz = o (z—z0)". Minden z-re |shz| = shjz| < chiz| = chz, ezért

n=0

{Ry(z)l = (= — 1)*] < 2026 - 3ll= — 1 < (1 +26)6° = H(5),

chijzel + 8)
(n+ 1}
cha
{(n+1)
. N che
minden 23 1, G+ 11
D 23.18 szerint az In r figgvény 2 kérili Taylor-sora:

ch(fzol +8) jus1

e —al™ < =y

= Hn(‘s)

és hy{r) = |z — zo}™*!, ahol a = sup{|z}, |zs|}. A 7.73 feladat szerint

lz — zo|"t! =0, ezért K =R.

. oo - 2)11
w2+ 3 (-t E2
+ ngi( ) n-2°
A sort tagonként differenciilva és a T 22.5 tételt felhasznilva:
ki a{z —2)"! x 2—z\"t 1 1 1
"“1 n‘l\—‘—*—"‘— = - ( ) = - = —
3;( ) n-2® ,?-:3, 2\ 2 Lz g

(0 < z < 4). T 23.10 szerint:

n-2°

oo _9\n z1
Sy E D [ Sdt—mmz-m2 (0<=z<q)
n=1

Az z = 4 helyen a sor Leibniz-sor, ezért T 22.15 szerint ezen a helyen is

konvergens. T 23.12-t alkalmazva, kapjuk, hogy a sor ezen a helyen is elGallitja
a figgvényt, azaz K = (0,4]. (Megjegyezziik, hogy a szdmitas az

z—2 -2
hx.t:in(?—i—:c——?.):ln?(l-{— i ):In2+h1(1+—2——)

atalakitas segitségével In(1 + 1) (=1 < z < 1) Maclaurin-sordnak (T 23.21)
fefhasznalisaval joval egyszeriibben elvégezhetd.) Végil becsiljiik meg az n-
edik Taylor-polinomnal valé kozelités hibajat! Ha 2 < x < 4, akkor a sor

23.15 -



23. Fuggvénysorozatok és sorok

Leibniz-sor, ezért T 23.22 szerint a kozelités hibdja nem nagyobb, mint az
elsd figyelembe nem vett tag abszolit ériéke:

o0 T n+l
2 (_I)H(k 2k) *( 2 ) ni1=h“(z)'

k=n+1
Ba 0 < z < 2, akkor T 22.5 és T 22.28 miatt

Z ( l)k l(a: )

k=n+t1

lnz - To(s)| =

i (2—:::)“ 1
Pl 2 k

<o, (3 )’°=n;(2;$)"‘”§=hn<x>-

k=n+l

|lnz ~To{e) =

5 n+l 9
Ezé:tpéldé.ulHn(cS)=() 0D<2-6<z<2+4

2/ (n+1)2-6)
miatt -2- < — 7= 2 -5 7.3 > 1¢s |2 — =z} < §, amelyekbsl, a hp(z)-re kapott
becsléseket is felhasznélva, kapjuk H,(6) elGbbi értckét.)

oo sh(n)(o) 00 L ntl

100. sh:c = 2 oy om, K =R intha.té hogy T2k+1(:11‘) =
—
Tgk_i.g(:v) (k € M} A 98, feladat megol?la;ahoz hasonldan kapjuk, hogy
- ntl 5= 2 ntl
ha(z) (n +_L}!_|3:| és Hyo(8) o 1)!6
o0 13 oo n
101.T 23.21 szerint: o® = ¢°"% = > (sIn.a) = In az“; r €R.
al nl
n=0 n n=0 *
102.e~" —~Z("m Z( 1) z€R.
n=0 n n=0
103.T 23.21 alapjan:
( 1)11 2n+1
sin(z +2) =sinzcos2 + coszsin2 = z ——m cos 24
(—1)*z?" . > {-1)* (:a:cos2 . ) 9
2= 2} z*%; .
+n¥ﬂ (2n)! Ll 2 gin Eﬂ(zn)! 2n_!_l-i—sm z“*; reR

Megjegyezziik, hogy T 23.19 segitségével is megoldhaté a feladat:
oo = (1}
sin{z +2)= Y f—u—l-rg-@—)—z", mert a 7.73. {eladat szerint

a=0
sin("+ )(fn) nti x|t
Jim {Ra(z)| —n_'oo mr z = ) =1
barmely z € R esetén, mivel | sin{*t1) baf <1~
3 2 o0 2n
104.e" H = e* =cz—1; r€R.
=

23.16 —



23. Fuggvénysorozatok és sorok

1 _ 1 o zI'l o0 (_z)ﬂ
108.chz = (& +e %) = 1Y ==+ 3 E(1+( 1)")-— =
2 2 n=0 nl n=0 n! 'u-D

o0 2n

3 T%W; z € R. (Megoldhats a feladat T 23.19 alkalmazdsaval is.)

n=={l ¢ .

T o0 IZn-{-—i
106.811—2- == z m, z R
n—1 oS ¢ _q1yn—1 )
1[}7.3:]n(a:+1)~—:r:z( 1) _Zg—l)—z"“; -l<z <1
n-—l n=1 n
(___ )n—-lxzn
108.1n(z? +1) = E ——; -1<z<1
=1
" 00 $2n
n=l
1 ] 00 zn—l
110.e*chz = 3 (er + 1) =1+ E —13"; z€R.
1+ cos2x ( 1)rgn-]
11tl.coslz = ———— =1 2; z € R.
2 ,,5:31 (2o
2

112.2_ =-ltg—= 1__ 1+§0( ) 2,:: —2<z <

(Megoldhaté a feladat T 23.18 ajkalma,zaséval is. Peldaul teljes mdukcmvai

() gy = 2 + gy =
megmutathats, hogy f"/(z) ST (n € NT), ezért FIM(0) = )

-Zz (-1 < z < 1) miatt:
n=
1
— =Y (2% = ) 2% <z< 1L T225
1 . (23:2) n-a( } Z \/i \/" ( )
3 —_ 1 fign _n __
(1—3:)(1+2:1:)_1»—x’+1+2 ‘Z“’ +2,§( 1y 2te" =
e nontly 1 1 1
S+ (-1)"2* e o<z <
= 2 2
115.A T 22.5 és a T 23.10 tételeket is alkalmazva:

114.

z __1( 1t )+1 1
(1-zP(1+z) 4\l-z 1+z/ 2 (1-z)¥

=3 z", =y (-1
1-2 ,g nz—n
és
= - Eo - £
a=ay T nz—;ﬂnz ,Z::ln:u .
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23. Faggvénysorozatok & sorok

ezért M 23.13at is alkalmazva'
T

i-a0- Z(H( 1y 4 L znz =

n—-& u-']

1 Z(l-i—( 1))+ o Z(n+1)z = “E ( -———--1+(_1}n“):c":

n—ﬁ 2
—l<z<l.

o
= E(—I}"Iz", ezért T-23.10 alapjén .-

1
T 1422
2n+l

arctgx = arctgxr — arctgl = Z{ 1)" —-1<z<1.
LT

(L. még a 87. feladat megolddsit. Megmutathats, hogy |z| = 1 esetben is
elgallitja a sor a figgvényt; 1. a 164. feladatot.}

117.7T 23.21 szerint: —-z)=
-1 n—1 z® 1 n—if  ym» oo 2n41
Z( ) E( ) {1:} 221 7 —l<z<l.
Rl n=1 n=0 Zn+1
118.T 22.5, T 23.21 & M 23.13 alapja.n—
1 n_n (—"1)“ w1
=  Inf(1 —
= e, wiig -y E22

=0 r=0

Mindkét sor abszolit konvetgens, igy T 22.34 szerint Cauchy-szorzatuk is:

hl(]i-{m?:}__~ bad I (—l)nz“""l _
14z _(Z(“l)x)(z ntl )"

=l \n=0
Z( iy*? (1+ +-+ ) " -l<z<l
n=1
119. 7]?-%__“— ={1 -l-z}f%, ezért o = —~§ esetre alkalmazhatjuk 2 binomislis sorokra
4+
vonatkozo M 23.24 megjegyzést. Eldszir szamitsuk ki a binomislis egyiittha-
tokat: Lo .
-3} = ~3(-3-1) (-1 -n+) eyl
n nt’ 22 .l ! )
Ezért: " (2n — 1)
ce{In —
=14 -1 ”—-—-———— T =
ive ;‘ e
1
1+Z( -1y —————(—————) 2 —l<z<1.

-+{2n)

fAsorazz =1 helyen Leibniz-sor (1 a 33. fcladat megoldasit), igy ezen a
helyen is elasllitja a fiiggvényt.)
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23. Figevénysorozatok és sorok

128.

121.

1 1 1 1 1 _1_ L
5x+6"x—3 z—2 2 1-% 3 1-%
( ) Z( )n §3n+i _2n+!
= ———; =2 <2
3 n=0 ~gnl )
1
T 10.14 szerint (arcsinz) = ﬁ; z € (—1,1). Alkalmazzuk a 119.
feladat megoldésat = helyett —z?-re:

1 X 1-3.--(qn—-1) ,
=14 = a o © "
V-2 z -4---(2n)
Ebbél tagonkénti integraldssal (T 23.16):
>01- 3 (2n—1)

= - ~1,1).
arcsinx = $+Z 4--(2n) mal € [-1,1]
Megmutatjuk, hogy az z = +1 helyeken is konvergens a sor. Minden n € Nt
groutal) gy
esetén ol < ——, ezért
n+1

3 '-(2n-—1) 2-4--(2n)
4-(2m) 35 (@n+1)

amib&i dtrendezéssel
1-3---(2n - 1)\’ 1
< —,
2-4---(2n) 2n+1

3---(2rn-1) < 1
4-(2m) < Pnfl
. . > 1-3---(2r—1)
d6dik. Ez azt jelenti, h g
adé z azt jelenti, Ogyaﬂgi 2-4-4-(2n) 2n+1

majd gydkvondssal

sort majordlja a

konvergens sor (T 22.13), ezért az el6bbi sor szintén konver-
z 1/(2n +1)3

nr==1
gens. A Maclaurin-sor az z = —1 helyen is konvergens, mert az = =1 helyhez
tartozé sor —I-szerese. fgy T 23.12 szerint |z| = 1 esetén a sor eldillitja a
fiiggvényt.
122.T 23.17 alapjan végezzik el a kovetkezs§ szamitdst: |Ry{1)} <

123.

£ <
n+ 1)

3
R 0,510~%, amibd1n = 8 adodik. Tgy e = 1414+ &+ -+ =~ 2,7183.

x (_‘%)H-H

- .1 ~5 . =3
. T T 1 T 3

gy sings ™z~ 3 (Eﬁ) ~ 0,05234.
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23. Fuggvénysorozatek és sorok

124.Kevesebb szdmoldssal jir, ha a § koriili Taylor-sorral kizelitjiik a fiiggvényér-
téket (1. példdul a 96. feladat megolddsit és a T 23.22 tételt):

23w 23r =«
R I (2 U2
(45)1— 45 2

n+1 1

n+l 1 -5
S (ﬁ) iy < %810
. 1 2
amibél n = 3. fey sin %f ~l—— (;’—0) ~ 0,99939.

n—i
125.Elvileg szdmolhatnink T 23.2% segitségével, azaz azIn2 = z = 1)

n=1

Leibniz-sorral, de [R,(1}] < n_};? < 0,5-107* miatt n > 20000 lenne. Jéval

kevesebb szdmoldst igényel a 117, feladatban szereplf figgvénysor alkalma-
< 1.
zdsa T = j-ra:

;_ 0. 1 2n+4-1 1
ln2=lng —§_2,§,(§) ntl

Végezziik el a kovetkez8 hibabecslést (vagy pedig alkalmazzuk kézvetlenil a
T 23.23 tételt):

@=2,5, 6 wr a6

2k+1
2%+1-2n+3 _) <
k==n+1 + n+

k=n41 3
1 2n42 )
)™ <o

amibsl n = 3 adédik. fgy In2 ~ 2(1 L

3-{- +5 3 737) 0,6931.
shz &
126. A 100. feladat megoldasit fethasznilva: — = g m {z £ 0). Ter-
jessziik ki az —— fliggvény érielmezését a 0 helyre a hkm she =1 értékkel
z

fu s~ Z/ (2n+1)‘

o0 2n+I 1 o0 1
Z et seian = Z B s e
S l2n+1)(2n+ 1) {204 1)(2n + 1)
1 1 1
+ —_— _F. .

e ts s Tt moneE— +§:’1(2n+1)(2n+1)'

1+

1 1
- - ke nt
A Z  ny D Iy o maerdle Z | @) (ke nNT)

konvergens mériani sor, amelynck Gsszege T 22.5 szerint:

2k(2k iy

23.20



23. Fuggvénysorozatok &s soiok

1 _ . .
> e .
Ha k > 4, akkor T2k 11 < 107°. Ez azt jelenti, hogy

shz 1 1 1
/o v T -

és a kozelités hibsja kisebb, mint 1075,
127.A 102. feladat megoldasat is felhasznélva:
. 1 ( 1)n 2n @ [(—1)ng2ntl i ® (1)
[eta=5] TR 3 [ I R S S
Sint2n+l) |, rl2n+1)
Az integrilt megadé sor Lelbmz-sor, ezért az n-edik részletdsszeggel valé k-
zelités hibija nem nagyobb, mint az (n+1)-edik tag abszolit értéke (T 23.22).
1
> 6, akkor —————— 44
Ha n > 6, akkor T D +3) <1077, igy

1, 1 1 1 1 1 1
2 dp il — s — L 4
fo"’ “’ stTo & 36 1320 T oge0 © O 1488,
10* pontossiggal.

-1
128.A 0 helyen legyen a fiiggvény értéke ]j[rtxle——— = 1. A T 23.21 tételt is
—0 =z

felhasznalva:
3
Fef—1 3 z® 2 7 & 1
dz = j =y
j{} Z Al ;[n-n!]o 11‘\__-:_12“-11-11!
o . E" 1
Mivel a Z ha.tvanysort z hatvinysor tagenkénti integréldsaval
n-

kaptuk, ezért T 23 10 szerint mmdenutt konvergens. Alkalmazhatjuk a
T 23.23 tételt =z = i-re az n-edik Taylor-polinommal valé kozelités hibdja

bb, mint ————————r.
nem nagyobb, min P n 1)

—5 k -5 Srf -
Ha n = 5, akkor S+ ) £ 1)) < 1077, ezért

ber—1 11 1 1 1
dr ~ — - - 25 15.
fa T ERstgtmata st s o0

1 (=] —_— n
120.A T 23.21 tételt alkalmazva: ] cosz’ dr = Z —L—l—)— A hibaszami-
i i (4n +1)(2n)! .
tast T 23.22 segitségével vépgezve:
1 1

1
2 ~ =
/{}cosz dr~1-— 1(}+916 0,905,

1 . o o (_I)H
130.A T 23.21 tételt alkalmazva: fa sinz” dr = z

) A hibaszé-
2 Wnga)en 411 e

mitast T 23.22 segitségével végezve:

v, 1 1 1
./u sing” dr = 3—404—1320-\.0,3103.

23.21 -



‘23. Fugpvénysorozatok €s sorok

1
131.A 0 helyen legyen a Riggvény ériéke hm % =1. A T 23.21 tételd is
fethaszndlva: '
19 ... 00 L s gynti 202 o0 f_1ynH
fil .gzoszd:c:Zj!{ 1" g =3 o i.( 1 —
B z b @2n)! L= 23120 — 1)(2n)!
1 E
fil~—cosz 1 1
132.7 2238 Asegrt.segevel.
3 2
. _ _ 3 .2
A 1+f = f (M A ))dx fa:( Vs vy
1
T 2322 alapjin: ]ﬂ TE N g iy S 0109,

‘arctg &

133.A 0 helyen legyen = fiiggvény €ridke hm = 1. A 116. feladatot is
3 arctg:c = ( 1)"

felhaszmilva: [* T ES 4z = );Bi( St

3 a.rctg:r: 1 1 1

ln_(l + )
z

T 2322 szerint: f

134.4A 0 helyen legyen a fiiggvény értéke -‘?&m =1. AT 23.24 tételt is

n—1
fethasznélva j ln(l + r) dz Z ( 1) .. T°23.22 szerint:
n=1 ik
73 In(1 + :1:) 1 1 1 i 1 1 1 1 ]
.'/u = 1—§§+3 42+52_62+’7f2——82+§5~0'83'
135.A T 23.21 tétel alapjan: -

o

3 z"ty mty
j Ve dz = nz_%j = z 32""'3(217. + 3!’

O
A hibaszdmitashoz a T 23.23 tételt haszndlhatjuk, mivel a Z Zm—I
{2n + 3)n!

. =0
[+ 4

. 2

hatvanysort a Z -

n

hatvanysor tagonkénti integrilisival kaptuk.

= n!
A T 23.10 téiel szerint, az = > 0 esefben 2 hatvinysor konvergens.
1

; > 2 akk 1073, ezért:
Ha n > 2, akkor 1-359%5(2n + 5)(n + 1) < 107°, ezért
2 1
f T d:c~—-— + 5 + 57 0,02640.

28.22 : .



23. Fﬁggvénysoroz&tok és sorok

136.A hanyadoskritérium alkalmazisival belithatd, hagy a sor konvergens. Ve-

o n+

gyitk észre, hogy a sor dsszege egyents a 3y

n=]1

nyének z = § helyen felvett: értékével, ha % benne van & hatvinysor kenver-
o

hatvinysor 8sszegfiigpvé-

genciaintervallumdban. frjuk a hatvanysort ¢ Z il alakba. A T 2318 és a
’ n=} °

T 22.5 tételek szering

zZ——:zZ’[ t“"‘dt—zf (it"“")dt:

n=} n=1
f —-d#-—-a:ln(l-—x) -l<z<l.

o B § n2

Ebbsk ?—: porEnil s
137.4 hainyadoskntenummai‘ megmutathaté, hogy a sor konvergens. A sor dsszege

- a—1
egyenlé a z (ni I hatvinysor deszegfiiggvényének ¢ = 1 helyen felvett.
n=1

értékével, ha I benne van a hatvinysor konvergenciaintervallumaban.
A T 23.10és a T 23.21 tételek szerint:

St (Gt - CE) -GER) -

n=F n=1 n=2

( (,2.??‘“1)} (i‘et‘z‘”)f:ﬂf:;f{m: z#9,

ezért Z( _;.1)!
( 1)" 2n+1

= 2n+1

vényének z = 1 helyen felvett értékével. A 116. feladat megoldisa szerint:
l)n 2n+1

Z( -—arctga:ha-—l<x<11gy2( l)nzE
n—(] n+1 an+l 4

n
139. Z ( -') ~% (1. ¢* Maclawin-sorat (T 23.21)).

140. @) =ch0 =1 (I. a ¥05. feladat megolddsit).
=017

141, A hanyadeskritériummal megmutathaté, hogy a ser konvergens.

Zn:r —2 ¥ net _x(fjxn)’f:

r=Fk n=k

r v x
T == M e -1
T(l——x) o <t<h

- 23.23

138. A sor Leibniz-sor, 8sszege egyeni§ a z hatvénysor dsszegfiigs-




23. Fuggvénysorczatok & sovok

ezért E on =

n=1 - (1 - %)2

feladat megolddsiban mas médszerrel szamitotiuk ki.)

1
= 2. (Megjegyezziik, hogy a sor sszegét a 22.18.

142.A Z 22"+ sorbél tagonkénti differencisléssal és = = 7- helyettesitéssel kap-
n=0
juk, hogy a sor 8sszege 3.

143. A fiiggvény pdros, ezért M 23.32 szerint a Fourier-sordban csak konstans és
koszinuszos tagok szerepelnek. D 23.27 és M 23.33 alapjan:

=—f («? —3:2)d$———
Ha n > 1, akkor kétszer parcidlisan is integrilva (D 12.10):
2 [F 2 2
an = —-j (m° —2*)cosnzdr =
T Jo

-1 n-1
cosnm _ 4( ) .

n?

L. 2 i 9
27rf cosnrdr — — | z°cosnzdz = —4
[ T Jo

Az f(z) fiiggvény Fourier-sora:

2 Q (it
flz) ~ gg——-{—flg(—fgz—cosnm.

A majorinskritérium és T 22.13 szerint a Fourier-sor minden = helyen

{abszoldt) konvergens, az f(z) fliggvény pedig folytonos, ezért a
T 23.28 tétel a.lapjén-

fz)y =22 +42(

_ )n 1
cosnz {z € R).

144. A figgvény pératlan, ezért Fourier-sordban csak szinuszos tagok szerepelnek
(M 23.32). T 23.26 és M 23.33 szerint:

4 x
by = — ff sinz sin 2nr dr,
w Jo
amibdl a
1
sinzsinne = 5(@'05(271 — 1)z — cos(2n + 1)x)

ssszefiiggés segitségével, vagy kétszer parcidlisan integrilva (P 12.11):
-1
s~ 23 S
T a=1

Az f(z) figgvény az z = T 4+ kn (k € Z) helyeken nem folytonos, a sor
azonban ezeken a helyeken is konvergens és &sszege egyenld a fiiggvény jobb
és bal oldali hatarértékének szamtani kzepével (T 23.28)

{ Em flzy=1és lim f(z)=-1).

TG +kr—0 T F+ka40

)n+l
sin 2nz.

- 23.24



23. Puggvénysorozatok és sorok

145.A D 23 27 definicié szenﬂt
ao=—/ f(a:)dz-—/ (- 2x)dz+—[] zdx = ——f 5zdz——.
Hasonld sza.molassal parc1alls integralast is alkalmazva: X
5 5 " coskn (=1
= — _— e | — b = - =
@ =— {coskr — 1) —3 {(=1)° —1), b —7 -
(ke N¥). AT 23.29 és a T 23.28 tételek alapjin:

T &2 1 —iy .
flz) = 5? - ,El (WT(-)—I? cos(2n — 1)z + g—:;l—smna:) .

7 4 & cos(Zn+1)2

1486. o~ —eee R.
) =5- 22 g+ °€

147.A fiiggvény paros, ezért M 23.32 szerint a Fourier-sordban csak konstans és
koszinuszos tagok szerepelnek. D 23.27 és M 23,33 ala.p;an ag =0 és
ap = ksm— (k € Nt). A sgncosz az ¢ = 2mtl 7w {(m € Z) helyek
kivételével mindeniitt folytonos, de T 23.28 szerint kénnyen ellenérizhetd,
hogy a sor ezeken a helyeken is elgallitja a fliggvényt:

4 = ncos(2n 4 1)z
SEA COS T == 7",,2___;;(_ } T

148.A D 23.27 definicié szerint:
1 ¢4 1 g0 i
@ = o /_wf(:r:) =g stmxd:c .

T

;i TER.

1y 1 0
al____‘/ f(a:)cosa:=—/ sinzcoszdz = 0.
T J—x wJ—x

Ha k£ > 1, akkor a sinzcoskz = —;—(Sin(k + Dz - sin{k — 1)r) Osszefiiggés
segitsegevei vagy kétszer pa.raahsa,n is integralva:
ay = -—/ f(z)coskzde = —j sinzcoskrdz = ﬁ(l + coskn}. -

Hasonlé szémitéssal kapjuk, hogy minden k € N¥ esetén b = 0, bér a fiigg-
vény nem pé.ms T 23.28 alapjé.n'

2 & cosnz
flz)= *‘—+ 24712——1 r €R.

149. D 23.26, M 23.32 és M 23.33 szerint: ag = —/7 arcsin{cos z}dzx =

2[ . (osm)]% 2/% z{—sin x) j g —
~— | T ATCSIn| < _— ——-—' — T = —
x O xh Vi—costz

1
ap = E(l —coskn) (ke N+), igy T 23.28 alapjsn:

f&%——+ Z

T o=t

cos(dn — 2)x

@ -1z "ER

238.25



23. Fiuggvénysorazatok & sorak

2 42 cos 2nzx
150.f(z) = —+ - X (D" ga—y seR
’ r=T

| 16 & (1)
151;}‘:(3?) = ?r‘nf:-; ms}nznm; z € R

1
152, D 23.26, M 23.37 és M 23.33 szerint: ag = f& (z — I}dr = —-;—,

ay = 2;;1(1: —1)cos krzdz = 2 ((-vl)"C - 1)

k2r2
.. : i 4 X cos(2n — 1)z _
T 23.28 alapjan: f(z) = o b —~(L2n——:—1—)-)2—, r€R.
n=

153. A Fourier-egyiitthatdkat kiszé.mithé.t%uk a O 23.27 és M 23.32 alapjin. Koz-
vetleniil kapjuk, hogy aq = 0, a1 = e Az ag egyiitthatd meghatirozisihior
hasznéljuk fel példdul a cos3z = 4cos® £ — Jcosx azonossigot: a3 = % Ha

n € NF¥ — {1,3), akkor kétszeres parcidlis integraléssal és azonos dtalakfts-
sokkal eljathatunk az

6= .
an = — f(:} cos’ z cos nz — 2¢os z cos nx) dx
n? fo

integralhoz. Ezt tovdbb alakitva:

T
oy = % [ (3 cos® = cos nE — (cﬁ(n + 1}z + cos(n — I)a:)) dz,

amibél a, = %a',,, azaz @, = 0. Megjegyezziik, hogy sokkal egyszeriibben
kapjuk meg az eredményt a kivetkez§ elemi dtalakitdssal:
1 ' 1
cos’z = 1+ cos2e cosT = —2-(cos z 4 coszcoslz) =

2

+1(C0 3.I+COSI)-3 S$+’10083$
—_ — = — CO: — :
Cos T S 1

2
0 (—_1)11.—1
154.f(zy =3 —gCosnT & € R.
n=I1

- 2
155. D 23.27 szerintr ag = 7, @, = 0 és by, = —{—-1)"'H (n € NT). A fiiggvény
(1! i
Fourier-sora: 7 + 2 z —
n=1
(T 23.29). A figgvény az z = (2k~1)7  (k € Z) helyek kivételével mindeniitt
folytonos, ezért T 23.28 alapjin:

(__1)—11-FI

sit nz. A sor minden z helyen konvergens

ey =m+2y,

n=}§

Ha z = (2k — 1), akkor a sor dsszege egyenld a fiiggvény bal és jobb oldali
hatérértékének szémtani kozepével, m-vel.

sinnz; .z #F(2k— 1), kel

23.26



23. Fuggvénysorozatok €5 sorok

156.Az f fiiggvény szakaszonként monoton
(1. ébra), ezért D 23.29 szerint Fourier-
sora mindeniitt konvergens. »
Ha z ¢ Z — {4k;%k € Z}, alkkor T 23.28 / it /‘
szerint & sor Osszege f{x). it} At f
Ha z € Z — {4k;k € Z}, akkor a sor 7+ 72 % A4
Bsszege €zen a 'he’lyen a fiiggvény jobb
#s bal -wldali hatarértékénck seimtani
kozepe. A Tiggvény paratlan, ezért
B 23. 26 M 23.32 45T 23.33 ala.p_]zm a Fourier-sora:

4 Z i cin (n 4 Ljrz 3 (4n + 2wz
T ) 4n +1 (4n # 1)m 2 T ofdn + 2) 2
1 1 {4n 4 )=z 1 {4n + 4)mwz )
tin +-3 -(1 (4n+3)7r) A e ) 3 )
157.f(z) = ( + E (+ 11 2(cos,ar'a:afra: —.mrsinn-ﬂ'..».'::)g ; T€ER
: —%:r:—Z, ha 1r<,:1:§—%,
158, f(x) = 4 i ha - <z< 3
—23 42, hatl < z<7 es f(a: + 2m7r) Flz); meZ

A figpvény parat’la,n ezért ‘™ 23.32, D 23.27 és M '23.33 szerint:

km
by = ,TESEZ 5 {k € N*). Ha % péros, akkor sin®E = 0, ezért feltehetd,

hogy k =2n 4+ 1{n€ .N) T 23.28 és T 23.29 segltsegevel kapjuk, hogy
Fla) — G ) PP
fla) = ,2, Bt 1 sin(2n 4 1)z

: i, ha-1 <0, | -
159, f(z) = { i:+ 1, ih: 0<i $<’L é flz+2m)= f(zx) (mei)

A fiiggvény péros. ag = %es ap = ——(—=cosknr 4 1).
k2t

Ha k = 2n {(n € N}, akkor ak = 0, ezért

cos(2n — I)w:r

fl=) == + £y 5
(2} = 2= (2n-1)
( )n+1
160.— Z sinnwz.
haB<z <,

-, ; X {. - P
181.A g(z) = {1‘ ha 7 < 7 < 2, gz +2kn) = g{x) {k € Z) figgvény
Fourier-sora T 23.29 alapjén mindeniitt konvergens. fgy T 23.28 szerint:

o n—1 n
=)= d+ il + ;lr'z ?(}—i;g:,ﬂ———-cosnm +E:——l—#l—smna:)

2
n=l] n

(Meg_]egyezzﬁk hogy ha = # & (k € Z), akkor f{z) = g(z). Ha © = 2k~
akkor f(z) = 1T, ha pedig z = {2k 4 1), akkor f(z) = J{k€2)

23.27



23. Fiiggvénysorozatok és sorok

2 —1)®
162. f(z) = %— +4 Z ( ) cosnz; x € R (L példdul Szész G., Matematika II.,

( l)“ g
343. oldal 1.példa). f(0) = 0 miatt Zj =—75
n=l
163.A 146. fela.dat megoldasa szerint:

f) = g_ Z cos(2n + 1)z

— €3 2 L. ﬁ
2 T n 1)y ;= € R,z = 0 helyettesitéssel az Ssszeg %

164. A figgvény pa.ratian ezért Fourier-sordban csak szinuszos tagok szerepelnek.
Az M 23.33-at is figyelembe véve:

B —
bk-fzjwsmkmdz:?-[ cosk:r:] ={r(’ln+1)’ ha k£ =2n +1,
w Jo T k 0 0, hak=2n+2; n€N.
éi sin{2n + 1)z
T Intl

Az f{z) figgvény Fourier-sora: , ennek értéke az T =

bl

helyen: ~ E 2n+)1 A sor Leibniz-sor, ezért T 22.15 szerint konvergens.

Az f(z) fuggveny folytonos a % helyen, igy T 23.28 alapjin: 1 = sgng =

z(l)n Ebbiz(l)u——’f(me'e ezziik, hogy Szdsz G., M
2+1_ . giegy gy Szdsz G., Ma-

tematlka I, 348. oldajan egy mésik fiiggvény Fourler-sora segitségével adja
meg a sor tsszegét.)

165. A fiiggvény pdros, ezért Fourier-sordban csak konstans és koszinuszos tagok
szerepelhetnek: ag = % Ha n > 1, akkor kétszeres parcidlis integrilast is

alkalmazva: ! 1
ay = -—m(cosmr +1) + 7%
4 2 4 & cos2nz
b6l ay = — _2_t§hcosine . Ebbé
amibél a, T@I 1) gy f(z) - ’Tnz=:1 o (z € R). Ebbsl
= 0 helyettesftéssel: il——l
z = 0 helye sel: yremE it

k+l
166. sin —2— = ) z {4;2) T sinkz (z € R). Végeaziik el az x = § helyettesitést.

Mivel sin kE = 0, ha k piros szém, ezért elegendS a & = 2n +1 (n € N)
V2 8 & (-1)"(2n+1)

értékeket figyelembe venni: - = Z 4ot 1P 1 mib&l
Z = 1)"(2n+1) \/_1r
= 16n% 4 16n + 3 16
= 1)n o ] R ib6lz = 1 helyet
167.2" = - -i- — z ( nzarz) cosnwz (z € R), amibdl x = 1 helyette-

4
sitéssel kapjuk az eredmenyt, a feladatbeli sor Gsszege T.

23.88




23. Fuggvénysorozatok és sorok

falzo)| _
gn(z0)|

l:ozitiv € sza’.rnhoz van ng kiiszébszdm, hogy ha n > ng, akkor

168.Legyen nﬁ_x.n = a{> 0). A hatirérték D 7.13 definicidja miatt barmely

fn(zﬂ)

galz0)  ©

< e. Legyen példdul e = g, akkor

ZJan(0)] < Uatoo)l < Hlan(z0),

ha n > ng. EbbS] a majoranskritérium alkalmazésaval kapjuk az &llitast.

169.A majordnskritérium és a minordnskritérium segitségével az el4z§ feladat
megolddsihoz hasonlé médon bizonyithat$ (legyen példaul e =1).

170. A végtelenhez divergilis D 7.19 definiciéjst felhasznalva az €1528 feladathoz
hasonlé mdédon bizonyithats az dllitas.

171. Alkalmazzuk a t = 27 helyettesitést!

172.Piros (paratlan) fiiggvény derivdltja pératlan (paros) (1. a 9.20 feladatot).
Paratlan fitggvény értéke a 0 helyen 0, amib8l D 23.18 segitségével kapjuk az
allitdst.
!
. . . ' 2¢ <%
173.Konnyen lathats, hogy = # 0 esetben f(z) = —
z

teljes indukcidval, hogy ha x # 0, akkor’

= 0. BiZonyitsuk be

on
1) _ ":l = On ny . Angn-3 >
fOz) = &7 ( 3 T J3n-2 $3n—-2 R T e (n22),
ahol an, (k =1,2,...2n—3) alkalmasan vélasztott val6s szimok. Felhaszndl-
va a differencidlhdnyados definicigjat és a L'Hospital-szabalyt is, beldthato,

) ) + _— e
hogy (0} = ilf}j — - 6 {n € N7). (A L’Hospital-szabilyt megfe-
—k
— {a € R) alakba atirt hatdrértékek

kiszamitasara.) Ez azt jelenti, hogy barmely z valés szam esetén a fiiggvény
Maclaurin-sordnak minden tagja 0, azaz az dsszege is 0. Igy csak a 0 helyen
allitja el§ a fiiggvényt.

174.1gazoljuk, hogy f™)(x) = &% cos(noz-[—:c sina). Ebb&1 D 23.18 alapjdan kap-
juk a fiiggvény Maclaurin-sorat: Z co;na z". T 23.19 alapjsn a 7.73. feladat
segitségével megmutathats, hog;—:_iﬂ sor ;mndem'it't elgallitja a fliggvényt.

175.Szorozzuk meg az e = i Z—’: egyenlet mindkét oldalst z-szel, és differenci-
aljul mind a két (1)) olc’l!:i[:c: ‘

. . ax
- lelg szamszor kell alkalmazni a huh -
z—0 ¢

(14 2)e” Z(n-i—l)r

n=0

- 25.29



23. Fuggvénysorozatok és sorck

A kapott egyenletet ismét szorozzuk meg x-szel, és differencidljuk djra:

(14 3z +z%)e” _z(n-i»l)

n=0

A sor dsszege (r = 1 helyettesitéssel): Se.

176.A T 22.5 és a T 23.10 tételek alkalmazdsaval:

j:l-il-ﬁ tnzj( 1)"‘3“‘“‘2( 1)" - ; l= < 1.

n=>0
A kapott sor az z = 1 helyén i¢ konvergen’s, mert Leibniz- sor ezért T 23.12

1".
szerint T 12.18-at is alkalfiazva: E §+I)3n Bt ol 1+t

a=~0
) 1 14z 22 -1
= . = {n e arcte - =
21_1:5{03(111 T o +\/_(arc_g 7 — arctg — })
3 V3

oo
177.Tegyiik fel, hogy E a,z" hatvanysor konvergens a konvergenciaintervallum

n==l: !
k
r hatarpontjaban. Legyen s = 3 anz” (k € N) és klim Sp =38,
n=0 e
z m £\* e\l ok z\™
Z wrt (2) = St —nn) (5) = (1-5) T« () +on (3)

k=0 k=0
(a k = 0 esetben felléps s_; legyen (). Ebb6], ha [x] < r, akkor m — o0

o] k
esetén az adddik, hogy s(z) = (1 - :_—:) Z Sk (E) . Barmely pozitiv e-hoz
k=0 v
van olyan ng € N, hogy n > ng esetén |s; —s| < € (D 7.13). T 22.5 szerint

(1 Bl ’:’) Z%G)k =1(lzf <) elfu'att ls(z) - 8| =

-2 Fn-a(2)

k=0

x,k
oty e
T

l_ < E“.-‘Az r-nek van’ olyan bal -oldal ‘kornyezete,

. o
< (1——)21‘%‘51
T/ =g

ng

ha (1 - i)z lsg — s
T k=g
amelynek pbnt;r:uhzm az-utébbi- egyenlotlenseg teljestil=Ez azonban aztjelenti,

hogy hm s(:c Z apt".
n=0
A —r hatarpont esetén a bizonyitds hasonléan végezhetd el.

178. Ha.szualjuk fel a

Z nz" =z (Z(n +2)n+ nz™ =3 i(n +1)m™ + i’: n:r:“_l)
n=1 n=1 n=}

23.80



23. Fuggvénysorozatok és sorok

atalakitdst. A T 22.5 tétel szerint:

o= n4-2 3:3 s r+l xZ = n z
x =z A = 2t = ——Z; x| < 1.

Ezért a T 23.10 tétel alapjén:

Serameme=(12) = 1%y

n=1l

- ) (1~ )3 !
o ) Tt . re o 1 R weg
e L) RN -
=" ‘@fﬁgu—w .
Igy E nd "= w A T 22.3.szosint az b +1 helyeken a sor

{I'—a=)
d1vergens ‘emiatt a konvergenmamtetvaﬁum ( 1) 1)

179.Hasznaljuk fel a sin 3o = 3sin a—4 sint® o azonossagot. (Az azonossag a 6.169.
- felada.thoz hasonldan: xga.zolhato } frjuk fel a sor k-adik részletosszegét:

o = 23"- sin (——) 7423"‘_ (4 5“"(3ﬂ) 4@1 (3“‘ )) -

Ebbal T e e

180.Ha z =0;'akkéra sor abszolit konvergens: Légyen's #0és0<a < I
7.23.9 szerints » - ..}

T

artl 4 gt Lo 24(1) -+ b
e T

. T 22.3 szerint az z_= b pontokban a sor divergens. Ha 0 < b < a, akkor

~ hasonl6an kapjuk, hogy r = g, és az ¢ = *a pontokban a sor divergens, Ezért

1 =sup{a,b} és K ={wrir} N 5
00 h'! T

: s :bﬂ 109 gt ‘ ’
181. Z( )a = gz A + }_‘, =3 H,Alka.imazzuk,pielda,\d a T 239
n'—ﬂ n-‘ﬁ
tételt az egyenlet Jobb oldalan 1évé két. sorra: r = —-———1-———;“.H»a,- a < bés
sup{a, b}
T = ;l:b ., akkor a sor, abszoluj. konvergens. Haa > bész =qa '-: ,akkor a sor
d1vergens ha, pefhg =8 akkpr feItetefesen konvergens L T

23. 3,.;



23. Filggvénysorozatok és sorak

182.T 23.9 szerint

sin L\7

- ¥ (Sinl)p - T (l%) nt 1V
r = lim 7 = lim 1t = 1,
e (Sln ‘n}—l) nmee (5_'“ m) n

n3l

Vizsgaljuk meg a konvergenciaintervallum végpontjaiban, azaz az z = 0 és az
z = 2 helyeken a sor konvergenciatulajdonsagait. Ha p > 1, akkor T 22.13 és

. A 14
22.22 szerint (sm —) < (—) miatt ezeken a helyeken a sor abszolat kon-
n n

. 1y
vergens, ezért K = [0,2]. Ha p <0, akkor [sin —) > 1, tehat T 22.3 szerint
n

a sor divergens, ezért K = (0,2). Legyen z = 2 és5 0 < p < 1. Alkalmazzuk a
T 22.11 integralkritériumot:

0o s 1N\? . 1V s 1yP1 1 ;
/; (sm?) dt = t(smz) 1-i-p/1 E(sm?) cos;dt:oo,

P in V7 00 1 p-1
mert tlim t (sin %) = fim 7P (Su; t) =00 és f - (sin %) cosldt>0.

~—t O 1—o0

Az z = 2 és p = 1 esetben alkalmazzuk szintén az mtegra.lkntermmot de
végezziik el az ¥ = t~1 helyettesitést:

o 1 ! sinu
/ sin—dt:f 2 du.
1 o u

sinu (~1)mu?m
i t o = St S
T 23.21 szerin § @ R

m=)
[ETRyIwe I

g+ 3 [._(;Di_’"_] - i lnut g; ey
0 = 12m(2m + 1) u— L 2m(2m + 1))
mert a i —-(————llni—— sor Leibniz-sor. Ha z = 045 0 < p < 1, akkor a sor
| 2m(2m 4+ 1)}

ezért a T 23.10 tételt is felhasznélva:

Lelbmz—sor, s igy az elSbbicket is felhaszndlva feltételesen konvergens. Teh4t
0 < p <1 esetén K =[0,2) és az = = 0 helyen a sor feltételesen konvergens.

183.Ha z = 0, akkor a sor konvergens, ha z # 0, akkor divergens.
184.A T 22.5 tételt vagy a 22.155. feladatot is felhasznalva:

@) - Tl = | 5 L) gy
k=n+41
M, i M, Ex — zof™t!
(n+ 1} k:%—l( - a0)f| = (n+1Y 1¥z0—2"

2%.32



23. Faggvénysorozatok és sorok

illetve

_ M|z — zoft!
Y t+x9g—=x

i (z —zo)*

k=n+1
A tétel méasodik allitdsa T 23.20 és az el6bbiek alapjsn nyilvinvals.
185.a, = Cn, bn = —dy, illetve ¢, = —cn, by = d.
186.Az z = (z + h) — h és az addiciés tételek alkalmazdséval:
ay cosnh — by sinnh, b, cosnh + a, sinnkh.

187.Minder z € R esetén f(z + 21) = f((z + 7) + ) = — f(z + 7} = f(z), azaz
a fiiggvény 27 szerint periodikus. D 23.27 szerint: ag, =

1 rir 1 g 1 p2n
;./{) f(z)cos2nadz = ;]; f{z)cos2nz dx + ;'L f(z)ecos2nadr =

1f(z) — Tu(z)] < My

= [ fe) cos2 d~1/hf( + 2nzdz = 0; Nt
rrjo v)eos2nzdr—— | f(z T)cos2nzdz =0; nég

{a mdsodik integralban az = + w = u helyettesitést végrehajiva és a
cos2n{u — 1) = cos2nu dsszefiiggést figyelembe véve). Hasonléan lathats,
hogy ag = 0 és by, = 0.

188. A bizonyitds az el6z6 feladatbeli dllitds bizonyitasshoz hasonlé médon végez-
hetd el.
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24.

NeRN

10.
11.

12,

13.
14.
15:
16.

i7.

18.
19.

20.

Komplex fiiggvények {megoldisok)

Ha 2 = z 4 iy, akkor D 6.3 szerint Z = z — 1y, s igy
— = — = / 0).
T T i@ty (2° +y" #0)
z
Ebbll u = s €5 0 = 55—,
R T G R
u =z% -y, v=—2uy. 3. u=2z v=0.
u::r:_2+y2, v=0. " 5. u=z+42my, v=y;2—;t:2~—y.

u=z2 -y wv=2zy+1.

= g2 2 z =
y =z =y +‘.1:2‘-|-y2' v=2zy — $2+ z (2 +4° # 0}.

z — 3zy? 3ty — 8 2 ..
= $2+y2‘ v = £2+§]2 ;($ +y %0).
2 2
-ty -1 2y
= s = =7 1 11 N
e S R e P COTIL)
- z _ Y 2 2
u"‘1+$2+‘y21 U""-mz,_f_yz (‘1: +y #0)
Ha z = z + iy, akkor T 24.6 szerint
eF =TT W = e~ *(cos(—1) +isin{—y)) = e " cosy ~ i  Tsiny,
azaz u = e " cosy és v = —e " siny.

Az gilata) o cos(z1 + 22) + isin{z; + 23) és az e'(zl'l'”} = 1 . "2 azonos-
sagokbol adddik az slitss (I T 24.6).
Alkalmazzuk' a D 24.5 definiciét az egyenletek mindkét oldalara.
Alkalmazzuk a 12. feladat képleteit és T 24.6-ot.
T 24.6 és 4 13. {taladat alapjan: u =shzcosy, v=chzsiny.
v =chzecos(y — 1}, v=shazsin{y—-1).
sin % cos T _ shychy
ch?y —sin’z’ v ch?y —sin?z’
Az allitds a 14. feladat felhaszndldsival kénuyen adédik.
Az Buler-formula (T 24.6) slkalmazsséval a2 egyenlet

cosZ +1sin® —cosz+zsmz

W=

aiaicra hozhaté. A T 6.4 tétel szermt
D e ) e
TOSZ Fisinz =TOSZ & 15i0 2 = €08 % — 1sii'E.

(Felha.sznélfuk az el6z6 feladat eredményeit lsl) Ezért sinZ = 0, azaz ¥ = knr,
sigy z=kmr (k€Z).

e® =" = e*(cosy + isin y), amibél kapjuk, hogy.y; = kr  (k € Z).
241



24.

Komplex fuggvények

21.

22.
23.

24.

25.
26.
27.
30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.
371.

3s8.

39.
40.

T 24.6 szerint:

iz a—iz\ E iz _ —iz\ 2.
sinzz—l—cos2z=(e +e ) -i-(e .e ) =1.
\ 2 2

T 24.6 szerint: cos{—t) = ch(i{—7)) = chl.
D 24.5 és T 24.6 alapjdn:
im sin % —ish (E : L;')
tg E = an = T
cosiy ch( . -2-)
A 14. feladat és T 24:6 alapjén:

sin{3 — 4i) = sin 3cos 4 — cos 3sindi = sinJchd —icosIsh4.

. ™
= {th E

3

-7

A 14. feladat és:T 246 alapjdn: i chl,

(5 + 4i). 28, 2. 29. %(2\/:2 —i).
A 10.132 feladat szerint arccoscos b = 27 — 5, ezért

&In;2+1nrc¢oscos5 - 2(COS 5 — isin 5)

T 24.10 szerint: In(-5 +5i) =1n (5\/5 . e"g';') =ln5v2+ iar"(% + 2!::)
{k € Z); a f6érték: In 52 + zgf

Inl=In (1 . ei'u) =1n1l+ 2kmi = 2kwi {z € Z); a f8écték: 0.

Ini=i (g + 2k7r) (k € Z); a f6érték: iL.

In(—e) = 1 +im(2k + 1) (k € Z); a 16érték: 1 4 m1

(1. a 33. feladat megoldasat).

D 24.12 és T 24.10 szerint:
(Legi)l =g 0D i Slln I+ F2kn)) o
emn(ht2k) i vE o —r(142) o5l V2 43 - e 3+%) sinln V2 (keZ)
a f6érték: e~ %{cosln /2 4 isinln V2). ]
I I {k € Z); a f6erték: i-e T (. 2 33 feladat megoldasat).
&5t eli—illne _ _(5—:')(1+2k7rﬂ —_ 65+2kﬂ_'((‘.05,1 —isinl) (k€ 7);
a f8érték: e>(cos1 —isinl).

3 v k. : ’
27 (coseSk: 7# + siufz8 :713') (kel)

a f6érték: 23 (C()S % —isin 541)
eI (cos(52) +isin(5In2)) (k€ Z); a f8érték: cos(51n2) + isin(51n2).

; : 2
e = emine _ o= (L e 7); a f8érték: —1.

o 24.2



24. Komplex filggvények

41,

42,
43.

44.

45.

47.

48.

49.

50.
52.

53.
54.

55.
57.

58.
59.

Aza= 1n45+2k7r—arctg,i—, és b = In /45 —4kr 4 2arctg % (k € Z) jeloléssel .
(6 — 3¢)¥*1 = eb(cos a + isina); a f6érték k = 1 helyettesitéssel adsdik.

™ (k € Z); a f6értek: 1.

eVUHHN = eos(v/3(2k + 1)) + isin(V2(2k + 1)) (k € Z);

a fGérték: cos /2 + isin 2.

—5errete - (2k+1)r (cos (In § — arctg %) +isin (in § - arctg é)) {k €z}

a f8érték k = 0 helyettesitéssel adodik. 3

s=In(~1)=i(2k +1)r (kez). 46, 7 =i L

T (keZ)
. . .
T 24.6 alkalmazédsdval: (e'z) 427 —1=0.Innen ¥ = —v + /72 £ 1,

Az e = —m +\/n? + 1 egyenletbsl: z; = 2kr —iln{v/7? +1—=) (k€ Z).
Az ¥ = —7 — \/7? + 1 egyenletbsl: zo = (2k + 1)r —iln{v/7Z + 1 + )

(k € Z). (A megoldisokban val6s négyzetgysk és valos logaritmus szerepel.)
Az €l628 feladathoz hasonlé médon: z = (2k + I)x — iln(2 £ v/3) (k € Z).
(A megoldisban valds négyzetgysk és valds logaritmus szerepel.)

z = (4k — 1)} — iln(2 £ V3). (A megoldasban val6s négyzetgyok és valés
logaritmus szerepel. )

z=kn (keZ) 51, z=(2k+1)} (keZ)

D 245 és T 24.6 alapjin: .

¢ sin z i | 1
z = = —1 — = —1,
& cos z ez 4.1
. 142 4k -1
amelybél: e = - +;' = —1. Innen: z = n {keZ)
P —

Az egyenletnek nincs gyoke.
z=Mmn(2% V3)+i(2k + 1)r (k€ Z). (A megoldasban valés négyzetgydk é&s
valés logaritmus szegepel.)

4k +1
z=1 T

(keZ) 56. Az egyenlétnek nincs megoldésa.
Hasznéljuk fel a 18. feladat eredményeit:
cosiz = cos1z = cos(—1Z) = cosiZ.
Az egyenletnek mepgolddsa minden z komplex szim.
Az €l6z8 feladathoz hasonléan oldhaté meg: 2z = kni (k€ Z).

Ha z = z 4 iy megoldasa az egyenletnek, akkor D 24.12 és T 24.10 szerint:
5% — ¢* lns _ e(:+iy){|n S+12kx) _ et In5-2kmy+i(yln 542knx) _ 1.

Igy T 24.8-0t is felhaszndlva, az
1= |ez In5—Zkxy ei{y!n 5+2k1rz)¥ - er]n 5—2kny

egyenletnek minden k egész szdmra teljesiilni kell. Ezt az egyenletet mar
a valés szamok halmazdban kell megoldani {In 5 is valds logaritinust jelent),

24.8




24

. Komplex figgvények

60.
61.

62.
63.

64.

ezért 21n5 ~2kmy = 0. A k = 0 helyettesiiéssel z = 0 adddik. Igy ~2k7y =0,
amibé] tetsz8leges k # 0 vilasztassal az y = 0 eredményt kapjuk, azaz z =10
az egyenlet egyetlen megolddsa.

Py

Az el6z8 feladathoz hasonléan oldhaté meg. Az egyenletnek nincs gyske.

Az 59. feladat megolddsihoz hasonléan kapjuk, hogy csak z = 0 Iehet az
egyenlet gydke. 20 = 1 miatt azonban ez sem megoldis.

Az 59. feladat megoldasshoz hasonléan kapjuk, hogy z = 1.

Legyen z megoldésa az egyenletnek. Az nyilvénvals, hogy z # 0. Adjuk meg
z-t trigonometrikus alakban: z = r{cosp +sing) (r>0, 0 < < 2x). Igy
az egyenlet a kvetkezd alakba irhatd:

er(cos wp+isin p)(in r+i(p+2kx)) — T‘(COS o+ isin ‘19)-

Az 59. feladat megolddsihoz hasonlé médon ebbél:

o' Inrcosp—r{p42ka)sing _ "

Mivel ezt az egyenletet mar a valés szdmok halmazén kell megoldani (lur is
valés logaritmust jelent), ezért mindkét oldal valés logaritmusat véve, az

rinrecosy —r{y + 2kw)sing =Invr
egyenletet kapjuk. Az egyenleinek minden k egész szamra teljesiilni kell. A
k=90, illetve a k = 1 vilaszidssal a

rlnrcosyp=—ripsing =Inr,

rlnrcosep —r{e +2x)sing =lInr
egyenletekhez jutunk. Ha az els§ egyenletbsl kivonjuk a mésodikat, akkor az
+27 sinp = 0 egyenletet kapjuk. Ebbél sinp = 0, azaz ¢ = 0 és ¢ = 7 megol-
dasok adédnak. Ezeket az értékeket példaul az els& egyenletbe helyettesitve,
az Inr(dr — 1) = 0 egyenleteket kapjuk, amibsl r = 1. A két lehetséges meg-

oldss: z =1 és z = —1. Az eredeti egyenletbe helyettesitve meggySzddhetiink
arrél, hogy ezek valoban megoldésai az egyenletnek. -

A feladat megolddsat ugyantigy kezdve, mint a 59. feladat megolddsét, az
e In 5—2kmy+i(y In§+2kwz) 1

egyenlethez jutunk. Ha tehdt az 5° hatviny legaldbb egy értékére fennall,
hogy 5° = 1, akkor vannak olyan k és [ egész szdmok, hogy

- zInb —2kry =0, ylnd 4 2knrx=2In

(ln 5 valés logaritmust jelent). EbbsL:

4hin? 2iwlnb
= n?5 -+ 4k2r?’ V= hi? 5 + k27’ B}
e or(2hr +iln5)
S AmEET R nY) g te ).

%5 + 45252
244



24. Komplex flggvények

65.

Adott k egész szam esetén az egyenlet bal oldaldba az el6bb meghatsrozott
z-t és 5 komplex logaritmusénak In5 + i2kr értékét helyettesitve, D 24.12
szerint éppen 1-et kapunk eredményiil.

Az el626 feladathoz hasonlé médon oldhats meg:
2r —~11n2

Az eredeti egyenletbe val6 helyettesitéssel meggydzddhetiink arrdl, hogy a
D 24.12 szerint adott k # 0 egész szdm esetén az egyenlet bal oldaldba az elébhb
meghatirozott z-t és a 2 komplex logaritmussnak :2kn értékét helyettesitve,
éppen 2-t kapunk eredményiil.

(21 + D)n(2kn +iln2)
66. 2= i kel ieZ
% 1n?2 + dk2722
In?5 + 4kln® + i2nln 5(1 — k)
67. z= , . kez leZ
¢ 1n%5 + 4k2x?
68. A hatdrérték % tipusi {D 11.13), ezért kozvetleniil a z = i helyettesitéssel

69.

70.

71.

72.

nem szémithatd ki. Mivel a z = { hely kivételével
324 — 223482 - 2245

z—1
(1. példaul a T 10.3 tételt), gy

. 324 -2 48222245
ixm — =

z—+ z—1

Hm(32° + (31 — 2)2% + (5 — 20)z + 5i) = 4(1 +1).

=328 4 (3 - 2)2% + (5 — 20)z + 5i

3
. 0 e . . z> 4+ 8 _
A hatérérték § tipust (D 11.13). Ezért 211:% T
o (z+2)(2*-2:+4) m _ 2t2 3=/
rre® (P 22+ 4)(22-2244) s +2:447 B
L 2 11
z326+1_z$z4—22+1_3'
. z(z—e'?') . z 1-+/3
im —a—r?t = lim e = .
z-—oe'? z+1 z—ed (2+1) (Z—ST) 6

Ha az Re f és az Im f valés fiiggvények folytonosak a zg helyen, akkor barmely
pozitiv e-hoz van olyan pozitiv §, hogy ha |z — 29| < &, akkor
[Re f(z) — Re f(20)] < § és |Im f(2) — Im f(20)| < §. Ezért:
|£(2) = f(z0)] = | Re f(2) — Re f(z0} + i(Im f(z) — Im f(z0))} <
[Re f(2) = Re flzo)l + [(Im f{z) ~Im f(zo))| = 5 + = &.
A forditott Allitas nyilvanvals, mivel
| Re f(z) — Re f(z0)] < [f(2) — f(20)l,

2/.5



24

. Komplex fuggvények

73.

4.
75.

76.
7.
78.

79.

80.

81.

82.

|Tm f(2) — Im f(z0)] < 1f(2) — f(z0}].

Ha z = z + iy, akkor Re|z| = /2% 4+ 3% és Im|z] = 0. Ezek a kétvalto-
2&s val6s filggvények mindeniitt folytonosak (1. D 14.1 és D 14.2). Ebbél az
el6zd feladat felhasznaldsival kapjuk az 4llitdst. Kézvetleniil a folytonossig
definicidja alapjin is bebizonyithaté az allitds. Ehhez el&szir a hiromsadg-
egyenl8tlenség (1.49 feladat) segitségével mutassuk meg, hogy barmely z és
20 komplex szdmra az ||z} — |zof| < |z — 20| egyenlbtlenség teljesiil.
Az 1326 feladathoz hasonl6an oldhaté meg.
Tjuk fel 2-t trigonometrikus alakban (D 6.12). Akkor

() = r{cosep + ijin @Jrcosy

Mivel cos + isinyp és cos¢ korldtos fiiggvényei p-nek, ezért T 7.26 szerint

=r{cosy +isinp)cosyp {(r#0).

Hnb flz)= iin% r{cos @ + ising)cosp = 0.

Tehat legyen f(0) = 0.

Az el626 feladat megolddsdhoz hasonléan: f(0) = 0.
A 75. megoldasdhoz hasonléan: f(0) = 0.

Nem lehet dgy értelmezni, mert 113% f(z) nem iétezik.

Haz=2z (z€R), akkor lir%-i— =1.Haz=4y (y€ R), akkor
z—

Iir% 2 1. Fzazt jelenti, hogy a hatdrérték nem létezik.
FAand z

A z = re'¥ exponencidlis alakkal (D 24.8) szémolva f(z)} = sin2¢. Ez azt
jelenti, hogy rogzitett ¢ esetén

lim f{z) = lim f(z} = sin 2p,
z—0 r—0
azaz a hatarérték kiilonbszs iranyokbdl més és mds lesz {p-181 fiiggd).
Az u = y® — 32%y és a v = 2° — Bzy? kétviltozés valés fiiggvények mindkét

véltozé szerint mindeniitt parcidlisan differencialhaték, s a parcidlis differen-
cislhdanyadosok folytonosak.

du du

a = —6Iy, 5?; = —Gzy‘
au_ b 9 31)__ 9 3
5;—33; —3x°, a-—&r - 3y,

azaz minden (z,y) par kiclégiti a Cauchy-Riemann-féle differencidlegyenlete-
ket. Bz azt jelenti, hogy a fiiggvény az egész komplex szdmsikon differencidl-
haté (T 24.16), s igy regulris is {D 24.18).

.0
Ha z = 7 + 4y, akkor ¥ = z — iy (D 6.3), azaz u = z és v = —y. Mivel ‘—9% =1
& . . .
és 51—} = —1, ezért T 24.14 szerint a fiiggvény sehol sem differencidlhato.
Y
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24. Komplex figgvények

83. Ha z = + iy, akkor [2] = /22 + y2 (D 6.5). Az (2,y) # (0,0) esetben
du T dv Ju y v

=, =0, =77 =0
8z 22 + y? Ay By [22 4 42 8z
tehat T 24.14 szerint ekkor a fiiggvény nem differencidlhaté. A (0,0} pontban
a differencidlhatésigot o definicié (M 24,13 és D 9.1) alapjdn vizsgiljuk meg:
im ___iz! ~ 0] = lim Ifl;
z—h Zo— 0 z—0 2z
Konnyen belathatd, hogy ez a hatdrérték nem Iétezik.
84. A fiiggvény sehol sem differencidthats.
85. A fiiggvény csak az z = 0 helyen differencialhats,
86. A fiiggvény csak az z = 0 helyen differencidlhaté.

87. Hasznéljuk fel a cos{z — iy} = coszchy + isinzshy &ésszefiiggést (1. a 14,
feladatot). A z = kr (k € Z) pontokban a fiiggvény differencidthats, de
sehol sem reguldris (D 24.18).

88. A fiiggvény sehol sem differencidlhato.

89. A figgvény csak az z = 1 helyen differencidlhaté.

90. A fiiggvény csak az z = 0 helyen differencialhaté.

91. A fiiggvény sehol sem differencidihaté.

92. A fiiggvény az egész komplex szimsikon differencidlhats, igy reguldris is
(D 24.18).

93. Ha z # 0, akkor a Cauchy-Riemann-féle differencidlegyenletek (T 24.14) nem :
teljesiilnek. A (0,0) pontban a definicié alapjan vizsgaljuk a differencidthats- '
sagot. frjuk a (0,0) valamely kérnyezetében a z komplex szadmot exponenciilis :
alakban (D 24.8); ekkor:

lim % = hmre ¥ = 0.
z— z r—0
A fiiggvény {csak) a z = § helyen differencidlhaté.
94. Legyen z = re'?, akkor |2]Rez = r? cosp. Ha r # 0, akkor T 24.17 szerint:
—u=2rcostp, Ia_v 0 10u & _

e = = —rsing, 5=

rdp ' rde
azaz ekkor a fliggvény nem differencidlhaté. Az r = 0 (azaz z = 0} esetben a
definicié alapjan:

0,

i MR&Z:Hmr cos?. —0.
z—0  z r—0 cosy +1siny

A figgvény csak a z = 0 helyen differencidlhats.

85. A fiiggvény az egész komplex szdmsikon differencidlhats, igy reguléris is
(D 24.18).
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24. Komplex fiiggvények

06. T 24.6 szerint ¢*T) = ¢*(cos ey + isincy), ezért u = e coscy és
v = e sincy.
a—ti-gt-)-—cc“éosc L ce®sinc
5x By - ¥
és ezek a parcidlis derivéltak mindeniitt folytonosak. Ez az jelenti (M 24.15
és T 24.16), hogy a fiiggvéay mindeniitt regulris. T 24.14 alapjan:
o i}
(Y = —a—: + za—: =¢-e”,
97. Haz=re® (r #0), akkor T 24.10 szerint Inz = lnr+i(p+2km) (k€ Z).
Rogzitsiik k értékét, és ln z-t mindig ezzel az értékkel szémitsuk k. (Ugy is
szoktdk mondani, hogy tobbértékd In z fiiggvénynek tekintsiik egy dgat.)

Su 1 v Su v

o 1 By ' Bp O
ami T 24.17 szerint azt jelenti, hogy a fiiggvény (birmely dga) az értelmezési
tartomanyin reguldris. Szintén T 24.17 szerint:

pTfOu vy r 11
(lnz)_z(ar+18r)_z r oz

98. A bizonyitds az €l6z5 feladathoz hasonlé médon térténhet; (ln zz)' =1

99. Adjuk meg a 13. feladat és T 24.6 segitségével a fiiggvény valds és képzetes
részét. Alkalmazzuk T 24.14-et; (shz) = chz.

100.(ch z)' = sh z.

161.Irjuk fel z-t trigonometrikus alakban (D 6.12), és alkalmazzuk a Moivre-
képletet (T 6.14): 2" = " cosng + ir" sin ng. Ha z # 0, akkor

B_u r"leosn By ? cos

=n — =nr n
67' (P‘) a(p (PY
du n . v n—1 _

— = —prsinng, -— =nr°  sinng,
3o B e

ezért ekkor T 24.17 szerint a figgvény regularis. A z = 0 helyen a definicié
Tt

alapjan vizsgaljuk a differencidlhatésigot: ﬁII‘l) Z = h'n}] 2" 1 =0 han>1,

és im, .o %~ = 1, ha n = 1. Ez azt jelenti, hogy a fliggvény az értelmezési

tartomanyan reguldris. A z # 0 esetben T 24.17-et alkalmazva:

or or

amely z = 0 és n > 1 esetben is megadja a differencidlhanyadost.

102.A cosz = cos(z + iy) = coszchy — isinzshy azonossigot (14. feladat)
felhaszndlva kapjuk az allitsst; {cos z) = —sinz.
103. (sinz) = cos z. '

ou .0 ..
(z*) = L (-—E + z—v) = 2 ™ Ycosne + isinng) = nz""1,
z
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24. Komplex fuggvények

104. Az el8z8 feladat és M 24.13 alapjén: (sin %)‘ = %cos 5

105. A fiiggvény azokon a z helyeken nincs értelmezve, ahol cos z = 0, azaz T 24.6
szerint chiz = 0. Az utSbbi egyenlet megolddsai: z = (2k + 13 (ke
A 102. és a 103. feladatok megoldédsa, valamint M 24.13 alapjan:

(tgz) =

cosZz’

. 4k
106, Az értelmezési és regularitasi tartomany: € — {——g—-lar; ke Z};

( cosz )’ 1
cOs 2 — §in z 1-—sin2z’

13
107. (E) - _—15.
z z

108.Ha 2 =z +iy (z # 1}, akkor

142 _1—:t:2—y2 +i 2y )
1—z 1-2z+al+y2  1-2r+a22+42
Su v e —y? -2 +1) Bu v dy(z - 1)

dx 8.1;:(1——2:1':-£~:172-i—y2)21 53__552(1——23+m2+y2)2'

. . (1 '
A fiiggvény az értelmezési tartomdnyin reguliris; ( + z) = 2 .
1—2 {1 - 2)2
109.A 96. és a 101. feladatok megoldisa, valamint M. 24.13 szerint:
(z-e7%) = e7*(1 - 2).

110. Az értelmezési és regularitdst tartomany: € — {—1,i};
(.z cos z)’ _(1- 2%)cosz— z(1 + 2%)sinz
1+22/) (14 22)? ‘
111.Az értelmezési és regularitdsi tartomdny: C — {2kni; k € Z};
e* + 1Y _ 267
e*—1} (ez—l)z'
112. Az értelmezési és regularitsi tartominy: C — {k- §; k€ Z);
1 _sin2z

= minden olyan z helyen, ahol a bal oldal értelmezve van;
tgz+ctgz 2

i
< 1.
ezért | ———— | =cos2z.
tgz+ctgz )

113.Az értelmezési és regulatitédsi tartomény: C — {0};

(5)’ _e(z~1)
2] - 2

114. A fiiggvény nem harmonikus, mert
Ou

G*u I S 1_2,, 9
5;2‘226 y(2.’L’ +1), a—y2=2cx y(2y -—I).
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24, Komplex filggvények

115. A filggvény harmonikus, mert

8u %
3z + W =chzcosy—chzcosy=0.

116.Harmonikus. 117.Harmonikus.

. By 2cosE ply 2z (xc.os£ —ysinZ . o
118. Mivel i ;2—;};1—;'—2 és a—yi = ” s!;ns z y) , ezért a fiiggvény nem
]
harmonikus.
119.Harmonikus.

120.Az M 24.20-beli definici6 szerint a fiiggvény harmonikus az értelmezési tarto-
ményén {(amely egyszeresen Ssszefiiggs nyilt halmaz), ezért szintén M 24.20
szerint van olyan reguldris komplex fiiggvény ezen a halmazon, amelynek u
valés vagy képzetes része. Legyen f olyan regularis komplex figgvény, amely-
nek valds része u; ekkor T 24.14 alapijdn
Bv Bu  Ou

é] ) .
f()= 5 +ige =5, ~ i, = Aoty —ile—y) =21 - i)z,

ha z = z +iy. Legyen g olyan reguldris komplex fliggvény, amelynek képzetes
része u; ekkor
g(z) = %3 +ig% =2z —y +i(z +y)) =20 +1)=.

121.Nem. 122.Nem.
123.Ha z = x + iy, akkor f'(z) =6z + {6y —2) =62 —2i és

g'(z) =2~ 6y + bz = 6iz + 2.

. 2{z — iy) 2y +iz) 2
— } — e 2 i _ 5\ Ty 2T

124.Ha z = & + iy, akkor f{z) = A és g(z)= P R
'125.Ha z = z + iy, akkor f'(z) = e Y(cosz +isinz) = &'7 és ¢'(z) =1 - €.
126.Ha z =  + iy, akkor

2
z

2 2 :
= Yo tidey 1
f(z) = ($2 +y2)2 - Py
_ - 2 - 2 .
gf(z) = 2$y + z(y r ) — __?:_'
(2 + 42 e

127.Ha van olyan v kétviltozds valds fiiggvény, hogy az f(2) = u(z,y) +iv(z,y)
figgvény eleget tesz a feltételeknek, akkor T 24.14 szerint u-nak és v-nek

tgljesitenie kell a.BCa.uc}B;Riemann-fé'le differenciflegyenleteket. Mivel
3_: =e"siny és —ag = 3’ ezért — = e” siny. Innen o

Oy
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24. Komplex filggvények

ahol c{z) az y-tol fiiggetlen. A o(z) fiiggvény meghatirozdsa céljdbdl differen-
cidljuk z szerint az egyenletet:

o . ;
il cosy + c'{x).
. v Su 3 ! z
Hasznéljuk fel, hogy i —--—a—g;, azaz: —e’ cosy + ¢ (z} = —e* cosy. Ebbél

c{z} =0, azaz ¢{z) =¢ {c € R), amibdl
f(z) = e"siny + i(—e” cosy + ¢).
Az f(0) =1 feltételbdl kovetkezik, hogy ¢ = 2.

1 :
128.A 126. feladat megolddsa szerint: f'(z) = ——, amibsl f(z) = 1~{- ct
_ z z
{c € R). Megjegyezaiik, hogy a konstans azért képzetes, mert az u figgvény

harmonikus tirsai v+¢ (¢ € R) alakiak (1. M 24.20). Az f(r) = : feltételbsl
. £y
kavetkezik, hogy ¢ = 0.
129.A 127. feladat megolddsiban megismert mddszert alkalmazva:
Ju Jv 2
-a—é—a—y_2x+2, u(:c,y)—/(2x+2)da:-.r + 2z + c(y),

a o
=2y, )=y ke,

flz) =2* + 2z — yic—}— {22y + 2y) = 2° + 2z +c.
Az f(i) = 2i — 1 feltétel miatt ¢ = 0, ezért f(z) = 2* + 2z. Megoldhaté a
feladat az €l528 feladat megolddsandl kézolt médszerrel is:
a a ;
) =22 432 =20 +2+i2 =22+ 2,
dy Oz
sigy f(z)=22422+c
130. f(z) =22 —y? — Bz +y+ 2+ i(2zy — 5y — = + ¢} = (2? + 2izy — y?)
~5{z+iy)+(~2i+y)+2+ci=2"~5z—iz+2+ic {cER)
A f(1) = -2 feltételbsl c = 1.
131.f(z) =322, flz) =2 4ic (c€R); c=-2.
1
132.f(z) ==, f(z)=Ilnz+c (c € R}, aholInz a z logaritmusinak {6ériékét
z
{D 24.11) jelent; c=0.
133.f(z) = Hi2? +ic (c€R); c=4%.
134. f(z) = %22 +c (ceR); e=0.
135.Az f(z) = Rez fiiggvény folytonos az egész komplex szdmsikon, ezért T 24.23
szerint a komplex szdmsik barmely rektifikithaté gorbeivén integrilhaté. A G
egy paraméteres egyenlete: z(f) = t{1 +17) {0 <t < 1). A 2(¢) folytonosan
differencidlhaté a [0, 1] intervallumon, ezért T 24.22 alapjdn:
I ) ! . RiANEES
‘[gRezdz=j{; Rez(t)z(t}dt:[] 1 +i)de=(1+0) |5 .

0
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24. Komplex fuggvények

136.A |z|7 fiiggvény folytonos a komplex szdmsikon, ezért a komplex szirusik
béarmely rektifikilhats gorbeivén integralhats (T 24.23). A G egy paraméteres
egyenlete: z(£) = e (0 <t < ). T 24.22 szerint:

/gizwz = /0 it el idt = ift]] = im.

137.A —;— fiiggvény folytonos a C—{0} halmazon,

ezért T 24.23 szerint a G gorbén integrilhats. %
Az dbra alapjén nyilvanvals, hogy it — 3

dz = d d % %
@tz = [ fydet [ fz)det 1%

' 1 9,2
[ f(z)dz + f Fz)de.
Gs Ga

A G, gorbe egy paraméteres egyenlete: z(t) =t (1 <t < 2). Mivel 2'(1) =1,
igy T 24.22 alapjin:
1
/ Zdz={ dt=1
G z 0

A Gq gorbe egy paraméteres egyenlete: 2(t) =2+t (0 <t<1), () =1t

ezért: o )2
z 1244t (240
fgg z e 2—it " h T4+

Pfg 42 ¢ 1 4t '
J! (iﬁ “ﬁm) a=i | (”—21—2*”"4“2) =
’ 1+(3)

! 4 1
¢ 4

[

A G; gbrbe egy para.méteres eg}:enlef.e: H)y=t+i {(22t2>1)igy:
Tid:
Gy = dz = 2 t—

2
dt 2arcig2 — % -1 +i‘lng.

A Gy gorbe egy paraméteres egyeulete: H(y=1+it (1>t>0), amibsk

/ é_dz=1u2+i(1—1’-).
94 z 2

Tohatj ———dz =2(lu +a.rctg2)+ln9—§+z (ln +4a.rctg§«— g) ~
g, 890361 Z0,632497.

138.1. megoldas: Az ¢ figgvény mindeniitt folytonos. G egy paraméteres egyen-
Tete: z(t) = 26" (r < £ < 2m). Ezért T 24.23 és T 24.22 alapjan:

X i i} _a
/e‘d::/ e 2t dt = {ez" ] =ef —e "
G r x
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24. Komplex fiiggvények

2. megoldas: e® az egész komplex szdmstkon reguléris (1. a 96. feladat megol-
dasat), ezért T 24.24 szerint az integrilds a kezd§- és végpont kozott tetszd-
leges rektifikilhaté gorbeiven elvégezhets. Példanl a 2(1) =t (~2<1 < 2)
egyenlet{f szakaszt vélasztva:

j e dz =j2 etdt =e? —e .

g -2
3. megoldas: Mivel e”-nek egy primitiv fiiggvénye e, ezért T 24.27 szerint:
jge’ dz = {e}]2,.

139.A 3241 figgvény az egész komplex szdmsikon (amely egyszeresen sszefiiggs
1yt halmaz) reguldris, ezért T 24.24 szerini: ﬁ} (32 +1)dz=10.

- _ _ ; . 924t ) . §F _ 8 . 8
140. - ]g(zz —23)dz = —[] (4ze —4e )‘Zze dt = ~3 +1..(47r + g)
141.C egy paraméteres egyenlete (vilaszthaté z paraméternek):
Hz)=2z+22% (0<z<1)

1 1 4
2 2 4 : — _ =
‘/gRe(z—!-z )dz-[}(a:+x —42%)(1 +4$z)d$—30 3

142. A fiiggvény az egész komplex szamsikon reguléris (1. a 95. feladatot), ezért
T 24.24 és T 24.27 szerint:

i
] zez2 dz = L [ezzl =0
G 2 —i

2x 9 .
143./ Z+2dz=f 2" 20 it gt = 4+ 2,
¢ =z x et

ori

144. L (322 +22)dz = [# + 7] = T+19i

145. Alakitsuk az integralandé fliggvényt a kivetkezd médon:
2z -1 22—l

— z

Hz—-1) z2-1

2z -1 :
‘Az f(z) = 22 fiiggvény a z = 0 kivételével mindeniitt reguliris. G és

belseje benne van f regularitdsi tartoméanyaban (D 24.18), ezért alkalmazhatd
a F 24.30 iétel: 95— 1
z —_—

T dz = 2mif(1) = 2mi.

146.Az f(z) = chz fiiggvényre alkalmazhaté a T 24.31 Cauchy-féle integrdlfor-
mula (n = 4 helyettesitéssel):

chz 21n 271
4 —ch =
fg . SO0 = 0= 12.

oizm
s
sin 127['

147. f dz = 2t = —7.
z — 2

2T
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24. Koraplex fitggvények

148. A nevez8 zérushelyei, a 0 é5 1 pontok a G
kor belsejében vannak. Ezért vegyiik fel a .
|z] = r és a |z — 1] = r egyenletdi kordket 2N
pozitiv forgisirannyal, ahol 0 < r < —;— (1. az
abrat). M 24.29 szermt i e

f LI dz4 f S L da
gz‘*—z3 = 24—23 Gy 2% — 23 -21
A jobb oldalon ievo két integral kiszdmithatd

a Cauchy-féle integralformuldk alkalmazisival:
e* ) ;5_;1- 2mi e \" _ )
f(gl z%z—ﬁdz*fa A P=ar ((z—l) = o,

[ o=

e 4 e
__._______d _f z =2 - =2 '.
ﬁ]z 23(z—1) z g,z—ldz w1 (23)3_—_"1 Tel.

Ebbél f gy dz = in(2e - 5).

1 dz dz 1 . .
149. f . (ﬁ}z—z_ gz+i)_:‘);(2m_2m)_0

150.A T 12_.161 a T 10.4 és a T 12.18 tételek érvényesek komplex polinomokra
is. (Természetesen a T 12.18 tétel képletében nem szerepel a harmadik és a
negyedik sor.) Ezek alapjan kapjuk az

1 1 __1+1( 1,1 )
2(z2—1)  z2z+1)z-1) =z 2\z-1 z+1

N

P
N
-C

felbontast. fgy

dz dz 1 dz dz
e dz = — ¢ —dz 4 = dz {.
fgz(;-?—-ljd ﬁ;z +2(fgz—ldz+ gz+1 )

Az els§ két integral értéke a Cauchy-féle intééré.ltéte} {T 24.24) szerint 0, a
harmadik integral ériéke a Cauchy-féle integralformula {T 24.30) alapjin 2xi.

E't,f A A
Zer *(~2_1) 2z = Tt

151. dz = G e () ot
f(2+1)2 g (z —1) sEam (z+42 | i-* 5
=

152. Az ellipszis f6kuszpontjai 1 és —1, fél nagytengelye 2, tehat fél kistengelye V3.
Ez azt jelenti, hogy a 5 pont az ellipszis belsejében van. (Ugyanez kézvetlen
behelyettesitéssel is adodik: Ig — 1l +i=—

2
=2\/”T+1 —Jr?+da<4)
Ezért T 24.31 szerint:

sinz 27 nt 7
~_—-—-———»d_: = — 1 =z i =1 (-—-— i ——-) = 1 —.
}gg (; - %)3 90 (s:g ) )z=?_ w | —sin wshg
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24. Komplex fuggvények

(Felhasznaltuk a 103. és 102. feladat eredményét, valamint a T 24.6 tételt.)

153.A z® — 1 = 0 egyenlet gyokei: 1, 'i?;i:l, —i‘%ﬂ—. A hiaromszog belsejében csak
az 1 pont van. Ezért M 24.30 szerint:

L 2
f I f = +z+1 dz = 2mi.
Gz — 1 3
154.2° — 2t —z+1 = (z — 1)%(z + 1)}(z — i)z + ¢); az 1, —1, i, —i pontok

az ellipszis belsejében vannsk. Hasonléan jarhatunk el, mint a 148 feladat
megolddsaban. Az integral értéke: (3 + 2esinl — €?) = 0, 0536411,

155.0sszuk el az 4z + i} = 6 egyenlet mindkét oldalét 4-gyel: 1z+ ;l = % A
gorbe a —& kozéppontd § sugard kor, 22 — 22 —z = 2z — i) a0 &1
pontok a kor belsejében vannak. Hasonléan jarhatunk el, mint a 148. feladat
megolddséban. Az integrdl értéke: (3@" - 1). {A szdmitésnal felhasznaltuk
a 99, feladat eredményét & az M 24.13 megjegyzést is.)

156.(2% — 2} (22 = 2iz — 1) = z(z — 1)z — ©)%; a 0 és az i pont a kor belsejében
van, az 1 pont azonban nincs. Hasonldan jicrhatunk el, mint a 148, feladat
megoldisiban. Az integral értcke: T (1 4 e =3 ”3) ~ 1,155727 410, 2797217.

(A szémitasndl felhaszniliuk a 102, feladat eredmenyet és M 24.13 megjegy-
zést is.)

157.A 97. és 101. feladatokat is felhasznalva:
(nt+1) (-
(in(1 + 2)) —(1+ BTE (n € N).
( 1):1 —~1 P

n

{gy az lnz fiiggvény z = 0 korili Taylor-sora: Z

n=1|

. A sora

oG
}:(—1)“"12“*1 mértani sor tagonkénti integrildsival nyerhets. Az utébbi

n=1
sor akkor és csak akkor konvergens, ha |2| < 1,5 ebben az esetben az Gsszege
1 a-1,n
1——— (T 22.5). Ezért, ha |z| < 1, akkorIn(1+2) = z u__f“ Halz| > 1,
=1 n
akkor a Tayior sor divergens. "
158. Mivel In i = In{1+z)—~1In{1—z), ezért az el5z6 feladat megoldisa alapjin
1+z ( 1)n—! n ( l)n 1(_2)11 o0 L 2ntl
1 — 2_:1 E =2 2 T lzl < 1.

159.A 12. feladat szennt

sinz:sin(z—%d—;;) ? (sin(z— %) +cos( —E))
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24. Komplex {iggvények

gy D 24.5 alapjin:

ag e i"; ((—I)“ (z - 7})% + (-1)" (z - %)hﬂ) . zec

(2n)! (2n + 1)

a=0

1 )(") 'l e ),

160.1. megoldds: A 101. feladat alapjin: (m = W

. > (~1)"
fgy a fiiggvény 1 koritli Taylor-sora: ) | %n—«a-)l‘(z —1)*. Példaul a hanyadosk-
n=0

ritériummal (T 22.25) kimutathatd, hogy a Taylor-sor az 1 szdm 2 sugard
kérnyezetében még konvergens. Példdul a 22.154 feladat segitségével meg-
mutathat6, hogy a maradéktag 0-boz tart, azaz a sor ebben a kérnyezetben
elgillitja a fiiggvényt.

1
. is: =_- stalakitast figyelembe véve:
2. megoldas: Az 1172 1+ 5_5_1_ a st figyelembe véve
1 1 ( z——l)" = (-1 n
==31- = (z—1)", [z—-1l<2
i+z 2.5 2 fg?"“-

161.z = 0 az egyetlen izol4lt szinguldzris hely. D 24.5 alapjin a fiiggvény 0 korili
o

P 1
Laurent-sora a E

; Taylor-sor, ezért B 24.39 szerint a 0 megsziintethetd

=1
szingularités. "
162. Az €l6z5 feladat megoldisihoz hasonlé médon kapjuk, hogy z = 0 lényeges
szingularitds.

163.T 24.81 szerint z = 0 negyedrendd pdlus.
164, T 24.41 szerint z = 0 elsérendd pélus és z = 1 harmadrendd pdlus.
165.Mivel £+ 2kn (k€ Z) a (2sinz — 1)? kétszeres zérushelyei, ezért T 24.41
. 1
szerint a m

166.Az 5 (k €7~ {0}) helyek az er —1 filggvény egyszeres zérushelyei, ezért
T 24.41 szerint ezek a helyek az eredeti fliggvény elsSrendi pélusai. A z =0
1

fiiggvény midsodrendd pdlusai.

€z —

hely a fitzgvény lényeges szingularitisa. A z =0 az fiiggvénynek nem

Z
zérushelye, és kimutathaté példdul indirekt mddon, hogy lin% 12 nem
2= o7
étezik.
167.A z = —2i pont lényeges szingularitds (D. 24:5 alapjan végezzilk el a
1
Z m helyettesitést).

168.A z = 1 megsziintethets szingularitds. (Hasznaljuk fel, hogy HE{l} 2o 1,
Z

Z
ami sin z definfci6jabdl (D 24.5) azonnal adddik.} T 24.41 szerint az
1
1+ W(%—H (k € Z) helyek elstrendd pélusok.

24.16



24. Komplex fuggvények

169.T 24.41 szerint a z = hely negyedrendi pélus. (Hasznaljuk fel, hogy
fim sinz
z—0 2z

170. A fiiggvénynek z = 1 az egyetlen izoldlt szinguléris helye és ez T 24.41 szerint
harmadrendi p6lus. D 24.5 alapjin (az n = k—3 helyettesitést is végrehajtva):

= 1; 1. az el6z6 feladat megoldasit.)

e2* _ e? U1y e? i 2%(z — l)k _
(z—1)3_(z—1)3 (-1 E E! N
2 Z = 62 3 ______2"+3 (Z - 1)“
ik n=zs (n+3)!
és K =C - {1}.
171.A z= 0 az egyetlen szinguldris hely, és ez harmadrendi pélus;
et oo z?n—.’i
= Z - K =C-{0}.

n=0
172.A fiiggvénynek z = —2 az egyetlen izolédlt szinguldris helye. O 24.5 szerint:

( 1)"’ 1 n B
(z42- “me(as)*

('z—3)cosz:_2

Z (-1) ( 1 5 )
L@l \Erop  zro)
z = —2 lényeges szingularitds (D 24.38); K = C — {-2}.
173.A fiiggvénynek z = 0 az egyetlen izoldlt szinguldris helye, amely lényeges

szingularitds; ;ch = ,g; (27)!1;’?4-5; K =cC-{0}.
174. A fiiggvénynek z = 0 az egyetlen izolalt szingulris helye. D 24.5-61 is
felhaszndlva: -
z—sinz 1 sinz Z (~1) 232
P Pt (2n+ 1)

‘z = 0 megsziintethetd szingularitds (D 24.39); K = C.
175.A fiiggvénynek z = l} az egyel;}en izolalt szinguiéris helye, és ez megsziintet-

) X —cosz (-1 o N
48 ta = " K =C-{0}.
hetd szingularitds; ?—;: (2n)‘ 2" {c}

176.T 24.41 szerint —1 és —2 elsdrendd polusok. Elfszér a fiiggvény —1 korili

u—1

Laurent-sorat adjuk meg. Legyen u = z+1, akkor
T 22.5 szerint:
u—1 1
- 1-- =42 1 <1,
= (- D) Y = S 2 S,

n=0 n=0

24.17
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24. Komplex fliggvények

z

G+OE D)z Jlr 2L CE

n=0

K ={z €C; 0 < |z+1|< 1}. Hasonléan kaphaté meg, hogy a fiiggvény
O3

o ate . z 2 a.
-2 korilli Laurent-sora: CIG Y 142 + Y (z+2)%

K={z€C 0<|z+2[<1}. =
177.A faggvénynek z = —1 az egyetlen szinguldris helye. A 150. feladat megol-

dasaban leirt médon kapjuk, hogy

z 1 1
G+1P @+ 41

A jobb oldali kifejezés a fiiggvény —1 korilli Laurent-sora; K = C - {-1}.
178.1z0l4lt szinguldris helyek: 0 és 1. Hatarozzuk meg a fiiggvény 0 koriili Laurent-

sorat a T 24.36 tétel segitségével. Ha G a 0-t belsejében tartalmazé és a

0 < |z| < 1 feltételt kielégits kdrgyiiriiben haladé zért rektifikilhats girbe

pozitiv forgasirdnnyal, akkor n > —1 esetben T 24.31 szerint:

1 {559 1 i
en=5 § T de = § Exd=
G

2mri zntl s Jg znt2

w7 )L () L

Ha, viszont n < —1, akkor a Cauchy-féle integraltétel (T 24.24) szerint ¢, = 0.
Ezért:

ezért

_ i " K={z€eC 0O<l|zl<1}
H{l—zy o7 ! ’ ’
Megjegyezzitk, hogy a Laurent-sor egyszeriibben megadhats a
_r _rprt
H{l—-2z}) z 11—z
felbontds és T 22.5 segitségével. Hasonléan lathatd, hogy a fiiggvény 1 kériili
Laurent-sora:
]' = n ﬂ
Tl:z_):,.,:z_l(_l) (z-1"% K={z€C 0<|z-1<1}.
1 1

: 1
rejtés is megkaphaté T 22. = '
Ez a sorfejtés is megkaphatd zzsésa.zz(l_z) l—z+1+(z—-1)

felbontds segitségével,

179.A fiiggvénynek a 0 és a 3 izoldlt szinguldris helyei és ezek T 24.41 szerint
masodrendii pélusok. Elgszor megadjuk a fiiggvény 3 koriili Laurent-sorst.
A 150, feladat megoldasiban leirt médon kapjuk, hogy

v 2.t 2 . 1
2(z—3)2 21z 922 21(z-3) 9(z-3¢

24.18




24. Komplex fiiggvények

2 + Ei)
27(z—3) ' 9z—32 "
komplex fuggveny 3 koriili Taylor-

A fiiggvény Laurent-sordnak fdrésze (D 24.34): —

reguldris része (D 24.34) pedig a2 — 2

27z
. 2 13y(® (- 1)“n‘ n+1 , ,
sora. Mivel (2—72 + 5—2—2) = gl (3 + p; ) ezért T24.326s T 22.25

szerint:

2 1 1)*(n+3 .
272 E( )3:1-:-: )( ~3)%, j=— 3 <3,

n=0
ami azt jelenti, hogy
z 2 5 . A(-1*(n+3)
=- + L g
(z+1) 21(z —-3)  9z-3 3ot

K ={z€C; 0<]|z~—3|<3). Hasonléan kaphats meg a fiiggvény 0 korili
Laurent-sora. Hasznaljuk fel, hogy

2 1 Y 1 21 et
(—27(2—3)+9(z—3)2) ~ (z—3pH (_ﬁ+§ z—3)’

ezért

—~3)%

1 2 1 X n4+3

P R — . K= . )
22(2 — 3)2 27z + g2 + nz::ﬂ 3n+4zn’ {Z € C:O < lzl < 3}

180. A feladatot T 22.5 segitségével oldjuk meg. Bontsuk fel az f fiiggvényt
elemi tortekre (1. a 150. feladat megolddsit):

1 1
(z+1Xz+3) 2\z+1 "z+3)'
1 .
Ha |z{ > 1, akkor —Z-l < 1, ezért

1
z+1

o=

N e
—
|

Ha [z| < 3, akkor g—i < 1, ezért

11 3 Rl ® (1"
z+3 31+3 Z() 3{3 E

n—ﬂ n=0
Ez az jelenti, hogy ha 1 < |z] < 3, akkor az f Laurent-sora:

CUr 1R E1re 1Sl Ut L e
e L e
Ha 3 < |2}, akkor 3 <1,sigy

1 1 1 1&g 3\ & (-1

z+3_;‘1+%_;§=:u(_;) _:2:‘0 it !



24. Komplex fuggvények

azaz ebben az esethen a Laurent-sor:

1@ (=) L& (=18 (-1)*(1 - 3%)

R

Ha 0 < |z + 1| < 2, akkor az u = z + 1 helyettesitést alkalmazva
Emiatt az

u
5l<1.

_____1___~L._}__}_°°( ) Z(l}“
(z+1)(z+3) 2u 1+% 2u/D gntl

1 n
atalakitdsokkal az f(z) = Z (2n+)1 (z +1)*"! Laurent-sort kapjuk.

Végiil ha 0 < |2| < 1, akkor

1 Q= S _q),n
=) _ngzjﬂ(—n 2.

n=0

Ebben az esetben a Laurent-sor:
3n+1 )

f(Z) = }_ i(_l)nzn Z ( 1)n i Z g—l)"———~—“z

n41
11—0 3

Megjegyezziik, hogy a sor az f filggvény O kortili Taylor-sora, és 2 Izi <1
feltételt kielégits kirlapon is megadja a fiiggvényt. Ezen a kérlapon a Higgvény

regularis.
o Zﬂ.
181.Ha |z| < 3, akkor a Laurent-sor az f fiiggvény 0 koriili flzy=-3 Fr sy
) o gn n=0
Taylor-sora. Ha {z| > 3, akkor f(z) = ZU preng
n=|
182.Bontsuk fel a fiiggvényt elemi tortekre:
2 1

=551
A feladat megoldasghoz a T 22.5 tételt hasznaljuk.

o _ 9"
Ha |z} < 1, akkor f(z) = Z:ﬂ 5 z". (Ez a figgvény Maclaurin-sora.)

n=
Ha 1 < |z} < 2, akkor

[>9] 00 .n -1 o0
- ~ n
A= o E om = +2 on
. =0 =4 =0 < n=—00 n=0

Ha |z| > 2, akkor

i R L -1 9n _ 1

f(Z} = z 7t = Z an 2“'
=1 =~ n=—co =

- 24.20



24. XKomplex fuggvények

Mivel 1 < |z — 1}, akkor és csak akkor ha

1
7 < 1, ezért ebben az esethen:

z—
2 2 12 f:( 1 )"_ i 2
2-z 1-z 1-L 1-z24=\s-1 oz — 1)t

o o

Ebbern a korgytirtiben

1 Laurent-sora Snmaga, ezért:

] 2 1 -2 .
- _ =2 -1 —(z-1)"L
S == o t ooy = 2R - G- )
Ha 0 < |z — 2] < 1, akkor
1 1 _ i(g o
-1 1-{2-2) &7
Ebben a kérgytiriiben Laurent-sora — 2 , ezért:
2—-z z—2
) =20z~ 1) 4+ Y (1) =z - 2)™.

n=0

183.A feladatot T 22.5 segitségével oldjuk meg. Bontsuk fel az [ fiiggvényt elemi

tortekre:
z 1 ( 1 + 1 )
241 2\z4: " 2-4i/"

z
7[ < 1, ezért:
i

Ha {2] < 1, akkor

z+1 1+ % n={ l n=0
i 11 li(z)"__ iz"
Z—l— 11_%— i:uzﬂ d B u=0£n+1
(o]
Ezekbdl 21 ;= Y (~1)"2*"* Ez éppen a fiiggvény Maclaurin-sora. Ha
z n=0
) 1
|z] > 1, akkor = ﬁ < 1. A 181. feladat megolddsihoz hasonican kaphats,
z 2

2 (23] _1 i
hogy ebben az esetben T ngﬂ E,Zn-«k}l .

Ha |z — 3] < /10, akkor az u =z -~ 3 jelolést alkalmazva:
z  u+43 _1( i + 1 )
241 (w432 41 2\u+3+i  w+d—i/

Ha |z - 3] < /10, akkor

e [<1 fey:
ER D A
1 1 1 & (=1pun

w3t 34 1455 2B

o 24.21



24. Komplex fiiggvények

1 I & (—yran
u+3—1 3—i l43gh (3t
Ezekbél:
—_ _ -+l yn+1
2 _QEDE-reea)
2+1 2. 1074 ' a

n=0
Ha |z — 3] > /10, akkor

: QD@ B+
¥l & 2-(z - 3)H ‘

184.Ha [z]| < 2, akkor M 24.37 szerint az f fiiggvény O koriili Laurent-sora mege-
gyezik a Maclaurin-sordval, tehit az

1\ (c1y(n+)
(z=2] — (z-2p¥
egyenlség felhasznalisdval T 24.32 alapjan

1 > n+li
(z—2)7 2

n=0

Ha |z| > 2, akkor a T 24.36 tételt haszndljuk fel a Laurent-sor egyiitihatsinak
kiszdmitésara: —
1 dz
e = -Z_Eﬁ; otz . 2)2°

ahol G olyan a kérgyiiriben haladd és 6nmagat it nem metsz§ zart rektifi-
kilhaté gorbe, amely 0-t megkeriili pozitiv forgasirdnnyal. A feltétel szerint
2 is G belsejében van. Ha a G a 0-t, G2 a 2-t belsejiikben tartalmazé olyan
gorbék, amelyek teljesitik M 24.29 feltételeit, akkor

_ L]f dz 1 f( dz + 1 f dz
M ami S PG T2 T miJo, o — 2 T 2 Jg Pz 2
_Han < -1, akkor T 24.24 & T 24.31 szerint fgs ;?T(%{:.—EF =0, igy

1 P & = 1\ a4l
T i e o TN\ L, T T

Ha n > 0, akkor

1l o1 \W™ 1y
Cy = ’T’J (: __2_)2' _z:ﬁ + (""—‘:n_'__l ) - = O

1 L a4+
Euért a |z] > 2 esethen a Lanrent-sor: ooy = — Z FLN

24.22



24. Komplex fitggvények

185. A fiiggvény 0 koriili Laurent-sora (D 24.5):

ef 1 1 obzn oozn3 -
3 ‘?(Z}E‘I)‘Z Z(n+3)| ,

|
A=l T

azaz Res(0) = % Megoldhats a feladat T 24.45 segitségével is.
186.Res(0) = 1.

187.A fiiggvény 0 koriili Laurent-sora (D 24.5):

242

n+0
amibél Res(0) = 0. Megoldhaté a feladat a 163. feladat megolddsa és a
T 24.45 téiel segitségével is.
188.A T 24.43 tétel szerint:

oo2n4

(2n)' =2 Gap

e 61-31 i

Res(3h) = Il 3G o+~ & e
3
Hasonléan: Res{—3¢) = i%.

189.A T 24.44 tétel szerint:

1 2z \" 1.
Res(1) = o ?3 (( 1)3 .i?.s__z_) = 5111111(—22 cos 2z} = —2cos2,

1)3
190.A T 24.44 tétel szerinrtr,mha. g(z) = € és h{z) = 2% + 1, akkor R'(z) = 2z
miatt:
g(s) _ e _ 1
W@ T 22
Hasonldan: Res{—i) = —%.
191.Res(0) = —§, Res(l)=e. 192.Res(0) =
193.Res(0) = —1

194, A fiiggvény —1 és 1 elsérendd pélusai az ellipszisen beliil belil vannak, ezért

a reziduum-tétel és T 24.44 szerint:
dz = 2ri{Res(1} 4+ Res{ -1}) = 2x: (i - f———) = 2mish1.

fgz 2

195.A figgvény kni  {k = 0, £1,+2) elsSrendii pélusai vannak a kérén belitl. A
reziduumokat T 24.44 segitségével szdmithatjuk ki. Az integral értéke: 2x.

-1

k4 1)ri
196.F 6.16 szerint a fiiggvény elsSrendii pdlusai: ¢ = (k = 0,1,2 3). Mas

izolalt szimguldris helyel nincsenek. A koron beliil a e ¥ ésact elsdrendd
pélusok vannak. A reziduumokat T 24.44 segitségével szdmithatjuk ki:

f dz Comi 1 o 1 Ti2
ErE—— — M| = .
g+l (A41)Y /), _ % (zt+1)y ), % 2

'y
24.23




24. Komplex figgvények
2rishd
3

197, . {Felhaszniltuk a siniz = i sh z dsszefliggést is (T 24.6).)

198. A fiiggvény szinguldris helyei az 1 mésodrendd, valamint a —1 és 1 elsGrendi

p6lusok a kor belsejében vannak. A reziduumokat T 24.44 és T 24.45 alapjan
szamitjuk ki:

j.____':iz__.____ zi(;)I -
g (z— 122 +1) T\ + 1/

i
A &= P B ) _
o ((;ﬂ + 1)'),=_.~ am ((z2 ¥ 1)’) - 0

199. A 0 stodrendd pélus, ezért 24.45 szerint
h .
ﬁ; 22 42 = 2miRes(0) = ’? F90) = %

Megjegyezziik, hogy pontosan ugyanazt a szdmitést kell elvégezni, mint a
146. feladat megoldasiban.

200.A G gorbe belsejében csak az 1 elsgrendd pélus van. T 24.44-¢t alkalmazzuk.
Megjegyezzitk, hogy pontosan ugyanazt a szarmtast kell elvégezni, mint a
153. feladat megolddsgban. Az integrdl értéke: 2ri% 3

_ i IR NS G

201.A fiiggvény 0 kortili Laurent-sora D 24.5 alapjén: z=:n FHE T
(A 0 lényeges szingularitds.) D 24.42 szerint Res(0) = 1, ezért az integral
értéke: —2m,

202.0 24.5 alapjén: e :—Z( )n essin}—i————(-l—)“-——— (A 0lényeges

P = =T CTR VN enyeg
szingularitds.) A reziduumot a ket sor Cauchy-szorzatébdl (D 22.31) allapit-
hatjuk meg: Res{0) = 1. Az integral értéke: 2mi.

203.A 172. feladat megoldissban megmutattuk, hogy a figgvénynek z = -2 az
egyetlen izolalt szinguldris helye, és ez ényeges szingularitds. A 172. feladat
megoldasaban megadfuk a fﬁggvenynek —2 koriili Laurent-sordt is, amelyb8l:
Res(—-2) = —~ . Az integral értéke: mi.

204.Az fuggveny paros (D 10.9), ezért / = 2] :vs i
oQ
fela.da,f.ot a P 24.49 példdban leirt modszerrel old_]uk meg. T 6.16 szerint a
fliggvény izolalt szmgulans helyel az e (k= 1,3,5,7,9,11) elsrendd pé-
lusok, amelyek koziil eT eT ¢% esik a P 24.49-ben definidlt G zart gbrbe
belsejébe. Adjuk meg a Iz[ =r(>0), Imz > 0egyenletd G félkor pontjait a
z=re"¥ {0<p < 1r) exponencialis alakban (D 24.8), akkor r > /2 esetben
1 1 1 2
= < - = <
rse's‘t’ +1] 7 |l -1 -1 6 % = b
(Felhasznaltuk, hogy barmely 71 és 22 komplex szam esetén
lz1 4+ 7| > la1] = [z2|| teljesiil, ami a T 6.6 haromszdg-egyenlStlenséghdl

24.24

°°d':::

1 !__
At



24. Komplex figgvények

konnyen adédik.) A P 24.49 példa megold4sa alapjdn a szdmitdsokat elvégez-
© dz T
e ]ﬂ ®+1 3
205./2m.

206.0ldjuk meg a feladatot a P 24.49 példa megoldassban kézslt médszerrel:
Hasznaljuk fel, hogy |z| = r > 2 esetén

z2 _ E212
E+ )T+ D] PTG Fa] =
|22 4 1

<

IR -]

P =D+ 1P 1) = 41l = -1
Az integral ériéke: g(;—
207.0ldjuk meg a feladatot a P 24.49 példa megolddsa alapjin! Hasznaljuk fel,
hogy |z} =r > 4 esetén
Zeiwz
224+ 2z4+5

_ |2| ||
T R S P FT E
2|z] 2[¢| 8
e 1 S e -1 SRl

Az integral értéke: E:%;.

208.A G legyen a [—r, r] intervallumbél és a0 kozépponti r sugari G félksrbal 4ll6
zart gorbe pozitiv irdnyitdssal. Ha a < r, akkor a G belsejébe esik a fiiggvény
ai harmadrendi pélusa, igy a reziduum-tételt (T 24.43) alkalmazva:

4 dz _} dz B
—r (22 + 2P —Jg ('22 +a?)?

dz . . dz _ )
Ll m = 2TF1R,CS(UI) - .IGI mdz (Z = +>Z'y),
A T 24.45 tétel szerint:

ny
: 1 1 3
fesle) = 51 (((Tsi) ) 16
=4
dz

Hasonlé médon kapjuk, mint a P 24.49-ben, hogy rll_n;o s m dz =10,

. . . *x dx 3
ami az Jelenti, hogy L - m dz = 5

24.25




24. Komplex fiiggvények

209,

sing - - -«

A

L3 V.

A feladatot M 24.48 és P 24.49 alapjdn oldjuk meg, de 2 G zart gorbét médo-
sitjuk a bal oldali 4brin l3thaté médon. (G két félksrivbsl és két szakaszbal

12

8llé zdrt gorbe pozitiv irdnyitdssal) Legyen ¢(z ~—. Az ri(> 0) sugari
2 23

Gy félkérrel kizdrjuk a G zdrt gorbe belsejébél a fiiggveny egyetlen szingularis
pontjit, a z = ( pontot. A Cauchy-féle integraltéte] (24.24) szerint:

f~rle da:+f -—-dz-E—]rZE'zd -[—] ——~dz..
ety

Az els6 integral  +— —z helyettesitéssel a kivetkezsképpen alakithats at:

—r eiz ra e——iz
f —dr = — [ dz.
-1y ¥ Ty X

zsinz

dz.

Alz] =71y, 0<y <7 egyenleti Gy felkoron T 24 22 alapjdn, az egyenlét-
lenségnél a jobb oldali 4brit is figyelembe véve

eiz x etrze x eirg €08 ,
/ —dz| = / ir3e™ dip| = / ————dpl =
Gy z 9 Tge ¢ er2sing {
,; en‘ocostp 1 ;. 1 T 1
/ arzsing S-_] T;;d‘p=——-——(1—————).
2 erzsing 20y T2 2ry e’z

Innen pedig lathats, hogy h im [ ——dz = 0. A mdasodik integral hatérér-

Igy az elsd és harmadik integral Ssszege: 2; /

iz

tékének kiszdmitisira az — fiiggvény z = 0 korili Laurent-sorat (T 24.36)
FA

hasznaljuk fel:

0|

n Z (zz)" _ %-E— hz),

[
z

ahol h(z) a Laurent-sor reguliris részének (D 24.34) tsszegfiiggvénye, ezért
(akdrhdnyszor) differencidlhaté, s igy korldtos is a Gy félkériv mentén. T 24.47

a 24.26



24. Komplex fuggvények

szerint h{z) integralja 0-hoz tart, har; — 0. Az L fiiggvény integralasanal
) . z
z=r1e"¥ (72 ¢ 2>20) Igy:

) etz 0 irqe¥
I —dz= 14 / - / = —7i
Tl—mio G 2z ‘ }:E’lﬂ ( x 7' o+ G h(z) dz) ™

°0 gin T

Ily médon: jo dz = 5
210.A 209. feladat eredmenyet felhaszndlva parcidlis integrdldssal (D 12.10)

x

kapjuk, hogy az integral értéke I.

) ) _qa+fi | go— c
211.A sinasin g = sin® — sin® azonossig o = 2z, f = 3z esetre

valé alkalmazdsival és az eldzd feladat eredményének felhasznildsaval:

]°° sin 2z sin 33: /00 sm2 §£
0 z? =3

212. Az €l&z8 feladathoz hasonlé médon oldhaté meg. Az integral értéke: %’.

213. A feladatot az M 24.50 megjegyzés és a P 24.51 alapjan oldjuk meg. A z = '
helyettesitést alkalmazzuk. Ha 0 < z < 2, akkor z befutja a |z] = 1 egyenleti
G kor pontjait pozitiv forgasirinnyal, ezért:

2 dz _ f 2d=
0 3—2cosz+smz Jg(I—2i)z2 +6iz—1—20
2
Az fiiggvény izoldlt szinguliris helyet 2 — 1 és 2ot

(1-2i)22 +6iz~1—2
elsdrenddi pélusok, amelyek koziil csak az utébbi esik a G kor belsejébe. A
reziduum-tételt {T 24.43) és T 24.44 et alkalmazva, az integral értéke: .
214.0ldjuk meg a feladatot az M 24.50 megjegyzés és a P 24.51 példa alapjin.
Az integral értéke: 5.
215.55.
216. A feladatot az M 24.50 megjegyzés és a P 24,51 alapjdn oldjuk meg. A z = '
helyettesitést alkalmazzuk. Ha 0 < z < 2w, akkor z befutja a [2| = 1 egyenletd
G kor pontjait pozitiv forgdsirannyal, ezért:

]2* dz _j{ 2dz
0 a-+tbsinz Jg bz 4 2uz—b
—a:‘:\/az—bl

Az —————— fliggvény izolalt szinguldris he}yci ay ———————1 ¢lsé-

bz2 4 2aiz — b
(1+V

rendii polusok, amelyek kozil csak a ————————1 esik a G koir belsejébe.
27
a? -8

A reziduum-tételt és T 24.44-et alka]mazva, az integral értéke:

- 24.87




24. Komplex fuggvények

2aw
(o — 2
218.A T 23.29 tétel szerint a fiiggvény Fouriér-sora mindeniitt konvergens, és

T 23.28 szerint az z = mn  (m € Z) helyek kivételével mindeniiit elgdllitja
a filggvényt. A T 24.52 tétel alapjin:

1 g —ikz LI g 1 [e*="
o = — dr = — / ke go o = g =
=g [ @ = et de= ot T .
1= e~¥*  J—coskr _ {-1F -1
onki | oxki . 2nk
Ez azt jelenti, hogy ha k pératlan, akkor ¢ = —-;%; ha pedig k péros, de rem
0, akkor ¢; = 0. Tovibba

_ 1 T __];. o _l 1r___1
O o /—,f(x)d’: - 21:]0 de = glely = 3-

1 i = ei(2n+i)z

Ezért: f(z) = 5 7 n=__°°_2_nT1——.

{Megjegyezzilk, hogy a Fourier-sor komplex alakjabél kénnyen megkaphaté a

Fourier-sor szokasos {val6s) alakja: ap = co,  @2n41 = C2nt1 T C(2a41) = 4]

és bani1 = H{Caut1 — C_2nen)) = ?(ir%“ﬁ (n € N) (T 24.52 és D 23.27).)
219.A T 23.29 tétel szerint a fiiggvény Fourier-sora mindeniitt konvergens és

T 23.28 szerint az x = F+kr (& € Z) helyek kivételével mindentitt elGallitja

a fiiggvényt. A T 24.52 tétel szerint, a parcidlis énf.egré}ést kétszer alkalmazva:

175 . 5 cosre~nr 17 Fn 1% o
en = —[ singe 4y = | ——r—o - — cosze M dr =
xJz . x

217.

ha k#0.

T 7 J-§
2in ]
= [— sinxe
T

4incosnm

sin e~ 2 dr — — — 4n’c,.

—-‘Zin:]% - 4L12_ H

o i
o 4 2 (—1)"'n 4 -
Ezért: sinx = — gmez'"’. (T 2328 szerint az « = § +kr (k€ Z)
helyeken a sor osszege egyenlS a fiiggvény jobb és bal oldali hatarértékének

szamtani kbzepével.)

220.A T 23.29 tétel szerint a fiiggvény Fourier-sora mindenittt konvergens és el6-
allitja a fiiggvényt. A T 24.52 tétel alapjin:

o= et —1 i": (-1y*(1 + in.rr)e,-nn.
2e 1+ nin?

n=-—0c

2921.A 0 24.12, T 24.10 é5 T 24.6 szerint:

2_5‘ - c%hl L cE(Iu ri{p+2kT) ET% Int eipﬁ:ﬂ

e g+ 2k y + 2k

ri{cos pf——-- +1 sulpf—-—-——
q q

W%r .. p+2k
} = rs(cos dateaiid + 2sin L’-———-—+q w)”.

24.28 _



24, Komplex fuggvények

Ebb&l T 6.14 és T 6.16 alapjan adédik az allitds.
222.A 14. és a 10.264 feladatokat felhasznalva:

|sin(z +iy)| = |sinzchy +icoszshyl = \/sinzmchzy-{- cos? zsh?y =
\/sin2 2(1 +sh?y) 4+ (1 —sin’z)sh?y = \/;ing x4+ shy.

A mésodik azonossig hasonléan igazolhaté.
223.A 21, feladatot felhaszndlva:

1 = |cos? z +sin® z| < ]cos® 2| + |sin? 2] = |cos z|* + | sin 2|2

Ha z valds szam, akkor nyilvinvaldan egyenl@séggel igaz az &llitds. Forditva,
legyen z = ¢ + iy (x,y € R). Az eldz8 feladat alapjin:

|sinz|® + feosz|* = sin®z + sh®y 4 cos®z +sh¥y =1 + 2sh?y > 1,

és egyenlfség csak akkor 4ll fenn, ha shy = 0, amib8l y = 0 adédik.
224.A 14, feladatot is felhasznélva:

yl}_‘ngo e Vsin(z + ty) = yi_l_’r& e ¥(sinzchy +icoswshy) =

. . l4et 1—eW . :
hm {sing——— +itcosg—— | =sinx + tcosz.
Y00 2 2

A

225.A D 24.5 definicié és a 14. feladat segitségével:

sinzchy + icosxsh
hm tg(z +iy) = L ¥_
y°‘°° coszchy —isinzshy
sinz +icosxthy _ sinz +icosc
y—oocosz —isinzthy cosz —isinz

72 - :

226, Hm' va+i-2 = lim _z+l = E
=1  z-1 =2 1342 2
Mé.sodxk esetben a hatirérték nem létezik.

227.Mivel g t; gy—u = 4a # 0, ezért M 24.20 szerint az allitds igaz.

228.¢{z} = if(z), és reguldnis fliggvény konstansszorosa is regularis.

229. Hau(z) = ax+b (z € Dy, év(y) =ay+e (y € Dq), akkor T 24.16 szerint
az f(z) = u(z} + iv(y) komplex fiiggvény differencidlhaté a D halnazon.
Forditva, tegyiik fel, hogy az f{2) = u(z) + iv{y) figgvény differencidlhaté a
D halmazon. Ekkor T 24,14 alapjin

du OGv du Sv

a D halmazon. Mivel u csak z-t6l, v csak y-tél figg, ezért g—u is legfeljebb
z

é] .
z-t61, P s legfeljebb y-tél fiigghet. Igy az elss differencidlegyenlet csak dgy

teljesiithet, ha egyik sem fiigg sem z-161, sem y-t8l, vagyis

du v
= —— = konstans.

3z Oy
24.29 -



24. Komplex fuggvények

Ebbél nyilvinvaléan adédik az dllitds. _

230.Az allitas T 24.14-bsl adédik, felhasznslva Szasz G., Matematika IL, 55. o.
15.2.3 tételét.
—- FO .
231. (0} = lh% in—:%—(—) = 0. 232. Az allitds T 24.14-b3] adédik.
233.Legyen f reguliris valamely osszefiiggd nyilt halmazon és |f| = o(= dllandd).
Ha ¢ = 0, akkor f = 0, és a bizonyitdssal készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy
¢ #0, és legyen f = u -+ iv. Ekkor u® + v? = ¢?, és ebbé] differencislassal:

du 8v du  Ov
ua—$+v£—-0, ua%—v’é—é—[}
A Cauchy-Riemann-féle differencidlegyenletek (T 24.14) figyelembevételével
ezekbél
mzé—ti = uu?—ti = ——vzgl"—
dr By Oz

kovetkezik, amibfil'c?-g% = () adddik, s igy g—;—t = (). Hasonlé g’ondolatmenettel

9
kapjuk, hogy 5;1 = 0. T 24.14 és az el8zd feladat szerint igaz az allitas.
234.T 24.14-b5] és a 232. feladatbdl adddik az allitds.

235.Ha n > 0, akkor a Cauchy-féle integraltétel (T 24.24) szerint igaz az dllitas.
(Ebben az esetben zg bérhol lehet!) Han < 0, akkora Cauchy-féle integralfor-
mulakbél (T 24.31) adédik az llitds az f(z) =1 fiiggvény felhasznsldsdval.
236.T 24.22 és T 24.27 szerint: :

dz x i&i‘p T . L Y ®
dz _ 7 _ie¥ =-/ i(§-m) :[2 =(’%-*)] =21 —1i).
237.A 97. és 101. feladat megoldasat is felhaszndlva T 24.27 szerint:

_/ I’z ds = In'z ; _ at -

¢ = | 4} 64

238.Ha zo nincs G belsejéhen, akkor a Cauchy-féle integraltétel (T 24.24) szerint
az 4llitas nyilvauvaldan igaz. Tegyiik fel, hogy s a G belsejében van. Ha M az

f-nek egy korlitja az E hahmazon & K, E-beli. G belsejében haladé r sugara
zo kézépponti kor, akkor T 24.28 szexint:

fgf(z)d: - L F2) d=.
Szasz G., Matc‘matika IL., 24.5.7 tételét is felhaszndlva:
=}dz
[ s

EbbLEl kivvetkezik, hogy lillé [’L f{z)dz = 0, azaz az llitas ebben az esetben

is igaz.

< AM27.

24.80



24. Komplex fuggvények

230, Az M
z— 2y
ményét is felhaszndlva:

f&) dz = L-——————:(_zﬂz)u dz = f(z) 7

JG z — 2p-

240.A szinguldris helyeket vegyiik kortil példdul olyan kis korskkel, amelyek G
belsejében, de egymés killsejében haladnak; ekkor a reziduum definiciéjabol
(D 24.42) és a T 24.36 tételbsl kozvetlenitl adddik az 4llitas.

241. Az Eudler-formulat (T 24.8) felhasznilva kap_luk hogy minden n € N esetén

teljesiti az eldzd feladat feltételeit, ezéet a 238, feladat ered-

m1r= _in¥z in¥e —inxz
nre +e P ,  nmx eP —e P f
cos-—:———-——essm—: —. gy
P 2 p 21

Z(a,, cos —1-0——- + b, sin ---) =

n=0

oo — irng :rur: inxe

Z (a—" ?b"eT + G Ttn - + by ) 2 cne P,

= 2 2

] dn — thy
ahol n > 0 esetben D 23.26 szerint: ¢, = 3=
1 P nre . [P . nwI I ¢? _inaz
— / f(z)cos —dz — zf =) sm--,-—d:z = -—f flz)e v dz
p \/-p p - 2pJ-
an + !bn 1 inkx

Hasonléan: c_, =

f(x)e 7, amib8]l n — —n helyettesi-

2 2p
téssel kapjuk az silitdst negativ mdex i ¢ egyiitthatSkra. Ha n = @, akkor
cp = ag.
242.Jelb'ljiik G-vela|z] =1 egyenleh'i kort. A T 24.36 és a T 24.22 téielek szerint:
f(z) d f(eit) < iz - 1 I izy —inz
" 27rt ¢ z"‘“ 2m eiln 1)z dz.= 21rjﬂ AR d

(n € Z), amelyek 24.52 szerint éppen az f(e'*) fiiggvény komplex alakban
felirt Fourier-sordnak egytitthatéi.

24.91



25. Laplace-transzformacié (megoldasck)

i.

a) C{te;p} = ]0 Vet gertdr= [ ® toe=) gt A parcislis integralss mod-

szerét (D 12.10) (1) = eI g(t) = ¢t vilasztissal alkalmazva

. ela—p)j® (o—p)t Lela—plt la-p)t 1%
E{te‘“lﬂ} = [E——e————] _/00 £ dt = [t ¢ ¢ ] =
1 i+ (1)

a—p o a-p a-p (a—pP
tela=eit  la-p)t 1
=% a—p tmo(a-p) MTEDR

Hasznaljuk fel, hogy tetszéleges komplex szdimra le?] = eF%2.

{a—p)t 1

im - =% , {Re(a—p)}t e
bim @=pP Jim - p]‘zﬂ 0, ha Re(a — p) < 0, azaz
Ree—Rep <0, Rep > Rea.

o el = Tim el ol =
Jimm [¢el*~7] = Jim, re I, RepReat =

. 1 . . rd o 1 :
tliglo (Rep — Rea)eler—Real = 0 (az utols6 atalakitdsnal a T 11.12 L'Hospi-
tal szabalyt alkalmazva).

Minthogy |f(#)] — 0-bdl f(t} — 0 kévetkezik, E{tc“t; p} = ——————(aj 5

b) A parcislis integralds médszerét alkalmazva (a)-hoz hasonlé szamitassal)
L{t"e*;p} = fu * Pttt dt = /0 = grelo=P)t gp =

—pjt1= . ’
- {tn . gla—F) ] o n ]co t““xe("—?)t _ n E{t““e“‘;p} )
g a@—ple a

a-p p-
Innen teljes indukciéval adddik
-1 n n-—1 1
L{t"e™; =t LT (M) = . =
e = v k= e r—a
n!
T (p-att

) £ e~ — PP
Liferpy= [ e @ = [ eyt = x{ )
[ a P
Ennél és a kovetkezd néhiny feladatuil a megolddshoz j6l haszndalhaté az 1.
feladat a) részéhez hasonlan bizonyithats alabbi Ssszefliggés:

(%) lim lt" - e("“'b)l =0; n € N, aés b komplex szdm, Rea <0.

t~c0 b
—oa

B
Cloind = [ e e = Jim [7ev M=o

25.1



25. Laplace-transzformdcié

10.

11.

oB(—p—b)+ba
{Kihaszndltuk, hogy a () 6sszefiiggés miatt Biim Eera 0, ha
—O0 -p—
Rep > 0 teljesiil.) ' '
0, hat <gq,
Az 4brabdl leolvashatjuk, hogy f(t) := { t—a, haa<t<b igyazeldzs
b—a, hat>5h,
feladat megoldéssban szerepld (*) osszefiiggést felhasznslva:
[ ) 00
Lifyp) = [ P -aydi+ [CePb-a)dt=...= (7 ) L.
a b p2

2
;—)-3—8—317 , kihasznédlva a 3. feladat megolddsanak () képletét.

1, .
VIIL igazoldsa: A cosbt= 3 (e‘bt -{-e"“) azonossag miatt

e cos bt:% (é‘*“”“ﬂ"“’“’). A TII. képlet alkalmazaséval adédik a VIIL
IX. igazoldsa: Az el6z6hoz hasonléan,

1, . .
X1. igazoldsa: tcosbt = 3 (te‘b’ + te_'bt). Az la) feladat eredményét felhasz-

nilva adédik a bizonyitandé képlet.
XIL igazoldsa: Az el6z6héz hasonléan.
XIIIL igazoldsa: A XI.-hez hasonldan.
XIV. igazoldsa: A XI.-hez hasonléan.

8.
1(¢) 1(t-2)

1t —2)- 1t — 3) = 1(t — 3).

0, hat <0, ft)‘
fy =1L Ba0<Es, (
712, hal<t<2
] = Ly 34 ?..—____.
3, hat>2. .
oG
Lifiph= [ e ftyat = 2y
1 2 o 1— .
=] e“”'dt-l-] e~p1'2dt+/ e P3dt = .o
0 1 2 + ]
. 4
—(4eP e ). L o 1 =2
Iy

5 9 3 5 3 1- 3 15 n
i ~ == === ). ezé 3. = ]
Mivel T (2) 2[‘ (2) 2 2[‘ (2), ezért £ {t ,p} n 1:"’

25.2



25. Laplace-transzformécié

12.

13.

14.

15.

16.

19,

20.

21.

22,

23.

24.

26,

27.

30.

Mivel cos’t = U——%(zs—z—t, igy
. f1lhcos2t 11, p \_
£{f}-£{ : } (ﬁ{1}+£{cos2t})-2(p+p—2+4)._
_Pt2
p(p* +4)

A sint-.cost = %sin 2¢ azonossag felhaszndldséval Fra
Linearizilva sin® ¢-t, és hasenédlvaa sina-cosf = (sm(a + B) + sin{a — 8 ))
osszefiiggést, a Laplace-transzforméltra E-“'_T?m addédik.

1 cos 2a
A 12. feladat megoldasshoz hasonléan adédik, hogy f(t) = + .

sin2a . cos 2a P sin Za 2
- cos 2t -sin2¢, L{f(t);p} = o~ ‘ ' '
cos 2t + 5 sin 2¢, L{f(1); p} 2p + 9 (p* + 4} 2 pi+d
1 2p2b pZ
[ 7. s 18. 07
o —a)p— 5) (p2 +b62)2 pP+1
et et _ 4 5 ! p
chi = helyettesitéssel az L., II1. képletekbsl L{e' cht} = W

1 es e
h(3t — 5) = = (37° + &) helyettesitéssel ~ :
sh{ ) 2(6 ) elyettesitésse =3 p+3)

a tablazat alapjdn.

+p+1
C{te!} + L{tcht G tptl

{te’} + L{tchi} = -1y
2p +4p+ 8

(p? +4)
Achz= e e

P . a
p4 n 1 25. A 23.-hoz hasonloan m

31 -3 1— 24
A chdt = E—j2—e— és a sin’t = ————:;EE-—— azonossagok fethasznalasdval

definislé azonossig felhasznélasival £
- p'! +1

: i{ p -p* + 5p .
2.1 .
L{ch3t-sin*t} = 3 [p2 3 + 1057+ 169" (Felhasznalhatjuk a 62. fel-

adat eredményét is; ekkor més alakban kapjuk a transzformaltat.)
T 25.6 szerint megadhatok olyan K| és C} nemnegativ valés szamok, hogy
A] < K gy f() = a- Ailtyre IfE] = [efi(t)] = lol - [A()] <

la] - Ky - €, azaz
[f(t)] < K - €%, ahol K =a|- K}, C = Ch.

Tegyiik fel, hogy 4llitasunkkal ellentétben f(t) = -\175 Laplace-transzformélha-

t6, vagyis megadhatdk olyan K és C nemnegativ valés szdmok, hogy

25.3



25, Laplace-transzformacié

31.

32,
33.

34.
35.

36.

\/_1 < Ke, hat > 0. Az egyenlbtlenség szerint 1 < Ke“'v/i minden
t > 0 esetén. A t = 0 helyen vett jobb oldali hatérériékre térve 4t az 1 <0
ellentmondashoz jutunk; tehat \W nem Laplace-transzformalhaté.

If(t) = le:""'zl = e?-e¥ < -, tehat K = e’ és C = 3 valasztéssal
| ()| € K - € valéban teljesiil.

=1,C=0

Legyen f(ty = 2EH Brkor lim f(t) = f(0) = 0, & L’Hospital szabalyt
alkalmazva pedig ‘liﬂolo i) = 0 adédxk Minthogy az f fiiggvény a {0,00)

intervallumon folytonos és a végponiokban 1étezik hatarériske, igy f korldtos
is a (0, 00)-n. Ezek szerint létezik olyan K > 0 szém, hogy ha ¢ > 0, akkor

[f(t)[SK,az ~—Q—+—1) <K,ahonnanln{t + 1) < K - &' igy C = 1.
Az eldz6 feladathoz hasonloan jarhatunk el.
'
(Frto+m)@® = [ f){(o(t— sy +hit ) ds =
= [ Hodatt —)ds + [ It — s)ds = (F + 9)E) + (£ # BY()

illetve

(F + (k))(ty= [ SCsIkatt —s)ds =k [ flo)ott = 3)ds = Kf v )(0)

tetszSleges t-re.

A kommutativitdas miatt f*{g* k) = f*(h*g). Vezessiik be az a(t) jelolést
az alibbiak szerint:

a(t) = (h* g)(t) = fo " h(w)g(t — u)du. Ekkor
(F+ (ks )ty = (Fra)t) = [ fls)alt ~ s)ds =
= [ 569 [ hupgte - s —wyduds = (1)
=/ﬂ’f0’_’f(s)h(u)g(t-s-u)du ds.

A legutébbi kifejezés rogzitett ¢ mellett a 0 <5 <¢, 0 < u <t~ 5 egyenlSt-
lenségek dltal leirt D haromszégtartomanyon veit k( :tts integral; j(.i()ljuk ezt
az integralt I-vel. Az integralds sorrendjét megeserélve

I:jﬂ[ﬂ F(s)h(u)glt — s — u)dsdu =
] t—u
=f h(u)j F(s)g(t — 5 — w)dsdu = (b + (f + ))(t)

((1)-ben f és h szerepe, és az u, s valtozoké is felcserdthet.)
Ujra a kommutativitist hasznalva ki (h* (f * g))(t) = {{f * g) = )(2}.

25.4 -



25. Laplace-transzformacid

t
37. etxet = / e* e ds = [els]f = te.
o

¢ t
38, th«f? =—j0 sze(t—s)3d3=t3*t2=/ ss-(t—s)2d5=€16tﬁ.
0
39. —cost+1. 40. —t + sht. .
. 1., .
41, Asinacosfi = 3 (sm(a + fB) + sin{a — ﬁ)) azonossig alkalmazdsival

1 11
sint * cost = _/0 sins- cos(t — s)ds = /‘; ’Eisint + sin(2s — )} ds =

1t -
= -12- [(sint) -5 — E?—@—;—:—Q-] = étsint.

3 a=0

1 i
42. Acosacosf = E(cos(a ~ B)+ cos{a + ,6)) agonossag alkalmazdsival

1
cost * cost = i(sint + fcost). ‘

1 ' .
43. Asina-sinff= 3 (cos(a — ) — cos{e+ ;3)) azonossag alkalmazdsival

sint #sint = -2—(si1;_t —tcost).
44. A 39.és 41. feladatok eredményét felhaszndlva ——%t sint — cost 4 1.

45. shixsint = /ﬂf shs - sin{f — s} ds.
A parcidlis integralds médszerét eldszor az u(s) = shs, v'(s) = sinft — 5)
szereposztdssal alkalmazva (D 12.10, 3. tipus) az
]shs - sin{t — s)ds = shs - cos{t — s) — fchs - cos{t — s) ds,
mésodszor az u{s) = sin{t — s), v'(s) = shs vilasztist kovetve
fshs -sin(t — s)ds = chs - sin{t — s} + fchs - cos(t —s)ds
egyenletcket kapjuk. A két egyenlet megfelels oldalait ssszeadva

/shs -sinf{t — s)ds = %(shs - cos(t — &) +chs - sinft —-s)),
1 . ,
és ebbsl sht = sint = ;)-(slit —sint} adédik.

Ez a megoldas mintéul szolgdlhat olyan f * g konvolieisk kiszamitasara is,
ahol f(t) az sht, chi, ¢, illetve g(t) 2 sint, cost tipusi fiiggvények egyike.
(Megjegyezziik, hogy ugyanakkor ezzel a nddszerrel példaul a hasonlé alaka-
nak tfing [ sins - sin(t — s)ds, vagy [shs-sh(t -~ s)ds integrdldsa nem vezet
ercdményre.) - '

et — et et et

46. Az integrdlban az shi:= és cht =

definiald azonossdgokat
felhaszualva a keresctt konvoltcié: 2¢sht.
47. A konvoliicicképzds kommutativ és disztributiv, tehat

(cos®t)*t +1# (sint) =1 #(cos®t) + ¢ * (sin?#) = £+ {cos” ¢ sin®t) =tx1.
25.5



258. Laplace-transzformacié

48.

49.

50.

51.

52.

54.

55.

56.

57.

60.

61.

A D 25.7 -ben f(t) =t, g(f) = 1 valasztassal f(s)g(t — s) = s, és ezért
2

(% 1)(8) =j;sds - %—

Megfeleld azonossigok és a definicié alkalmazisdval a
t
/0 (sins + coss) - 2ds

integréthoz jutunk, melynek értéke 2(— cost +sinf + 1).

A Laplace-transzforméltak tablizatdnak IIL. képlete alapjén L£{c*} = %—

-1
A T 25.10 konvolicibtétel alapjn az f(t) = €', g(t) = e fiiggvényekre
L{etxe'} = L -1t

p-1 p-1 (-1

A transzformaltak tablézatinak II. képlete szerint L{t"} =

2t 3t 12

L{t%+ 83} = £{8} - L{3) = =T

A fiiggvényt f-fel jelslve, a konvolicié D 25.7 definicidja szerint
f(t) = (sint) * ¢, s igy a T 25.10 konvolici6tétel szerint

1 1 1
i .
2 2
—_—, 33. .
(p* - 1)p* Pp-2) ‘
A cost-coss + sint - sins = cos{t — s) azonossig felhaszndldsaval hozzuk

n!

;:T—Ft— . Tehat

Az ¢l6z6hoz hasonléan

t1
a fiiggvényt \/—% -]0 7 - cos(t — s}ds alakra, majd haszndljuk a T 25.10

L eey e - p
konvoldcidtételt. A keresett transzformalt: ———5—.
- V2p(p? +1)
i

Az elgz8hoz hasonléan —————
Vap(p? +1)

1 t 1 1
A UL képlet szerint £{e'} = i1 j eds = —L{e'} = — .
P t} p—1 % o P ) plp—1)
1 -1 2
—_— 58, 1 W —
p(p® +1) p(p® +1}F plp+1p

¢

Mivel ¢! (t2 * e')_: et ‘/!; ste'™% ds, ezért az elézd feladat eredményét fel-
hasznalva a fiiggvény Laplace-transzformaéltja ———.
plp+1)
fi{t) = —2costsint = —sin2t, igy az V. képlet szerint
2

L{f'} = L{—sin2t} = —L{sin 2t} = TP 44

25.6



25.

Laplace-transzformacié

62,

63.

64.
65.

66.

67.

68.

69.

70.

Miasrészt T 25.12 miatt
"= BT - 241 i 2y 241 _
L{f'} = pL{f} - Jim f(t) = pL{cos" 1} — liry cos” ¢ = pLicos™t} — 1.

2 2
Ezekbsl pL{cos’ t} —1= L azaz L{cos’t} = p——————az—:_i)
2
Lysin®#} = ———.
{,ifl } P(p2+4) |
A T 25.12 tétel szerint L{f'} = pL{f} — F(0) = pL{f}, és

L{f"} = pPL{f} - pf(0) — £(0) = pC{f}.
Ezek szerint L{f"' ~ f — f} = (p* —p— VL{Sf}.
(pt —5p° — 4p® +2p - VL{f} = 5p° + 250 + 21p~ T+ f—].
A tételt az f(t) = sin bt fiiggvényre alkalmazva
4 b 2
HE+P) PP
Hasonléan adddnak a XI, XII-XIV képletek.

o d d* d—p*+1] 2p°-6
2 132 P i P P
L{t*cost} = (—1) ——~dp2£{cos t} = —dpz[ ] [ ]

Litsinbt} = -—dipﬁ{sinbt} =

Pr1] T dp [ 1] T (P + DY
iie : : , 26%p .
A tablazat alapjan L£{btsinbt} = bL{tsinbt} = m; az elgzd feladat-

2p°5% — 6pb*)

nél latott médon L{(6%° cosbt)} = . Tehat a keresetf; Laplace-

(p* + B2
8bip
dlt: ——or.
transzform o 1 02
p°—2p* +4p° —5p+2
(P*+1)° h
L{shtsint} kiszdmitasihoz haszndljuk fel az shi = %(c‘ — &™) definidlé azo-
2p -

nossagot. lly médon C{shtsint} =
d 2p 6p* — 8
Tdpptra T (P HaR
Az eredeti filggvény T 25.12 differencidlési tétele szerint
LY =pLly} —9(0)=p - Y(p) - 1, illetve
L{y"} = p*L{y} - py(0) — ¥'(0) = V'Y (p) — » — ¥/(0).
A Laplace-transzformalt T 25.13 differencidlasi tételét f(t) = y"(t)-re alkal-

mazva

d d ¢ g per )
Li{ty"} = —d—pﬁ{y"} = —E;(pzlf(p) ~p—y(0)) = —p"¥ - 2p¥ + 1.

A+d adedik. Ebbst L{tshisint} =

25.7



25. Laplace-transzformécié

Az eredeti egyenlet trapszformaélija

Lt () -20{/ ()} =0 <= ﬁ%£+@Y—3=&

Utsbbit csak Yi(p) elégiti ki, tehat Yi(p) lehet az y(t) transzformaltja.
71, —plap+B)YY' + (ap+ 2D)Y —2e = 0.
72. Az f(i) fiiggvényre a T 25.13 Laplace-transzformilt differencisldsi tétele al-

kalmazhaté, igy a g(t) = t™ (1) jeloléssel
o) = £m s} = (-yn S

A g figgvényre most az eredeti fiiggvény T 25.12 dlfferencia'\lzisi tételét alkal-

mazva
c { e f(t))‘“’} = c{g™} =
=p"L{g} —p"'9(0) - p" ' (0) — ... — g (0) =
=0T - ) - 0 - 0)

m
Ez a kifejezés akkor és csak akkor egyezik meg (— 1)md {f} ——=-mel, ha

" 19(0) P ~2 '(G) _g(n-—l](o) = 0. (1)
g(t) =t f(t), '(t) = mim"lf(thmf'(t) =" mf()+tf'()) =™ fi(1)
alakd, ahonnan kévetkezik, hogy ¢" = t™~UD-1£(1) = t™-2f,(t) alaki, és

igy tovabb; azaz, valamely fi-val ¢(¥)(t) = t™5fi(t) teljestl 1 < k < m-re.
Ebbsl kovetkezfen m > n miatt nyilvan 1 €< & £ {n — 1)-re is érvényes

" g®)0) = 0™* £,(0) = 0, igy ¢(0) = 0 miatt (1) nyilvinvaléan fennall.
73. Minthogy f(t) = e~!sint Laplace-transzformalhaté és
s -
lim f(t) - tim & sint

t—+40 ¢ f—440 H

f()

igy —— is La.p]ace-transzformélhaté (L. a 33. feladat megold4sait.)
Mivel .C{e—l sin t-p} =

=1, valamint t111:;1()1‘(1&} =0,

(__—-;W (1 IX) lgy aT25.14 tetel szerint

1o
L { ;¢ smt,p} / @t 1)2 1 dg = [arctg{g+1)]° = 3 —arctg{p+1)

1 — %t et e(a 1} o0 1 1
T4, L4 ——F—ipr =L — - ; =j, — el do=
{ tet p} {t ¢ p} p (q-i—l q——a+1) ?
_[g*1 | _papma+l
- g-a+1], p+1

25.8



25, Laplace-transzformécié

75.

T6.

77.

78.

79.

80.

81,

83.

84.

Az el8z8 feladat megolddsihoz hasonlé szdmitdssal, felhasznilva, hogy

3 (4) P’ +d

g ) PP+ bt
L{sh?#} megha.taroza.sa.na.l induljunk ki sht definiciéjabél. A keresett Lapla-

=ln h(g) + C, a keresett Laplace-transzformslt: }-ln

ce-transzformalt: —~ ln ——‘?——.
pt—4
2

Az el626 feladat szerint Laplace-transzforma.ltja. 1[1 p Az eredeti

fiiggvény T 25.11 integréldsi tételét alkalmazva
tsh?s p
dst = —ln ——
£ {jﬂ 3 s} 4p p* -4

T 25.14, majd T 25.11 egymads uténi alkalmazasdval: I.n p-p
p p—a

Induljunk ki 1 — cost transzformaltjabél, majd szamitsuk ki rendre
— i — —
e—‘}——cgs—i, / e""lcﬂ ds transzformaltjat! F(p) = ——1111 __p+_1____
t ] s r /(p +1)241

jelolésekkel T 25.15

l1—cost
3

Az f(t) = e — 1+t & F(p) = L{f(t)p} =

szerint

1
pHp+1)

_ P 1 r 1 1
L{e ™ ~ 1+ atip} = L{Fatyip) = =F (B) = =t =
R ONCERY
Pp+a)
1 a’ b
5111(1—;). 82. E{shﬁif_}=p2_b2.
Az dltaldnositott egységftiggvény grafi-
konja az 4brén lithatd. A tablizatunk 1(t—¢,)
] 1 e O———
L képlete szerint L{1{t};p}=—, 1
T 25.16-b6l £ {Le,(£); p} = L{(E—t0); p} )
= e TOPL{1(8);p) = }Jr ! 7 :

F(#) == 1{t) — 1(t — T); az el8z6 feladat megolddsat felhasznilva
LU0} = L) — £ —r)y = 1o 12
rp P P
Megjegyzés. A definicié alapjin torténé megoldds:
©0 T e—pt T _e_pr + 1
L{f(thp} = P dE= | e Pldt= || = _
st = [ erwd= [ e [ pL ’
25.9 .




235. Laplace-transzformécié

85.
86.

87T.
89.

90.

91.

. e“l!P -— e“ﬁ?
F(E) == 1(t — @) —7- 1(t - B) miatt L{f(2)} = . (1. 83.)
fO)=7-1(t—0)—t -t -a)] + [(2a —t) - 1{f — @) — (2a — t) - 1(t — 2a)].
{Lésd a baloldali 4bra.) A felirds helyessége az els§ két tagra vonatkozdan a
jobboldali abrdbél is kiolvashatd.

f(t)

- ! a 2a t

Atalakitsssal f(t) =t-1(f) + (2a —t —t)l(t — e} + (t — 2a)1(t — 2a), tehat

F(t) =1t 1(t) — 2(t —a}- L{t — @) + (t = 2a) - 1(t — 2a). A tablézat II. képlete

szerint falt) = t - L{t)re L{f2(1)} = g igy a T 25.16 eltoldsi tétel szerint
i

L{f2(t — o)} = LYt —to) - 1t —te}} = e 0P L{fa(t)} = ?e*"”’. Az utébbi

dsszefiiggést alkalmazva

LU} = £{t- 1)} - 2- L{(t — a)- 1t — a}} + L{(t — 2) - 1t ~ 20)} =

1 1 1 1 1 2
= Qe W} e—2ap_ = —{1- 2P + c-?ap =={1- s AN
p'Z - p2 p2 p‘Z ( ) p2 ( )

2
(A definicié szerint is szimolhatunk, az L{f(typ} :]ﬂ "t - f(i)dt =

a 2a
= j e Ptotdt + f e M(2a — t) dt integraljai parcidlisan kiszamithatsak.)
0 a

(1- e—P)z_ 88. e P ——.
ptb

P
Felirhatjuk, hogy g(t) = fi(t) + fo(t), ahel fi(t) = t-1(f) —1-1(t — a),
fa(t) = a-1{t—a), ahonnan T 25.16 alkalmazasival Laplace-transzformaltként

p
F(t) = Ail8) + A = ((t—a)‘l(t—a)—(t—u)-l(t—b))+(b—a}-1(t-—b) =
(t —a)-1{t —a)— (t = b)-1(t - b). '

A Laplace-transzformalt: (e—“” - e”b”) 3—)5 £(t)
) = [-1) =11t - D]+ {2- 1t - :
N2 -2 +B-1t-2)-3-Ht—- 37 —
M +...=U) +1t-1+ Ut -2} +...= 5 L
S 1t = ), ezrt L) = 3o = o
n=0 1 n=0 r 1 t : '
.. ,—Re : X £ : .
m, ha le"’l—-e P, lgyRep>0. o i é 3 e

25.10 o



25. Laplace-transzformécié

92.
93.

94.

95.

2 5

Alkalmazzuk a T 25.15 hasonlésigi, majd az eredeti fiiggvényre vonatkozd
T 25.16 cltoldsi tételt. L{g(t);p} = Eeﬂ F (’5)
1. megoldis. A felsd ibra szerint f perid-

dusa h = 2a, igy T 25.17 (1) képlete szerint 1)

1 2a —pt
L{fip} = mj(; e P f(E) dt, 1 §— R
a

2a [} 2a

j e“‘ptf(t)dtzl e Pt 1dt+f et 0dt = o
[i] ) [t} a

— P41 :

p ]
1 11— 1
Lfind= 1= T ey

2. megoldds. T 25.17 (2) képlete szerint

1
LLf; Y=y e £{fusp}, ahol oy
=41, hal<i<a
tYy = ' = %,
folt) 0, hat<0,vagyt>a. 13
Esetlinkben a periédus: h = 2a, és fo(t) &b-.
rajat lasd oldalt. A 84. feladat eredménye 0

1—e P8
szerint L{fo(t};p} =
innen azonos az elézével.

1. megoldas. Az f fiiggvény 2r szerint periodikus, igy T 25.17 {1) szerint

ao--l

ga ¢

. A megoldis

-1 2x 1 x
) — -yt - —pt o =
Lif;p} g j(; e P f(t)dt g /0 e Psintdt
1 '
Tpt4l 1-em
2. megoldds. Tibldzatunk V. képlete szerint L{sint - 1{t}} = p2{}" 7 igy
T 25.16 {az eredeti fiiggvény elioldsi tétele) miatt
L{sin(t —x) - Lt —m)} =" T tehdt 1
L{fo} = L{sint - 1(2)} + L{sin(t — ) - 1(t — m)} = (™7 + 1) ST

A periddus h = 2, igy T 25.17 (2} képlete szerint
1 14e™ 1 1
—e=2 ptal  1l—e W pii4l’
25.11

Lifip} =



25. Laplace-transzformécio

1 1™ b-—(I)-l—a;‘:n)ue:&ml
96- c{f} = ; N 1 + e-“_p. 971 W.

98. 1. megoldas. A fiiggvény Laplace-transzformaltja T 25.17 (1) szerint:

1 T opt 14 e 1
£{f(t);p}=r:—;5A (4 td Slﬂtdt:m. 1+p2_

2. megoldas. A T 25.17 (2) szerint: L{f(!);p} = %M}, ahol
—e
_ fsimt, haO<t<m
folt) = {0, ha t <0, vagy ¢t > 7.

Felhasznalva, hogy fo(t) = sint - 1(t) + sin(t — 7)1(t — 7), a T 25.17 tétel (2}

p . . 1+ ™ 1
és a T 25.16 alkalmazésaval L{f(f);p} = ——— - )
1—e"™ 14 p?

99. A tablazat VII. képlete szerint L{shbt;p} = P——i——ﬁ fey a T 25.18 eltoldsi
b

100.Az shbt = % (ebt - e‘b‘) definici6 és a II. képlet felhaszndldsdval a keresett
Laplace-transzformalt

tétel szerint L{e ™ shbt;p} =

(p+8)"! — (p—H*!
2(p2 — bZ)rH—l

101.Az el6z6 feladat eredményének felhasznélisdval vagy megolddsi menetének
megismétlésével
1{p—a+ bt —(p—a-~ b
N T

it e—i!

102.Induljunk ki a sint = -6——2—.-—— azonossaghol.

i
sint 1 i 1 a1
{m”} 21r-2i( {e \/E”} {e Vb
i 1 1
= | Ly —mip—i} — L —miP+1p ).
sz-zi( {\/i” } {ﬂp })
Ebhdl a tra.ns;forqxéltak tahlazaténak XV képlete alapjan
£{sint_ }_ 1 ( . [my_ 1 .\/p-i-i—\/p_—z’_
il T Vam o \Vp—i Vrp+i) 2R a1

1 JFi-poir_YVrtloe
T 2v2V-l Ve +1 2P+l

25.12




25. Laplace-transzformicis 7

103.T 25.71 szerint és a tablazat V., TV., XII. képleteinek fethasznildsival

dint+cost = £ nt) -Lfeosth} = £ { g - B -

- )b )b

104. Az el5zihoz hasonlé szamitsssal tef.

105.T 25.21 és VIL. szerint sht » sht = £} {@2—11)—2} P 25.30 tobbszori
alkalmazssival
T [ 1 R TAR 1y 117
-1 (p—l)(pﬂ}}- B [(ﬁ"?‘ﬁ)i} a
11 11 i 1

i 1F 1priF 20-D+D

1 1 1 1 1fif 1 1\
“ip 1 ity 2 [i (;~_i B ;ﬁ)} -
i 1 1 1 11 1 1
=i TiprI? dp-1 dpt1
{Ezt azt eredményt gy is megkaphatjuk, ba a racionslis toetfiggvények integ-
ralisanal megszokott médon a részésricket az albbi alakban keressitk meg.

1 1 __ 4 B € D,
PE—-1F (p—-DXp+1P? (p-12F p-1 (p+1) p-1

Az elGiBitisnak megfelelSen
( ef — et )2

4
106.Az elemi tortekre bontds szokott médszerével, vagy a P 25.30 azonossagot

r=p’re, @ =0-ra és f=—l-1e alkalmazva :

1 1 4
Fip)= —-———=5— 57
STy Sl e
A tiblazat felthasznalisdval
1 1
-1 -t ~1 -
F =£7{ 52— L =t —siat.
£ {pz} {p"’+1} -

Megjegyezzitk, hogy ezt az inverzet megkaphatjuk konvoliicicképzéssel is (lasd

Szisz G., Matematika L., 408. o. 3. példajdnak megoldisit).
107. A nevezd misodfoki és nincs valds gyoke. Tlyenkor legeélszeriibb azonos ata-

Iakitasokkal a tiblézat VIL és FX. képletébsl adds képletekre visszavezetni

az inverz Laplace-transzformalt képzését. A jelen esetben

1, 1 1
sht & shi = t=(sh’t)-t = —~2-t + Zte’?t + Eteﬂ.

2l 2%p+1 Ap—1+3
F(p}:: 5 P = > = 5 2*:.
pP-2p+5 (p—-17+4 (p—-1)+2
_s p—1 o I p—1 3 2

+ & =2 + - r '
(P-1P+2 -1+ T(p-1P+22 2(p-1P+Z
25.13



25. Laplace-transzformicié

tehat
-1 -1 p——l__ 3 -1 2
=2. 3 p-1p¢122] =
LT F(p)} £ {(p_1)2+22}+2 £ {(P“1)2+22}
= 2¢' cos 2t + -get sin 24,

108.1. megoldés (elemi tortekre bontassal).

P i 1 -1 { P } e, Py
= + R =te + —e.
(p-12% (-12 (p-1p (p—-1) 2
2. megoldas (a kifejtési tétel T 25.31 dltalanos alakjabdl).
1 d?
‘{:—1 P ;t . bm 1 3 pt =
{(p—l)a } @D p1dp? [(P 1

3 hm teP (2 + pt) = te! (1 + 2)

3. megoldés. (a kifejtési tétel T 25.32 specislis alakjabsl).

- P ,i_1. p 2
¢ 1{(;»—1)3’*}"0‘!5’5-‘?["’7"3(;:—1)3]'57'6 ¥

i d t
ki _ 18 vt
AT P [(p Dl 1)3] TR
1, & 3 P 0, By t
+§!';1,1_13d—p2[(p—1) (?:—1—)3}56 —"2—6 +te.
109.1. megoldds 2 == ! -+ 1 + iatt:
Sl MeROldSS TR b1 (1P gL

R

2. megoldés, A szamldlét Fi(p)-vel, a nevezdt Fo{p)-vel jelolve

A(p) _ _ 2
B(p) (p—1p—idp+i)
A T 25.31 kifejtési tételt alkalmazva:

RO\ 1 . d ) t
=L {F(p)} @1 3=‘~1dp[( 1)2(p_1)2(_p_2+_1)e»]+

1 . . 2
ATy [‘p " -+ i)eﬂ] *

1 ) . 2 el .
TEo A, [‘p e -0 ] ’
25.14



25. Laptace-transzformécié

) i L. 1,1 _;
és a hérom hatérérték rendre fe' — ¢! ° =i,

y 5t 158
3. megoldas (a T 25.32 specidlis alak szerint:) A p; = 1 gydknek megfeleld
tagok
1 9 {0} tl
.1 iy | Lt
ol st [“’ P 1)] T
1 2 "
— I -1 2__ L 1., ¢ -
U= {(p ) (p— 1P(p? +1)] o
2o 2\ Pt
= Ete +£1311(p2+1) et =te' —¢.
A pp = i és ps = —i gyokoknek megfeleld tagok sszegének kiszamitdsanal
haszniljuk a z + 7 = 2 - Re z azonossigot:
1 2 @ g
— .k —1 - _ P 1
ol p [(p Y-+ 1)] ot

o [(p T T -k + i)] =

= o2 it _q. 2 it] - pefeity =
_2Re[(£1:r%(p_1)2(})+i))e } =2 Re[—4i-2ie ] = Re(e') =
= Re{cos + isint) = cost.

- FI(P)}
A tagok Gsszege £ {——~ = tel — ¢! + cost.
& & Fy{p)

1
110.1 - &' + 2724 111.3(e_f—cost+sint).

1 .
112. E(et + cost + sint).
113 Mivel ! d ! P invers Laplace tra.nszfmm%‘rlt'ai kiol
. . , 7 rerz - ; s -
pr44 pr4d pr-1 pP-1 P .
vashaté a tablazatbol, az clemi tortek dsszegeként vald elgallitas helyett a

- —5p _4Ap+B Cp+ D
P +am-1) " pP+4 pP-1
4
elsallitdssal is dolgozhatunk. £7! {—:ﬁ)—r———-;t} = cos 2t — cht.
| ¢ FEREVEY

: 3
114.¢% + 7t (— cos 2t + 5 sin 2t J.
11 p+4

_+r 1 p+1 V3 V3

»

. -bdl
3 52 12 GeIPr(ARE 12 GprDE+ AR




235. Laplace-troossformicid

116.¢" + 2t + %t%‘. 11716 + L.
118.Elemi tértekre bontdssal, vagy a 106. feladat megolddsihoz hasenldan,
P 1 P P L i,
e = — | ==—— — 5] 4talakitissal: —{chi —-cost).
Po1 z(p?—l p2+1) 3(ch? —cost)

119.A i _1 P + L4 azonossag alapjin:
BRI I\FAL g o) TR

i {—23—-1-} = {cast + ch).

p-! —
120 1 Lo 23 !+ 2 i
. = - mia
(P—1P@-2F (-2° (-2 p-2 (-1 p-1
£—1 {(P—l);(—p'-*é‘)—j} = %{Zem _ 2%62! + 3&21 band tc’ - 38‘.

121.7 25.21 szerint

e (e )= () ()

igy a tabldzat V. képlete & a 42. feladat eredménye szerint

i i

-1 - . -

= .t} —sint #sint = —{sinf — tcost).
L {:2‘1)2,} sini # sin 2{5111 cost)
122. Hasznaljuk el az €l6z6 feladat eredményét!

.

1 . .
= E(smt~—toost)*smt;

ebbsl, parcidlis integraldssal,

: : 1
c! {ip—z-}:ﬁ} =jo %{-sins — scoss)sin{f —s}ds = %{3 —#%)sint — gt'cost.

: % P [ T 4 _1 P . P
123.L {p2 9 P14 4,1} = {cos 3t} * {cos 2t) = 5(35111 3t — 2sin 2t).
1 i

p+2¢ p+l

124.L71 { t} ={te M) x{e ) =—(t+ e "+

i 1 1 1 ;

125. 07— .t} = (s = [(—sinf— .
L {_p2+1 p——l’t} (sint)+(e") 2( sinf—cost+ e ). (A konvoliciés
integral kiszdmitdsdhoz lasd a 51. feladat megoldasit.)

126. Az €l6z5 feladat eredményét felhaszniiva

1 1 1
! {m'—} = —{—sint —cost +e')x1{) =
S EES I A 1)
t]

1
= J 2(‘Siﬂs~€088+£3)~lds = ;(c‘+cost—sint—-2).

£5.16 -



25. Laplace transzrformacid

) p 1 1 1 . s ~

127.C {pz— i pz-————_l_l,t} = chissint = 2(&11 cost). (Az mtegrdlist HletSen
L a 45. feladat megoldasat.)

128. Az €l625 feladat eredményét fclhasenilva

-1 P i chi — cost _}_ _
L {P""i Pz} —-—-——2 t—z(chi-i—oost 2).

‘(p_’_’l},=p-F(p)a1ahi,ahow(p>=

129

L .
L YR = £22~e‘. fgy T 25.23 szerint

—1 P — =l Byl — £t = e rE Yy —
. {@_m}—ﬁ o F)} = L7HELS Y+ 7O = £7HE D)

=f’=(§e’)‘=e’(§+t).

130. Az €liz5 feladatra visszavezetve, vagy a T25.23-b8l addds L-{p?- L{f}} =
LTHLLS"} - p- F(0)— £{0)) Dsszefaggést fethasznilva e (g—- +2 4 1) adé-
dik. (Lasd még a 116. fcladat megoldisit.)

- 2 1f1 P» . - ] P
et o (_"‘_——z 1 = g1 —""2 t :
131.1 megoldas ) = ) ( ‘ ) mialt az mmverz transzformalt

. 2
2. megoldis. ————— o —PF{p} a.holF{p}..Pz—H

Az V. szerint f(t) = LY F(p)) =sin2t. T 25.22 szerint

_]{p(pzzﬂ)}“ —1{}1{?)} f fsyds = f sin2sds =

:(—0052t+1}'—=$lﬂ i.
% 1 2Wp _ _ b
132‘A»(p2+62)2_p FiFE > - F(p) exyenliscghl F(p) = ELopE

A keresett inverz Laplace-transzformalt: i?ﬁ + %ﬁi_

Ekkor f(1) = L {F{p)} = —sint.

1

133.Legyen F{p} = (a:ctg %) = PZ 1

T 25254 allkaimazva

sint 11" 1 : 1] sint
—— =L [a:ct -] .—_~£“‘{arct —'-}. £“{ ct. -}:——_
; { B, ?} £ fgy £7'}ar 55 ;

2517



25. Laplace-transzformacié

1 1\]’ p 1
34. = = — [ S ——
134.Legyen F(p) [2111(1-}-132)] 1 p Elkkor
f6) = LHF@) = £ {p——,i 1} e {%} - cost— 1.

T 25.25-t alkalmazva

f#) cost—1 . oo - 1 1\1” _
Tl = _c‘{]p F(q)dq}—ﬁl{[zln(1+?)L}_
! 1
e (oo
fgyc*‘{%in(1+z—:§)}=1*f°”
et —t-1
135. .

2e7F .y 2 - 2 o -
136.——— = ¢ 7. = e "-F(p), ahol F(p) = ;,?-“I-'b‘" (&) = LTHF(p) = ¢4,

P by
igy T 25.27 révén .
e~ P
ﬁ_,{ e }=£—1 {e_n-p.F(p)} =f(i-1)-1(t-1)=

p3
2z
={f— 2'1t— :{(t_l)‘ hat)l\
( 1) ( 1) 0: hatgl‘

2
137.Haszniljuk fel a 131. feladat megolddsit ————
! & AP+ 4)

inverzénck meghatdroza-
sara. A keresett inverz:

2 AU cost, hat > %,
costl(t 2)——{0, hat<E.

138.L71 {pzl_ 1} =sht. A 136. feladat megolddsihoz hasonléan
£ { .

e 7 -1 e %P )
F— =(t~-1)-1{t-1), £ pz_l}zsh(i—z)-l{t—Z),lgy
cos 21, ha0<t<1,
f(t):{(cos2t—)—t+1, hal <t <2,
(cos2t) —t+1—sh{t—2), ha2<Ht.
139.Hozzuk az F(p) = N kifejezését _fole)_ alakira (1. T 25.28)
. P = At e e . .28).
1-e~F 1-c®  (1—c™)/p

F(p) = p- (1 +e-9). (1 - €—9P) = p(1 — ¢—2ap) T 1 —glep
85.18



25. Laplace-transzformécié

tehat a periddus h = 24, és

_ 1 el Iy B G —ap.l}
Rp)= - )= £ {p} c { 2

Fi(p) = %-re Al) = LY Fi(p)) = 1(t). T 25.27 szerint

o {e—ﬂﬂ : 11;} = e A(p)} = Ailt—a) 1t —a) = Lt — a).

0, hat<0,
) =1(¢)-{t—a)= {1, ha0<t<a,
0, hat>aq,
és T 25.28 szerint
folt), had <t < h = 2a,
flt) = {f(t —2a), hat>h=2a,
hat <0,

Az f(t) fv. grafikonjit a kévetkezs baloldali dbra tartalmazza. Megjegyezziik,
hogy eredményiink sszhangban all (s6t ekvivalens) a 94. feladat eredményé-

vel.
r(t)
e S
1 * ¢ * 1 T
i 1 ‘:. ] )I/
o] e h=2¢ 3a § 0| 2a 3a ¢

140.A tort szamliléjat és nevezGjét —e °P-vel megszorozva hozzuk ezt az F(p)

o(P)

kifejezést T ala.kum, majd sllitsuk €l Fy(p) inverz Laplace-transzfor-
maltjat.
L haO<t<a, fol®) h
_ a? _ olt), at S a,
fo(t) = 0 hat <0, vagyt>a, f(t)’"'{f(t—-a), hat>a.

Az f gorbéje az el8zd Jobbolda,ix abrin l4thatd.

141.7 22.5 szerint Z aq” = yhajg| < 1.
n:—iﬂ I-g¢
5 = 00 n oG
P » 1 1 1 ( 1 ) 1,
f = = ol L
1T 1-% p1-% p,g, P ,,E__:(,Pﬁ"“
5 00- 1 oC ) 1 0o 46n
ﬁ‘i{ L }:c"{ ~————}= c‘l{ }: L (L. X)
Y Gl PRV R Vil R M O
: 2k
142.¢” definicijat (D 24.5) felhaszndiva kZ;B 1-%2—&)-1-

25.19



5. Laplace-transzformicié

{— 1},: 2k ap”
3. - —,
14 E@B}z -£ M4
145. Linearizdljuk cos®£-t. A keresett Laplace transzformalt:
3, _p ., P
8p  2(p®+4)  B(p*+16)
. st 2E I p
146.A tcost = ——— ig fethasenalasival: — — ————.
st cos? 5~ awonossig &sd & 8 1 16)

147.Hasznaljuk az indirekt bizonyitisi mdédszert. Ha Ie:me olyan K é € valds
szam, hogy e < Ko a (8, co} infervaliumon, akkor &£-Ct < K is teljesiilne,
ellentmondasban azzal, hogy '~ el nem korlstos.

148.
2 z 2 z _
{ezg_‘P} j ~e:i_cff=j‘;me—’f“!fa't=ezf /ﬂme e o,

Az utébbi integrilban vezesstink be &j viltozét a p-f = r Gsszefiipgés alapian.
A 7 integralist viltozd hatdrai p é oo lesznek,

z -2 2
.C{CT,p} =eT fw € 2 dr, de :e"T dr = \/—i@{p), és

j; e Tdr_f e dr— [ ~% dr = Jim f@(u}_f@{p)
gy adédik £ {c:fa;p} = ‘/gezfﬁi - ®(p)}-
149.7 25.11 révén L{B(t})} =L {Jg/{: e”g;- cis} = :—)epzﬂ (1 - 'ﬁ(?})_

150.Legyen f és g Laplace-transzformalhaté. Ekkor léteznek olyan Ky, €1 és Ky,
C> nemmegativ konstansok, hogy
O] <KieD' & lg(t)] < Kae®.
Ezért, ha C > Cy + Gy, akkor

(7)ol = | sttt = ds[ < [ tftoMtoe ~ ) s < Kk [ s =
— KiI\thCt < K {C’!‘i}!

mert a {8, 0o} intervallumon ¢ < &'

151.L{f} - £L{g} - L{R}. 152.L{ Az} L{ f2} 0 ge)-

153.Elég belatni, hogy a két oldal Laplace-transzforméltjai egycnldek. Ezck la-
szamitdsahoz timaszkodjunk a T 25.10, illetve T 25.11 tételckre.

154, Térjiink 5t a Laplace-transzformaltakra. A bal oldalon alkalmazzuk (n + 1})-
szer a T 25.11 tételt, a jobb oldalon pedig alkalmazzuk a T 25.10 tétclt. A
T 25.19 kovetkezménye alapjin kovetkezik az Hitas helyessége.

25.20



25. Laplace-transzformdcié

155.7 25.11 és T 25.14 miatt
1 in 7t - sin 3¢ 1 >
L{f(thip} = ;E{-S—}El—tsm—;p} = ;/ £ {sinTt-sin3t; q} dq.
b .

. 1
A sinu-siny = E(cos(u — v} — cos{u + v)) azonossagot és a IV. képletet

felhaszndlva
. H 1 p p
L {sin 7t sin3t;p} = 5 - '
{sin7t-sin3t;p} = 3 (pz 116 74 100)
Ezekbsl

L1l 418 1. p* 4100
E{f(t)”’}—.x{ q?+100] T pRri6

156. Vezessiik be a g{t) = F)(2) jelolést. Fejezzik ki t™g(t) Laplace-transzfor-
maltjit a T 25.13 tétel szerint, majd g-re alkalmazzuk az T 25.12 tetelt. Végil

dmpk
vegyiik figyelembe, hogy ~dp—m =0 hal0<k<n-1.

157.A definidls /ro e Pt dt = /a‘:g e Pt — ag) dt integrilt kiszamitva, vagy
a 86. feladat megolddsiahoz hasonld
flty =m{t — ag)i(t — a1} —m{t — ag)l(t — a2} =
:;[(t —~ap) + (@) — ao)li(t —ay) - m[{t —az)+{az — ao)]l(t —as) =
— m{az — ag)i{t — a2) '
stalakitdsokkal a keresett transzformdli:
L{f(t);p} = m}—),_; (e"“”' - e”“zp) + m;)— {(al —ag)e” P — (ay — ao)c_“”’] .
158.Legyen

n - (2 1
snat, ha 2T <t < @t 1)x
f{a

a
i) := 2Zn 2
f0) 0. ha( n+ Dx ct< (2n + )1r‘
a a
0, hat <0.

Ekkor L{fi(t);p} = L{f(at};p}, ahol f az 95. feladatbeli fiiggvény. A T 25.16
tétel szerint pedig C{g(f);p} = ¢ C{fg(f 1 p}. Ezekbél, T 25.15 figyelemn-
bevételével
—x @ 1 a 1
t); =¢a? . = -3 s —F .
ﬁ{(]( )Ip} ¢ p'.’, 4 (1?' 1—e-at P+ a?. enl — 1

1
159.A sina - cosil = ;}—(sin(n— + B) + sinf{av — _ﬁ}) azonossag felhasznildsival a
5p

keresett Laplace-transzforinalt X I_:_ 1 + A8 1676

25.21 '“



25. Laplace-transzformécié

-5 1 -5 1
-1 Pt L_ p-t L G _
oo ()= e (L ()

¢
= (—5cos2t) * (sht} = -5 -/{; cos2s - sh(t — s)ds = cos 2t — cht.

161.L{cht * sint} = L{sht * cost}; igy a T 25.19 tétel kovetkezménye szerint
cht+sint =shf*cost, hat> Q.

162.¢sint. Megjegyezziik, hogy az inverz Laplace-transzformélt kozvetleniil kiol-
vashaté a transzforméltak XII. képletéhsl, hiszen £7! { 2pt } = fsin bf.

\ P+ 0y
163. (tz'e:“) *e~ ¥ = (t_ - 2_t + _?__) 3t (:_?_) e

T 343 343
p P P 1
64.1(ch2t — cht . = = — LE
164.3(ch2t ~chi), mert pl. Fp) = 0y — 9y (ﬁ—A zﬂ—l) 3
1 1 1
165.Célszeriien T 25.30 felhasznildsdval 1 == - adddik,
pt—-1 2 1 p?+1
ezért
1

£l {p41—1} - %(Sht——sint). fey g—l{( L 1)2} - @(sht—sint)) .

1 . .
-2—(sht - sint)), ami T 25.9 szerint a 43. és 45. feladat és sht * sh{ konvo-
lacidira vezet.

166. Vegyik észre, hogy a megadott F(p) konnyen integralhats, és alkalmazzuk a
Laplace-transzformalt integraldsi tételét, T 25.25-t:

00 3
(&) = tﬁ‘l{jp -(—‘P-—q:l—)qu} =t-§-£" {I?—ll—l;t} = -lé ~t(sht — sint)

az el6z6 feladat egyik részeredményének felhaszndldsaval.

17 1 1V 1 o1 Y
Plpt1p (p(P+1}) B (5 - m) '

1
Végezziik el a kijelslt hatvinyozist és ismételten -nek (1 - L)
plp+1) p ptl

gyel toriénd helyetiesitését mindenhol.

YR} =et (—?—3:— ) + (E;—St-i-ﬁ).

. QP < Q' (P)
168.Q(p)-t szorzatként derivilva —— ePit,
(®) R T b P b
-1 ¢
169. 3 sht + g cht.
1 -

170. Hatdrozzuk meg eldszor £ {—’}-t

. P+ D +4)

1 11 11 1 p 1 1

pp+1)(°+4) 4p 5p+i 21p°+4 5pE+4
25.22



25. Laplace-transzformacié

Az inverz Laplace-transzformal:
i Lo le~(=1 _ Leos2(t— 1) — Lsin2(t— 1)), hat
0 hat

+

NV
03] 2|

-F
171.¢'
P
i 1
172.1. megoldas. A T 25.21 konvoliciététel szerint £ {———-———-————»} =
& (p + 1)(p* +4)
et xsin2t=sin2% « et = (sxn2s) etV ds = et | e sin2sds.

2. megoldas. Alkalmazzuk T 25,29t k=1 vaiaszta.ssa.l majd T 25.22-t.
c—’{-———l : }=e"‘-£’1{ ! }.:
(p+ 1) +9) (p—-1+1){(p—1)* +4]
—t, -1 ) AL —i‘/t -1 1 . =
o { A S (P T
1 .ty 2 ) R SV L T,
3¢ foﬁ {(p_1)2+22,s} ds-ze /ﬂe sin 2s ds.
1 s, (¢
173.;6 f(;).




26. Egyismeretlenes egyenletek kizelitd megoldasa {megoldisok)

1. f(0)=-10.8, f(2.5)=~4.
a) Jelsljiik a sziikséges iterdcids l8pések szamét k-val. Ha a gyokst legaldbb
négy tizedes pontossiggal akarjuk meghatdrozni, akkor Lg;?”— < 0.00005-

b&l k > 16, azaz 16 lépés sziikséges. Kossik ki azt is, hogy | f{x:)] < 0.0001

legyen.

: : | f(=) k . f(=)
0.0 -10.8 9 1.2451172 -0.34
2.5 4.0 10 1.2475586 0.001

1 1.25 0.04 11 1.2463379| -0.016

2 0.625 -1.49 12 1.2469483 | -0.007

3 0.9375 -3.12 13 1.2472534| -0.002

4 1.09375 -2.07 14 1.2474060| -0.0002

5 1.171875 | -1.09 15 1.2474823| 0.0008

8 1.2109375{ -0.53 16 1.2474442 0.0002

7 1.2304688 [ -0.25 17 1.2474251} -0.0000015

8 1.2402344 | -0.11

A tabldzatbdl lathatd, hogy ha a fiiggvényértékre kirtt pontossigot el
akarjuk érni, nem elég a gyskst csak négy tizedesig ismerni.

b) Vizsgaljuk meg, tudunk-e mondani valamit a konvergencia gyorsasdgarél.
A derivalt f'(z) = 1222 ~34.47 424 + 15 cos 5z , ez z = 0-ban pozitiv. Az
elsé harom taghdl 4li6 masodiok kifejezés ill. cos bz minimumat vizsgilva
rogton latjuk, hogy ez lehet negativ is, pl. f{0.6) < —7, ami azt jelenti,
hogy a [0;2.5] intervallumon valahol biztosan nulla, igy a konvergencia
gyorsasigat az adott képlettel nem tudjik becsiilni.

A f(=)

0 0.0 -10.8

1 2.5 4.0010343

2 1.824196 | 0.9232889

3 1.680528 | 2.5000644

4 1.364540 | 1.6271721

S 1.1858712 | -0.8960475

6 1.2493218 1 0.0279647

7 1.2474015 | -0.0003494

8 1.2474252 1 0.000000023

c) A fiiggvény a {0;2.5] intervallumon nem tesz eleget a Newton-médszernél
kozolt elégséges feltételek egyikének sem, de f'(2.5) > 27, f/(2.5) > 30 &s
F(2.5)f7(2.5) > 0, igy 2.5 kbzelében az elst felidtelek teljesiilnek. Prébal-

26,1



26. Egyismeretlenes egyenletek kozelitd megoldssa

kozzunk tehdt az zg = 2.5 vilasztassal.

s | i@

0 2.5 4.0010343
i 2.35693721 0.4770204
2 2.3333563 | 0.0213643
3 2.3321959 0.0000551
4 2.33219201( 0©.0000002

fgy egy mésik gyskét kaptuk az egyenletnek.

d) Az intervallumfelezési eljirdssal mar az els6 lépésnél, 1.25-nél, —egyébként
teljesen véletlentil — egészen kicsi helyetiesitési értéket kaptunk. Mivel
£1(1.25) > 14 és f"(1.25) > 1.9, joggal feltételezhetjiik, hogy a fiiggvény-
gorbe 1.25 kozelében "nem fordul vissza”, azaz egy zérushely kozelében
vagyunk. Mivel f(1.25)f"(1.25) > 0, prébéalkozzunk a Newton médszer-

rel. i
k z J(=)
1 1.25 0.0379624
2 1.2474248| -0.0000059
3 1.2474252 1  0.00000002

Az a) és c) részfeladatokban kiilonbsz8 gysksket kaptunk, és f' értéke mind-
két helyen pozitiv, tehdt a kettd kozott is kell legalibb még egy gyoknek
lennie.

Hatarozzuk meg az egyenletnek az (1.24743;2.33219) intervallum belsejébe
est gyokét.

Egyszeri behelyettesitéssel f(1.3) > 0 és f(2.3) < 0, igy akdr az interval-
lumfelezés, akdr a hirmédszer mitkodik, Mivel a derivélt az (1.3;2.3] inter-
vallumon a nulla értéket is felveszi, a feltételekhez koistt médszerekkel csak
kisérletezhetiink, és csak akkor lesznek konvergensek, ha sikeriil a gytkhoz
elég kozel indulni. Pl. a Newton-médszerhez az zp = 2 vilasztds elég j6,
£(1.893757) = 0.0000025 adédik.

2. FEz cosz = g{z) vilasztissal g{z) = = alak, és jg'(z)] = | —sinw| < ¢ < 1,
ha = nincs nagyon kozel §-hoz. Viszont a gyok biztosan a {0;1] intervallumba
estk, és itt 0 < sinz < 0.8415.

z9 = 0.0 rg = 0.7221 Zig = 0.7383
zy = 1.0 zg = 0.7504 zyr = 0.7396
z9 = 0.5403 z19 = 0.7314 13 = 0.7387
z3 = 0.8575 zy = 0.7442 ryg = 0.7393
x4 = 0.6543 zy2 = 0.7356 z99 = 0.7389
x5 = 0.7935 z13 = 0.7414 z9 = 0.7392
rg = 0.7014 x14 = 0.7375 x93 = 0.7390
z7 = 0.7639 15 = 0.7402 o3 = 0.7391
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26. Egyismeretlenes egyenletek kozelft§ megoldasa

3.

Az f(z) = ¢® + 22° fiiggvénynek csak negativ z esetén lehet zérushelye, és
F(—1) < 0, £(0) > 0. krjuk 4t az egyenletet = = g{z) = Af(z) + = alakba.
Mivel ¢'{z)] = |Afi(z) + 1| < g ,feltételként a ~1—-g < Af' < q¢—1
egyenlStlenséget kapjuk. Itt A-t és g-t is meg kell hatdroznunk. Mivel teljesiil-
nie kell a ¢ — 1 < 0 egyenlStlenségnek €5 f'(z) = e + 62 > 0, A negativ, és a
trividlisan adédé 1 < |e?] < e* + 627 = |f'(z)| £ 1+ 6 = 7 egyenlbtlenségek-
bé&l __1_-;—1 <AL 91:1 Bérmilyen ¢ és A i6, ami kielégiti a fenti feltételeket.
A konvergencia gyo;'saséga persze fiigg ezek vilasztdsitdl. Legegyszeribb, ha
mindenhol egyenldség teljestil. Ebbdl ¢ = ;_:i és X = —5%1— = —~0.2058 ads-

dik. Azaz az itericids sorozat: T4 = —~0.2058(e™* + 223) + z4.
: | i)
0 ~-1.
1 —0.6641 —0.0710
2 ~0.6495 —0.0256
3 ~0.6442 —0.0096
4 —0.6422 —0.0036
5 ~0.6415 —0.0015
6 -0.6412 —-0.00058
7 —0.64108 —0.60022
8 —0.64103 —0.00007
9 ~0.64101 ~-0.000013

Akér 0-bél, akér (~1)-b8l, akdr az intervallum mas pontjabdl indulva 56 lépés
utdn z* = —0.64101 adédik.

f'(z) = 3z% — 6z — 1, ennek két zérushelye —0.1547 és 2.1547. Mivel f mind-
két helyen pozitiv, azaz f lokilis maximuma és minimuma azonos ¢lgjeld,
a harmadfoké polinomnak csak egy zérushelye van, és az —0.1547-nél ki-
sebb. Rovid prébslkozés utan latjuk, hogy f 2 [—2; —1] intervallumon el&jelet
valt. Ezen az intervallumon mindegyik médszer konvergens. Ha a fokoza-
tos kozelitést vilasztjuk, 8 < if(z)| < 23 miatt az 26.3 feladathan kézolt
médon szdmolva A = —%. Az intervallum barmely pontjabél indulhatunk.

F(—1.5251) = 0.000034

Mivel f'(z) = 5z* — 1, ennek két zérushelyei £0.6687.

f(—0.6687) = 0.9950 , f(0.6687) = —0.0745 . Ennck az stsdfoka poli-
nomnak tehat két szélsGértéke van, és ezek kiilonhtzf clfjeliick; igy pontosan
hérom zérushelye van, az egyik a {—0.6687;0.6687) intervallumban. Egy-két
egész értéket behelyettesitve kapjuk, hogy f(—2) < 0 é  f(1) > 0,igy =
tovibbi zérushelyek a (—2; ~0.6687) és (0.6687;1) intervallumokban vannak.
A derivali a +9.6687 helyeken nulla. Ezért, ha a Newton médszert alkalinaz-
zuk, célszerii a —2ill. 1 ponthél kiindulni, vagy a {—0.6687;0.6687) intervallum
egy belsd pontjabdl.

Ha viszont a g{z)} = z° + 0.46 = z alakot tekintjiik, a (-0.6687;0.6687) inter-
vallumon |¢'{z)| < 1, igy ezen az intervallumon kbzvetleniil alkalmazhatjuk a
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26, Egyismeretlenes egyenletek kozelits megoldédsa

fokozatos kézelités médszerét, az intervallum barmely pontjahdl induiva.
F(—1.09187) = 0.0000023 , f(0.4875) = 0.000034, f(0.8111) = 0.000047 .
T. Flz)=e"+32°+4z+1,¢é5322 + 40 +1 csak a (—1; —1) intervallumon vesz
fel negativ ériéket, mégpedig legkisebb érigke —%—, az e® viszont ezen az inter-
valtumon legalsbh 0.3678. {gy f/(z) > 0.03 # 0, tehat f szigordan monoton
noévekvd, amibsl kdvetkezik, hogy az egyenletnek egyetlen gyoke lehet.
f(z) > 0, ha z > 0, igy ez a gyok csak negativ lehet. Rivid prébilkozdssal
azt kapjuk, hogy f(—1) > 0-és f(—2) < 0, tehst a gyokot a [—2; —1] interval-
lumban keressiik. Minden mddszer konvergens.  f(—1.4145) = 0.60002.
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27. Differencidlegyenletek (megoldéasok)

1. Expﬁc"it, els6rendd, inhomogén, linedris.

2. Implicit, harmadrendd, inhomogén, lineéris.

3. Implicit, harmadrend, inhomogén, linedris.

4. Explcit, mésodrendd, inhomogén, masodfokd.

5. Implicit, mdsodrendi, inhomogén, linedris.

6. Explicit, 5t6drend, homogén, linedris.

7. Explicit, mésodrendd; fokszdma nincs.

8. Implicit, harmadrendii; fokszdma nincs.

9. Implicit, misodrendd, homogén, linedris.

10. Tmplicit, méasodrendd; fokszdma nincs.

11. Explicit, stodrenddi, homogén, linedris.

12. Implicit, negyedrendd, homogéﬁ, lineéris.

13. Implicit, elsdrends, inhomogén, misodfoka.

14. Implicit, méasodrendfi, homogén, linedris.

15. Fmplicit, mésodrendti, homogén, mésodfoki.

16. Implicit, elsérendii, inhomogén, masodfokd.

17. Az f(z,y,y') = 2z + 4y — 3¢/ fiiggvény az egész R® téren folytonos, ezért a
Cauchy-Peano-féle egzisztenciatétel miatt a differencidlegyenlethez és az R?
tér barmely (£, 70, ) pontjdhoz tartozé kezdetiérték-probléma megoldhatd.
Mivel fi(z,v,9') =2, flz.uny)=4 flz,1.¥')= -3, és ¢ parcidlis de-
rivaltak az R3 téren korldtosak, ezért az f fiiggvény mindhirom viliozdjaban
eleget tesz a Lipschitz-feltételnek (1. T 27.11). Tehit a Picard-Lindelof-tétel

szerint a differencislegyenlethez és az R® tér barmely (£,n0,m1) pontjdhoz
tartozé kezdetiérték-robléma. egyértelmiien oldhaté meg.

18. Az f(z,y) = —z—;'—i fiiggvény a R? tér P(z,0) pontjaiban nincs értelmezve.

Minden més pontban viszont folytonos. Ha valamely y fiiggvény megolda-
sa lenne a differencidlegyenlethez és egy (€,0) ponthoz tartozd kezdetiérték-
problémanak, akkor teljesiilni kellene az y{£) = 0 feltételnek, valamint annak,
hogy y megolddsa a differencidlegyenletnek a £ valamely teljes kornyezeté-
ben. Ezen utéhbi fettételhez viszont szitkséges, hogy w(€) # 0 teljesiiljon. Ez
ellentmondss, tehat a differencidlegyenlethez és a (€, n) pontokhoz tartozd
kezdetiériék-probléma akkor és csak akkor oldhatd meg, ha no # 0.
Az f fiiggvény parcidlis derivéltjai-f] = %, ifletve f, = l;—gl—: Ezek az R? tér
barmely olyan korlitos résztartomdnyan korldtosak, amelyek nem tartalimaz-
24k a P{z,0) pontokat. Igy a differencialegyenlethez és a (£,70) (o # 0)
pontokhoz tartozé kezdetiériék-probléma egyértelmiien oldhaté meg.
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27. Differenciélegyenietek

i9.

20.

21.

22.

23.

24.

Mivel az f(z,y,1') = —siny+cosy’ figgvény az egész R® téren folytonos, és
ott korlatos elsérendii parcidlis derivéltakkal rendelkezik, ezért a differencia-
legyenlet teljesiti mindkét tétel feltételeit. fgy a differencislegyenlethez és az
R3 tér barmely pontjshoz tartozé kezdetiériék-probléma egyértelmiien meg-
oldhaté. :

Mivel az flz,y) = 2% + y? fiiggvény az R® téren folytonos, és annak bar-
mely résztartornsnyin eleget tesz a Lipschitz-feltételnek (parcidlis deriviltjai
az R? barmely résztartoményan korlitosak), ezért a differencidlegyenlethez
és az R? tér birmely pontjahoz tartozé kezdetiérték-probléma egyértelmiien
megoldhaté.

Az f(z,y) = ytgx fiiggvény azokban a P(z,y) ponitokban nincs értelmezve;
amelyek esetén z = (2k + 1)§. A Po(0,0) pontnak viszont megadhaté olyan
teljes kornyezete, ahol f folytonos. Tehat a differencidlegyenlethez és a Py
ponthoz tartozé kezdetiérték-probléma megoldhato.

fi=he, fy=tgzezeka By alkalmasan vilasztott teljes kdrnyezetében
korlatosak, igy ott teljesitik a Lipschitz-feltételt. A differericidlegyenlethez és
a P, ponthoz tartozd kezdetiérték-probléma tehat egyértelmifen oldhaté meg.

Az f(z,y) = zlny figgvény a Po(0,0) pontban nines értelmezve, igy a diffe-
rencislegyenletnek nincs az adott kezdeti feltételt is teljesits ‘meégolddsa.

Mivel az f(z,y) = Inz + cosy fiiggvény a Fo(1,0) pont valamely teljes kor-
nyezetében folytonos, és eleget tesz a Lipschitz-feltételnek (mert parcidlis de-
riviltjai korldtosak), ezért a feladatbeli kezdetiériék-probléma egyértelmiien
megoldhatd. -

Az f(z,y) = 2¢/|y| fiiggvény az R? tér Py(1,0) pontjanak birmely teljes kor-
nyezetében folytonos, ezért a feladatbel kezdetiérték-probléma megoldhats.
Az f ftggvény parcidlis derivaltjai: f; =0, fy = Eﬁ"l—% Mivel f, nincs ér-
telmezve a Py pontban, ezért a T 27.11 tétel alapjdn nem tudjuk eldonteni,
hogy az f fiiggvény tcljesiti-e a Lipschitz-feltételt a Py pont valamely tel-
jes koruyczetében. Mivel minden N pozitiv egész szdmhoz és Py barmely
teljes kornyezetéhez megadhatsk olyan y* > y** pozitiv szdmok, amelyekre
VI + VU < 4, azaz Ty_‘-:T?? > N, ésigy a Jy* — V" kiilonbséggel valé
szorzds utdn 7 — V™ > N(y* — y**) teljestl, ezért az f fiiggvény (az y
viltozéban) nem tesz eleget & Lipschitz-feltételnek a Py pont egyetlen teljes
kornyezctében sem. Igy az emlitett teljes kornyezetek egyikében sem teljesiti
az f fiiggvény a Picard-Lindelof-tétel feltételeit.
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27. Differenciilegyenletek

25.

26.

27.
28.

29.

30.
31.

32.

Az adott y = cx? egyenletet differencidlva: y' = 2cz. EbbSl (az = # 0 esetben)
7

a ¢ paramétert kifejezve azt kapjuk, hogy ¢ = L. Ezt az adott egyenletbe

behelyettesitve, majd rendezve a gorbesereg differencislegyenlete adédik:

zy —2y=0.

Az z = 0 esetben az eredeti egyenlet szerint y = 0; a kapott differenci-
dlegyenlet tehat akkor is érvényes. Megjegyezziik, hogy az z-re vonmatkozd
esetmegkiilonboztetést elkeriilhetjiik tigy, hogy az i = 2Zcz egyenletbsl nem
a c-t, hanem a ca-et fejezziik ki (cz = %), és ezt helyettesitjik a gorbesereg
paraméteres egyenletébe, '

Az adott egyenletet differencislva: 2z 4 2yy’ = c. Ezt a c-t az adott egyenletbe
beirva az bsszevondsok és rendezés utdn a gorbesereg differencidlegyenlete a
kévetkezd:

2yy + 2 — y* =0.

v +z=0.
Az egyenletet differencilva: y' = €3, azaz Iny' = £ (tehdt Iny' =0 akkor és
esak akkor, ha z = 0). Az z # 0 esetben az a = °5 kifejezést a gorbesereg
paraméteres egyenletébe behelyettesiive

zy —ylny =0
adédik. Ez az egyenlet az = Iny’ = 0 esetben is teljesiil.
Az egyenletet differencislva 2(z — a) + 2yy’ = 0 adddik, amelybél yy' =
—(x — a). Ezt behelyettesitve a gérbesereg egyenletébe az (P +yt =1
differencial-
egyenlet adédik. Figyelembe véve, hogy yy' = —(z — a), az el6bbi egyenlet
atalakithato igy:

v —y1-y2=0,haa—1<z<a,

wH+yl—yt=0haa<s<atl.
(A gorbesereg egyenletébs] adédik, hogy iz — a| <1, tehdt barmely a esetén
ea-1<z<a+1l)
Qryy + 22—y =0.
Azz—u+(y—v)y =0é 1+y? +(y ~ v)y" =0 egyenletekbsl az " # 0
esetben y — v, majd = — u kifejezésével a gorbesereg differencidlegyenlete:
2 = (14 y2)°.

Az y' = 2c2 + 2epe?* &s Y = ¢ + 4epe?® egyenletekbdl az z # % esethen
(pl. Cramer-szaballyal)

% — o oy —y

€y = y C2 = 2 )

4z -2 e?t{4x — 2)

ezeket az eredeti egyenletbe behelyettesitve dtrendezés utén

(m2 —z) - (23:?’ -1y + {4z -2y =0.
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27. Differencidlegyenletek

Kozvetlen szimoldssal eﬂenb’rizheté‘, hogy ez a differencidlegyenlet az z = £
esethen is érvényes.

33. Haszndljuka (tgz) =1+ tg z kepletet Az egyenletet kétszer differencidlva:
v = a{l + tg¥(az + B)); " = a®2tg(az + B)(1 + tg2(azx + 1)),
azaz
y =a(l+y%); ¢ =2a"(1+4%)
adédik. Az o paramétert kikiiszobolése és rendezés utdn a gorbesereg diffe-
rencidlegyenlete:
y(i+y") -2y =0.
34. (1 -lnz)y +2z¢ —y=0 35. y"+y=0.
36. ' —y=0. 37. " +y =40
38. ¥ -2 +y=0. 39. y" =0.
40. " =0.
41. 'y +y? =0 42. ¥ —y? - 1=0.
43. 'y - 1) —yy =0. 44, "y -y =0
45. A feladatbeli kbrsereg egyenlete: 2 4 (y — ¢)? = ¢? (¢ paraméter), differenci-
alegyenlete pedig:
y(z® —y*) - 22y = 0.
46. A korsereg egyenlete: (z — ¢)® + y° = ¢* (c: paraméter), differencidlegyenlete
pedig:
2:|:yyr +z?— y2 =40.
47. A korsereg egyenlete t (z—c)? +y* = %cr" (c: paraméter), differencidlegyenlete

48.

49.

50.

S1.

pedig:
y2y = 22y + 2% - 2% =0

A Xorsereg egyenlete: (x —¢)? + (y — r)* = r? (c paraméter, r adott pozitiv
szam), differencidlegyenlete pedig: -

(4 + )y ~ ) ="

A korsereg egyenlete: (v — r)? 4 (y — ¢)® = 7% (c paraméter, r adott pozitiv
szam), differencidlegycnlete pedig :

Y2 (2 - 2ra) 4 (= — r) = 0.

A parabolasereg egyenlete: y = cr(e — a) (¢ paraméter, a adott valés szam),
differencialegyenlete pedig:

yr{z—a)—y(2r —a)=0.

A parabolasereg egyenlcte: z = ey(y — a) {¢ paraméter, a adott valés szam),
differencialegyenlete pedig:

ye(2y —a) —yly —a) =0.
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27. Differencidlegyenletek

52. A csticspont két koordindtdja egyenls; ezt ci-gyel jelslve a parabolasereg
egyenlete: y—c; = ea{z—c;)? (€1, c2 paraméterek), differencidlegyenlete pedig:

2 (y—z)-y? +2% =0.

53. A parabolasereg egyenlete: £ —¢; = co(y — ¢1)° (1, ¢ paraméterek), differen-
cidlegyenlete pedig:

" 12 P
2z -y -2 “+y =0. »

54. Az ellipszissereg egyenlete: ‘—i;- + %; =1 {a, b paraméterek), differencidlegyen-
lete pedig:

y'ay +y?z —yy =0
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28.

1.

3.

4.

Elsérendii kézénséges differencidlegyenletek (megoldédsok)

A valtozodk szétvilaszidsa utdn az

j‘tj_p‘_ —3 dr
¥ - 2r+1
egyenlethez jutunk. Integrilis utdn
3 i
lnly|=-2—ln|2z+li+lnc, x#—'E-ly'—léGic)G'

Az altaldnos megoldds tehat:
y? =c1(2z +1)*, ¢ : tetszSleges valés szdm.

Ez a megoldds az z = —% helyen is érvényes; az y = 0 megoldds ¢y = 0
vilasztdssal benne van az iltaldnos megoldisban.
Szétvilasziva:

¥ dz
dy = / —_— — .
]yﬁ—ly z12 P TRy#E
Ebbé&l az sltalinos megoldés:

S v —clz +2)2 =1; c: tetszbleges val6s szdm.

Megjegyzés. Az integralgorbék:

¢ = 0 esetén az y = X1 egyenletdi parhuzamos egyenespir,
¢ < 0 esetén ellipszisek,

¢ > 0 esetén y valés tengelyd hiperboldk.

Az altaldnos megoldas:

y= c(32~— 2z) —1,

és ez érvényes az {dtmenetileg kizdrands) z = 0,z = 2 helyeken is; az (4t-

menetileg szintén kizdrandé) y = —1 megoldas is benne van az altalanos
megoldasban.
(22 +6)y* —1) =c. 5. y=ceVi~?,

Az sltaldnos megoldas:
' y = sin(arshz + ¢}.

Szinguldris megolddsok: y =1, y = —1.
Az dltaldnos megoldis:

arctgz +arctgy = c,
vagy mindkét oldal tangensét véve, és tgc = ¢ jeldléssel:
z+y=all -zy).
28.1



28.

Elsorendd kozonséges differencidlegyenletek

14Q.

11.

12.
13.

14.

15.

186.

z(2y +3) = cy. 9. ¥+3y=9lztc
sin{arthz + ¢}, ha|zf<1,
y = ¢ sin{arcthz +¢), haz|>1,
+1, ha fz] = 1.
Szingularis megoldisként az y = +1 parhuzamos egyenespéir addédik.
€
y = tg(ln m‘;z)

yV=1-Svagyy==+1-5.

Altalinos megoldds:

zsiny=¢, z# 0.

Szinguliris megoldisok az y = kx (k € Z) konstans fiiggvények.
Az sltalinos megoldds:

cosrcosy=c¢, ha z#(2k+ 1)325; kel
Szinguliris megolddsok (a cosy = 0 egyenletbdl):
T
=(2n +1)—-.
y=(2n+1)3
Inz = ¢ helyettesitéssel f(sinlnz + cosinz 4 a)dz = rsinlnz + azx, igy az

dltaldnos megoldas:

z(sinIn z+a)

y = ce
A differencidlegyenletet explicit alakra hozzuk:
Tty
y=——"
r—y
(z —y # 0, mert y = z esetén az eredeti differencidlegyenletbdl y = —=

adddna, ami barmely z # (¢ helyen ellentirondast jelent.} Mivel minden nem
negativ valés k-ra B

kztky x4y

kx—ky z-—y

j valtozét vezetiink be az y = uz helyettesitéssel, amikor is y =u'rtu A

2
differencialegyenlet tehat u'z + v = M2 vagyis v’z = 'J’_'j[ alakd lesz, s ez

1—u? H

mar szétvilaszthats. Altalinos megolddsa:

V1 + u?

arctgu =1In

Az u = ¥ helyettesitéssel és atrendezéssel adadik az ercdeti differencidlegyen-
let altaldnos megoldasa:

— E-
Vr? 4y =c™Bz, 2 £0.

Megjegyzés: Az explicit alakra val attérés csak azt a célt szolgilta, hogy a
28-2 oldali (5) feltétel teljesiilését belassuk. Ha ennck teljesiilése dtalakitds
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28. Eisérendit kizdnséges differencidlegyenletek

17.

18.

20.
22.
24.

235.

26.
27.

28,

29,

ndlkiil is beldthats, akkor az eredeti egyenletben is elvégezhetjiik az y = uzx
helyettesitést.

Az arshu = In(u + Vu? + 1) azonossag alkalmazisdval y + \/z? + y2 = cz?.

3 .
y= {7 e th e st
7% —y? = cz. 21, zehF =c.
yeosL —zsin¥ =c 23. 22+ 27y =c.
Altalinos megoldas:

LA, hid
tg -= In | z .
Szingularis megoldasok (a cosu = 0 egyenletbdl):
y={(2k+ 1)%15; kel

Altalinos megoldss:
2 + otz —2c) =0

Szinguliris megoldasok: (az u = 0 egyenletbdl) y = 0, (az u? — 1 = 0 egyen-
letbsl): y = =.

v +n lex} =

Az l=u, y* = u'z + u helyettesités és rendezés utén

; 2 4 2ule® —

UL = ————
1 — 2ue®

adédik. A valtozok szétvalaszidsaval az
1 — 2ue® dzx
STE du=2 =
2

1+ ule®
egyenlethez jutunk. A bal oldali integraldst e™*-val valé bévités utdn végezziik
el:
’ - —e" 4 21: w2
e e e

Az sltalinos megoldas tehdt e + u? = or, vagyis

ste¥ +y¥=ec
Az sltalinos megoldas:

z? = 2y In |ey]. .
Szinguaris megoldds: y = 0.
Tekintsiik most az = viltozét az y fuggvényének: z = z(y). Az u(y) = =)

y
valtozé bevezetésével, vagyis az x = uy helyettesitéssel a differencidlegyenlet

szeparalhatévd vilik, ugyanis
dr du +
dy - dyy U,
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28. ElsSrendi kdzsnséges differencidlegyenletek

és igy az u' = % jeloléssel
dy 1
dz  wy+u’

feltéve, hogy az z az y-nak szakaszonként invertdlhats fiiggvénye. Feladatunk-
ra ritérve: .
Ty

dy _ 2z+ye—§ _ 22+e
dz {z + 2y)e—£ (% + 2)6_:7 ’

i _ Zudt e "
wy4+u  (u+t2e
; _ ue " 427

wytu= et ’
of us—2e™"

v 2ute®

A valtozok szétvilasztdsa utdn:
—u
[—————22-}-& du:—?/éy—.
us—e ¥

Az &ltalanos megoldds tehdt: u? — e™* = ;"g‘ yHu? — %) = ¢, vagyis

 ~ yze_f =c.
Az u + 2 = 0 egyenletbs] nem adédik szinguldris megoldas.
30. Az el6z6 feladat mintdjira:
14 ulet
i el u
Wyt u ( +u)€ )
- ' 1— ue*
wy = ———.
e 4 uet

A viltozék szétvilasztdsa utdn:
u u
[l [
uer —1 Y
Az dltaldnos megoldds: y{ue® — 1) = ¢, vagyis

£
re¥ —y=c.

31. ylnﬁ-a}—:!::c. 32. :t:s’m%—]—y:c.
33. ych£+z=c 34. zoosi-—y=c
35. Azvr = d 73 helyettesxtes utdn a valtozdkat szétvilasztjuk:

[5=]=5"
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28. Blstrendii kizonséges differencidlegyenletek

az r = 0 esetet egyeldre figyelmen kiviil hagyva. Az integralasokat elvégezve,
itrendezés uidn az altalinos megoldas:

r =ccos® §.
Ez a megoldds r = 0 eseién is érvényes.
36. r=, ha ¢#(2k+1)5, kel
37. ¥ = m—i—¢+c,ha¢ #£{(2k+1)], ke Z
38. A valtozék szétvalasztdsa utdn:

‘[;—T;—x\/__:_?dr=jd¢=¢+c, ha r#c

A tovébbiakban két esetet kiilonboztettink meg.
a) Ha 7 > a, akkor a bal oldali integral:

/ 2 mdr = Arccos E

ez esetben £ = cos(¢ + ¢) és igy

a m
= eig C<¢te<y

b) Ha r < —a, akkor a bal oldali integral:

a a
—_—ee——— ' = — arCCOS —.
=i :

Mivel a koszinusz fiiggvény paros, ezért most is
a

T
—m, ba §<¢+C<ﬂ'.

A differencialegyenlet slialinos megolddsa tehat:

a
= m, d<p+e<m.
. 39.- Az egyenlet altaldnos megoldasa:
_ 1
Y=1 "
Ha az x = 2 és az y = —3 értéket behelyettesitjik, akkor
2
‘T3
adodik. Az 9(2) = —3 kezdeti feltételnek eleget tev partikuldris megoldds
tehat:
3
VT3

40. Az altaldnos megoldas: x* + ¢ = ¢, a partikuldris megoldasban ¢ = 20.

L bhax#0,
41'3”_{6 ha r =0; ¢=12

28.5



28. Elstrendd kozonséges differencidlegyenletek

42.

43.

44.
45,
46.
48,
50.
52.

53.

54.
55.

56.
58.

59,

y = In{l 4+ ce™%), amibdl az 1 4 ce™ = ‘—:}9 atalakitdssal y = ln(e® + ¢} —z;
e=1

Az sltaldnos megoldas: 2(y® — 23) + 3(y? - z?) = ¢, a partikuldris megoldss
pedig 2(y* — 2%)+3(3* —z%) = 0, vagyis (y—z)(2y% + 2zy + 222 + 3y +37) = 0,
ami pedig az {1,1) pontban csak dgy teljesiithet, ha y = z.

gsiny=¢ c=1

Infe? +1)=e*(z~1)+¢ c=1n2.

y=¢e% c=1 47, y=eiBi;, c=1.
22+ =cx; ¢=2. 49. y [z +y? =ca?; c=6.
z+y=cz{z—y) c=-3 51. e +lnjzj=¢ c=1.

VI-22 4\ 1—yt=¢c c=1
Megjegyzés: Szinguldris megolddsok: y = 1 és y = —1; az €l6bbi eleget tesz
az el6irt kezdeti feltételnek is.

Szétvilasztss, integrilis és rendezés utdn az dltalinos megolddsra azt kapjuk,
hogy
y? = 2ln(e® +1)+2Mhne.
A kezdeti feltétel alapisn c-re teljesill az alibbi egyenldség:
- 2lnc=1-—2mhfe+1).
A keresett partikuldris megoldas:

41
3,,r2=21ne +
el

+1.

yWday=czd;, c=2
A 28. feladathoz hasonldan legyen az » véliozé az y viltozd fiiggvénye: z =

z{y); azuly) = ﬂyﬂ valtozé bevezetésével oldjuk meg a feladatot. Az dltaldnos
megoldés: ysin?y- = ¢. A partikuldris megolddsban ¢ = 2. B

e§+h}]x|=c; c=e. 57. ychi—zshf=c, c=1

Tudjuk, hogy a g gorbe (z,y)-pontbeli
érintéjének irdnytangense az y és £ ha- ¥
nyadosa (1. az 4brat). Tekdt & G gor-
besereg differencidlegyenlete:

2y

y ==
T

Fnnek megoldésa, y = cz? adja a gor-
besereg egyenletét.

A G gorbesereg differencidlegyenlete:

4
¥ = az,
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28, Elsérendif kozonséges differencidlegyenletek

ahol a az ardnyossigi tényezd. A meg-
oldés:

y= 01:1:2 + cg.
60. Az abra szerinti jelolésekkel PX =

PY. Ezért
OX =2z, OY =2y
és igy
f_ _2_9' — Yy
y 2z x
Ebbsl:
c
Y=
x

61. A {f6normélis merdleges az érintdre,
iranytangense tehat

1
-5
Ezéri a gorbesereg differencidlegyenle-
te:
e y o z
Y

(L. az sbrait, amelyen n jelli a fénor-
malis egyenest). Ennek megoldésa:

2 2
Tt -y =c

62. Haszndljuk az abra jeldléseit. A fela- Y
dat szerint
PO = PQ. q
A gorbesereg differencialegyenlete: . p
r_ Y Yyr---"2
Y z ' g
melynek megoldasa: L
c o T
y=—
xr
63. Haszniljuk az dbra jeloléseit. A P pon- Y 4

ton atmend érintGegyencs egyenlete:
Y —y=y(X ~x),

aliol X, Y az egycunes tetszileges pont- p

janak koordinatdi. Ez az egyenes az y- - - -

tengelyt az X =0, ¥ =y — zy koor-,

dinatdjit Q pontban metszi. Tehat

®wF--

OP = /22 +y2, 0Q =y —=zv . : o

28.7 —



28. FElstirend{i koztnséges differencidlegyenletek

Igy a gorbesereg differenciilegyenlete:

Vet+yt =y —zy.

Ennek megoldisa (y = uz helyettesitéssel):

ot =é? — 2cy.

64. Haszndljuk az 4bra jeloléseit. A Q
pont koordinatdit az el§z8 feladatban
felirtuk, ennek felhaszndlisival QO =
y—zy' és QP = {fz? + z2y2. A gorbe- ¥y
sereg differencidlegyenlete tehat:

y —zy =fz? + 22y,

vagy dtalakitis utin: :
2zyy’ = y* — 22, 0 “

Ennek megoldasa:
z? + y2 = ¢z
(lasd a 28.48. feladatot).
65. Haszndljuk az ibra jelsléseit. A
gt 1 __1

dsszefliggés miatt a gorbesereg diffe-
rencidlegyenlete:
) 2z

y=—-—

¥

ennek megolddsa:
2z + y2 =c
66. Az dbra jelﬁléseit haszuélva.

Mivel a PQY 'né:omszﬁg teriilete &l-
lands Q I
(jelotjiik ezt k-val), ezért xﬁ%— =k, és
ebbdl a gorbesereg differencidlegyenle-

te: Y P
-z :
2 0 z
Ennek dltaldnos megolddsa:
23
RN
A kezdeti feltételeket kielégits megoldas:
3
y=z".
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28. Elstrendii kzonséges differencidlegyenletek

67. Legyen a g gérbe y = y(z) egyenlettel 'y
megadva. Az dbra jeloléseit haszndlva:
T z
t =]0 y(t)dt, tg = zy —/u y(t)di. d
a) eset: t3 = 2iy: Y P
T z tz i

sy = "t =2 [ w(t)at, ¢

azaz o ) z J;
r
Ty = 3/0 y(t)de.

Mindkét oldalt z szerint differencidlva: y + zy' = 3y, vagyis 2y’ = 2y. Ez a
gorbesereg differencidlegyenlete, melynek megolddsa: % = ay.
b) eset: t; = 2tp. Ebben az esetben a megoldds: y* = caz.
68. A f; = 3t; esetben a megoldis: y° = ¢12.
A #; = 3t; esetben a megoldis: z° = c3y.
69. Barmely g gorbe polirkcordindtis
egyenlete r = r(¢) alaki. Mivel ¥4
{1. az 4brat) ’ g

z=r{¢)cos¢, y=r(d)sing,

P ()
ezért az érintd o irdnyszdgére:
4 ’
tga=y = 2% _____r’tgé—}-r "
=y =5 =5 .
2% r—rtge ¢ A
Innen 0 z
' 1+tgdtga
=
tga—tg ¢

E feladatban o = 29, tehit a gorbesereg differencidlegyenlete: ' = retgé.
Ennek megoldésa a gérbesereg polarkoordinitas egyenlete:

r=csing.
70. Itt o = 3¢, tehit tg o = tg34. Fethaszndlva azt, hogy
Jtgg—-tg'd -
t =—_—— 2T
3 1-3tg24 °’
a gorbesereg differencidlegyenleteként
T
1" = I'-~————1 - tg é,
- 2tg ¢

v = rctg2¢
adédik. Ennek megolddsa:

r? = ¢y sin 2¢.
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28.

Flstrendit kozonséges differencidlegyenietek

Ti.

A feladatbeli alakzatot helyeazitk el a y
térbeli derékszéigli koordinita-rend-

szerbe figy, hogy az adott pont az ori- “m
gdba, az adott egyenes pedig az
z-tengelyre essék (1. az 4brat). A fény-
visszaverddés torvényébsl kovetkezik,

hogy a tiiksrieliilet csak olyan forgés- ‘ :
feliilet Iehet, amelynek tengelye az L. t
z-tengely; ennek a forgasfeliiletnek az 0 z z

zy-sikkal valé m metszésgorbéjét
(zy-sikbeli merididngdrbéjét) hatdrozzuk meg y = y(z) alakban. Az dbra
jeloléseit haszndlva egyrészt tgf = £, mésrészt tgf = tg2a = L

T—-tg* o
tg o = y'. Tehdt
W __y
1-y2 o
Explicit alakban
/= 14 f14 (L)
= —y—=

z

Ebb8l y = ux helyettesitéssel

. —_i\/1+u2—(1+u2)

uzx

u
adadik. A valtozok szétvalasztasival:

U 1
du= | —dz.
-/:E\/1+u2—-(1+u2)u [
A bal oldali integralast u = sht helyettesitéssel oldjuk meg. Igy
~In{#1 —cht}=lnz —Inc.

Tehit
1

+1 ~cht

{41 -1 +sh’t)=¢,

valamint sht helyébe Z-et visszairva és z-szel beszorozva,

- ix«Jm:C

adédik. Ebbdl-

T
[+

Innen

¥’ = +2c(z + %)

Ez parabola egyenlete, melynek tengelye az z-tengely pozitiv, illetve negativ
fele, attsl fiiggden, hogy ¢ > 0, illetve ¢ < 0.
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28. Elssrendii kozonséges differencidlegyenletek

T2.

73.
75.
7.

79.
81.

83.
85.

86.
87.

88.

Az inhomogén differenciilegyenlethez tartozé homogén differencidlegyenlet:
2
Y-y =0
z
Ez szeparathaté, dltaldnos megolddsa pedig:
Y = ezt

Az inhomogén differencialegyenlet altalinos megolddsit y = ¢(z)z? alakban
keressiik. Ezért

¥ = d(z)z? + 2¢(x)=.
Ezeket az eredeti differencidlegyenletbe behelyettesitve:
t:'{:t:_):i:2 =% 4 1.
Innen
dz)=1+ l
.'.'52 )
Integrdlds utdn:
efr) =z~ 1 + k.
z
Az inhomogén differencidlegyenlet dltalinos megoldasa tehat

1 2
y=(a—+k)a,

e y=2>4 ks — .

y= 6_22(32 + ¢} 74. y=1 t ez

y= ceg';_—— (22 + 2). 76. y = (cos2z 4 c)tgz.

y =ce” ™% Lsinx— L 78. y=¢ %z t+c).
y=z1+ ce%). 80. y = cze® 4 2%

y = cc‘*l;’. A 82. y= ;%+%$4.
y=i—+e‘(%—-,1). 84. y=cz+353—1; c=1

A differencislegyenlet 4ltaldnos megolddsa a 84, feladat szerint: y = cz +
%3:3 —1. Ebbe az z helyebe 0-4t beirva, fiiggvényértekként —1-et kapunk.
fgy differencidlegyenletnek nincs olyan partikuliris megoldasa, amely eleget
tenne az y(0) = 2 kezdeti feltételnek. -

y=ce ™% Lsinz—1; c=2.

Az altalsnos megoldés: y = ccos +sin 2. Megjegyezziik, hogy ez a megoldds _
akkor is j6, ha cos £ = 0, mert ebben az esetben sinz = +1ésigy sinz = ﬁ
A differencidlegyenletbl adédéan pedig y = 3l-, sigy y = sinz. Ez a
megoldds a fenii altalinos megolddsbél a ¢ = 0 vilasatdssal adédik. Mivel
y(¥) = 1, ezért a kezdetiérték- problémdnak nincs megoldisa.

= < 2 _ 9. —
v=pEmte 2 c=v2
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28. Elssrendt kdzinséges differencidlegyenletek

89. y=ce*~zx—1+4cosz+sinx; c=1.

90. y:H_—"z;—%z—l; c=2 91. y=ccosz —2cos’z; c¢=3.
02. Az él}alé,nos megoldas: y = csinz + e®sinz. A partikuléris megolddsban
c=e¥. ’

93, y=ce " + —;—(cosz +sinz)e= % 94, y= ce“"‘2 + %xie’z2; c=1.
95. y=cchz +2xchr —2shz;c=2. 96. y= ceb® + 2257, o= 1.

97. Az y" = f(z) tipusi differencidlegyenlet kétszeri integralassal megoldhato.
Az &lialanos megoldas tehdt: y = % ~sinz + ¢;x + 9.

98. y:a:arc_sinz+\/1—:c2+c1x+cz, 29, y=—i—;f§-§+cw+62.

100.y = -;—lnzz+c;:r:+cz. 101.y = {z — 2)e* + 12 + 2.
102.Az v = f(y) tipus esetén az egyenlet mindkét oldalit megszorozzuk 2y'-vel,
majd mindkét oldalt integraljuk = szerint. Mivel

dy’
2 ! i -
VY9 =
ezért integralds utdn

v = [ f2'de = [2f()dy

adédik. Ez pedig szeparilhat$ differencidlegyenlet (y-ra nézve). A jelenlegi
fcladatban f(y) = ;!3 Igy a fenti képlet alapjin y-ra a kovetkez8 szeparilhaté
differencidlegyenlet adddik:

Ebbsl 3t kifejezve:

A viliozékat szétvilasziva:

fﬁd;}:i/dﬂ:.

Az integrilds elvégzése és dtalakitdsok utdn kapjuk az credeti differencidle-
gyenlet dltalanos megoldasat:

ayt =1+ c%(cz + z)%

103.Az i = p(y) helyettesités utén a feladatheli differencidlegyenlet p'p = ¥
alakd lesz. A valtozok szétvilasztisa utin

[rio= | i

adédik. Ennek megolddsa: p = +y/cy 4+ 2¢¥. Ez y-ta ax
¥ = £ + 2e¥
28.12



28. Elstrendd kozonséges differencidlegyenletek

differencidlegyenlet teljesiilését jelenti. A viltozdk szétvilasztdsival az

j#—%ﬁ?dy:ijldx

egyenliséghez jutunk. A bal oldali integral kiszamitdsshoz alkalnazzuk a
¢1 + 2¢¥ = 2 helyettesitést. Ekkor

/m /t2

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor ¢; > 0. Ekkor
2 1

f= —~— ——dl =
2 —q cl 1— (._‘;E.__I_f
2 t 2 v 2e¥
—= Jer arcth —= = ———arcth —Cli—f—,
€1 /€l Vet NG .

felhasznalva, hogy [t| > \/c1. Igy, a jobb oldali integralast is elvégezve,
te¥
vert el _.ﬂ(c?‘ + 1)
Ve 2
adédik, amibél e¥ kifejezhets a kivetkezd alakban:

arcth

— Ve 1
- e —.:1(cth2 —»—-(cz tr)-1)= m

Tehat
y=In 521— - 2hxsh(—‘/2i—_l(cz + x}))

Tegyitk most fel, hogy o1 < 0. Akkor e; = —FEi, ahol k; > 0. Ebben az esetben

]——1———(1 —/——i—d
Vet + oy v= VZet — & v

Alkalmazzuk a 2e¥ — k; = ¢ helyettesitést Ekkor

[m /k e Lljﬁ'(lt—)_‘!dt:

ﬂ“ R 2' (k2 £ ).

Innen
Ly o, VEi ky 1
V= (tg*(——(2 =) +1)= - )
2 (te 2 2 cosg(-“?E(kg +z))
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28, Elstrendil kbztnséges differencidlegyenletek

Végiil
y= lnfc—t-—2ln s(%——ﬁ(kgix)).

104.Mivel z hidnyzik a differencidlegyenletbél, az ' = p(y) és az ennek megfelels
y" = p'(y)p helyettesitést alkalmazva p'p(1 + y?) = yp’.
Ha p # 0, akkor

’1-{- 2y —_ = dy.

p=c 1/I+y2..

Mésrészt p = ¢, tehat ¢ = c;/1 + ¢4 f% = ¢; f dz. Integrilds utdn:
arshy = ¢z + ¢co; vy = shic1z + ¢2). )
Ha p =0, akkor y = 0, y = k {k € R)}; ezek a megolddsck azonban ¢; = 0-val
benne vannak az éltalinos megoldé,sba.n.

105.y' = p(y) helyette51tesse1 2upp’ = p°.

Ha p # 0, akkor ' = L és ebbél p = ¢1,/y. Az éltaldnos megoldds ebbsl
adédSan tehdt

Ebbdl

y= Z(clx + cg)z.

Ha p =0, akkor ¢ = 0, y = k (k € R); ezek a megoldasok ¢; = 0-val benne
vannak az dltalinos megolddsban.
106. Altalinos megolds:

=1- )
y c1E + c3

Szinguldris megoldésok: y = k (k € R).
107.(z + ) +yt =k

108.Az egyenlet ¥ = f(z,y") tipusd, tehit y-t nem tartalmaz. Ez esetben y' =
p(z) helyettesitéssel redukiljuk az egyenletet elsérendiire: p' = p. A vil-
tozdk szétvalasztdsa utan

d
j—E = '/—a:——~dx, feltéve, hogy p # 0.
z? -1 '
Ebbsl p = cv/z? — 1, azaz y = evz? — 1]
= c-/ yz? — idr,

tehdt az altaldnos megoldés:

y = ci{zy/z? — 1 — archz) + ¢z,
ahol ¢} =

Ap=20 egyenletbol adédé megoldasok konstansfiiggvények, és igy benne
vannak az altaldnos megoldasban.
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28, Elsérendd kozonséges differencidlegyenietek

2 2
10%.y = (% +ciz)lnz — (5 +az)+e
110.Ez az egyenlet ¢ = f(y') tipusil, ezért akir ' = p(z), akir y' = p(y) helyet-
tesitéssel elsérendiire redukilthats. '
1. megoldas: Az y' = p(z) helyettesitéssel p' = \/p; ebb6l p = He+a). ey

1 3
y= 1—2-(:1: + ) 4o

2. megoldés: Az i’ = p(y) helyettesitéssel pp' = /p; ebbsl %p% =y + ¢, azaz
p= [%(y + cl)}g. A viltozdk szétvilasztisa utdn

Ennek megolddsa 3%y ¥ ¢ = (%)g(x + ¢z}, melybél y-t kifejezve:
1
y= ﬁ(z + (:2)3' - €1.

111.Az ¢ = p(z) helyettesitést elvégezve: 2p' = —p*; ebbdl p = i?z_lfc_;' Integ-
ralva: .
y=3+2vVx +c1 tea
112.(z —a)l +(y —e2)* =L
113.Az y' = p{z) helyettesitéssel p-re a kovetkezd differencislegyenletet kapjuk:

p' =1-p>. Ebbsl |p| < 1 esetén p=th(z + 1}, azaz y = Inch{z + &7+ ez,

a |p| > 1 esctben pedig p = cth(z + k1), azaz y = Insh(z + ky) + k2 adédik

megoldasként. Ha |p| = 1, akkor y = % + b; ez szinguldris megoldds.
114.Az ¢ = p(z) helyettesitéssel p-re a kovetkez8 differencidlegyenletet kapjuk:

¢ = —(1—p?). Ebbél [p| < lesetén p = th(ci—z),azazy = —In chici—z)+ca,

a |p| > 1 esetben pedig p = cth(k) —z), azazy = —In {sh{z 4 k) + k2 adédik

megoldasként. Ha |p| = 1, akkor y = +x + b; ez szinguldris megoldés.

115. Az altaldnos megoldas: y = e*(a? — 4z +6) + 1z + ¢
A kezdeti feltételekbsl: ¢y = —2, cg = —6.
116. Az sltalanos megoldds: y = —~reosx + a1z + €2
A kezdeti feltételekbsl: e =2, ¢cz=1.
117. Az altaldnos megoldas: y = {«® + 2) n{z? + 2} + a1z + c2.
A kezdeti feltételekb8l ¢y =1, ez =In2.
118.1' = p(y) helyettesitést alkalmazunk.
Ha p = 0, akkor ' = 0, tehdt y = k (k€ R). Ez nem elégiti ki a megadott
_kezdeti feltételeket.

Ha p £ 0, akkor ¥ = e1y(lny — 1) éshy=1- m—l_'_—cz; & =1 ca=—-1.
119.y = %clzz +eg —xsinx —cosx; €1 =2, 63 = %
120. Akar y' = p(z), akdr ¥ = p(y) helyettesités alkalmazhats.

Az i = p{z) lelyettesitéssel

P =ypt—4, p=2ch(z +a),
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28, Els#rend( kozinséges differencidlegyenletek

y = 2sh(z + 1) + ca.

A kezdeti feltételekbsl ¢; = 0, ¢y = 1 adédik.

Az 3’ = p(y) helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
=it p=p+a)+4,

y = 2sh(z + c2) — ¢1.

A kezdeti feltételekbdl ¢; = —1, ¢z = 0 adddik.
A keresett partikuldris megoldds tehdt mindkét esetben:

y=2shz 4 1.

Megjegyezziik, hogy a p = 2-b6l adédé y = 2z + 1 szinguldris megoldas is
kielégiti a kezdeti felidteleket.

121.Az altaldnos megoldds: y = —2cos{z + ¢1} + ¢z azokon az intervallumokon,
ahol cos(z + ¢1) > 0.
A kezdeti feltételeket kielégits partikuldris megoldas:

T T
y=1-—2cosz; —'§<:1:<§.

122.Az sltalénos megoldis: ¥ = (z + ¢1)® + ¢z. A kezdeti feltételeket kielégits
partikuldris megoldis:
y= 22 41,

128. A differencidlegyenlet explicit alakja: y"' = ﬁ ha y > 0. Ebb&l
dy
e _ [ _
¥y = / \/!7 2\/§+clu
¥ =25 +a.

A kezdeti feltételeket felhaszndlva (a jobb oldalon a minusz jel veendd fi-

gyelenibe), -2 = ~\/2\/Z+ ci, amib8l ¢; = 0. Az igy adéds ¢ = —\/iy%
differencidlegyenletet szétvdlasziva:

]y'%dy = —w/ifdx,

melynek megoldésa: %y% = —/2z 4 c;. Ismét figyelembe véve a kezdeti felté-
teleket, ¢z = 3/2. A keresett partikuldris megoldés:

373
4
124.y" = p(y) helyettesitéssel ypp’ = 1 + p?; szétvilasztva

Jetwo [

1+p°= c%yz, p= :l:\/c%yz -1,

28.16
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28, Elsrendil kizdnséges differencidlegyenletek

¥ =5y -1
A kezdeti feltételeket figyelembe véve 0 = £4/c} — 1, amib6l ¢} = 1. Az igy

adddo
¥ =1yt -1

differencidlegyenletet szétvalasziva:
=% / dx,

75

amib8l archy = ¢ £z, vagyis y = ch(cz +x).
A kezdeti feltételeket ismét figyelembe véve, ¢z = 0. A keresett partikuléris
megoldds tehat:

vagyis

y=chz.

125.A kezdeti feltételek miatt 3 nem lehet a zérusfiiggvény, igy az ' = p(y)
helyettesitéssel

¥ =aly-1)
A kezdeti feltételekbél ¢; = 1, az igy adédé ' = (y—1)? differencislegyenletet

szétvilasziva:
/(y—l)z -/
amib8ly =1 —

A kezdeti {eiteteleket ismét ﬂgyelembe véve ca = 1. A keresett partikuldris
megoldas:

126.Az i = p(y) helyettesitéasel

PP = 2yp.
Mivel p # 0 (2 kezdeti feltételek miatt), igy p' = 2y, vagyis ¢ = y? +c1.
A kezdeti feltételeket figyelembe véve ¢) = 1. Az igy ad6dé differencidlegyen-

letet szétvalasztva
dr
f yi+1 ./ ) -

amibé] arctgy = = + ¢z, vagyis ¥y = tg{z + ).
A kezdeti feltételeket ismét figyelembe véve co = 0. A keresett partikuldris
megoldis tehit:

=tgz.
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28. Elstrendii kdzonséges differencidlegyenletek

127. A lakossig szamanak névekedési sebessége a lakossdg szdmdnak az id§ szerinti
derivéltja: %; s ez aranyos a lakossdg szamdval:
dA
— =kA.
dt

E differencidlegyenlet dltaldinos megoldssa:

A(t) = ce®t.

A lakossig szdma egy év milva:
100 + @
A= -

100
lesz. Ha a differencidlegyenletbe az A = Ag és ¢ = 0 ériékeket behelyettesitjiik,
a ¢ intregraciés konstansra ¢ = Ap adédik; igy = megoldéas A(f) = ApeFt alakn
lesz. A tés A = Aglte helyettesités utdn kifejezhetjitk ef-t: ef = (%’—“)t.

180 100
Ebhél Magyarorszag lakéinak szama 1996 I. 1-én (5 év elteltével):

A(5) = 107(1,015)° =~ 10772840,
2001 I. 1-¢én pedig (10 év elteltével}:
A(10) = 107(1,015)"® ~ 11605408.

Ay

128. A bomlisi sebesség az egységnyi id8 alatt elbomlé mennyiséggel mérhetd. Egy
adott { iddpillanatban a tdmeg legyen m, az ardnyossigi tényez§ pedig —£.
{Az ardnyossagi tényezd azért negativ, mert az anyag fogy.) Igy

dm

& =
Ennek dltalinos megoldésa:

m = ce k.

Az m = mg, t = 0 kezdeti feltéielbs] ¢ = myg, a keresett partikuldris megoldds
tehat:

m= mge_kt.
A k ardnyossigi tényezd meghatirozhaté ebbél a kifejezéshél a felezési idd
ismeretében (t = 1590 és m = %mo behelyettesitésével): £ = 0,00044. A
keresett fiiggvény:

m(t) — moe—ﬂ.(}l}(}ﬂt_

A 200 év milva fel nem bomlott radium mennyisége:
m(200) = mq 600,99044:3.00 = moe~"8 — 100,915

200 év alatt a radiumnak csak a 8,5%-a bomlik el.

129. A mozgd csénakra az F = —kv erd hat, ahol k az ardnyossigi tényezé. Newton
torvénye szerint az erf egyenld a témeg és a gyorsulds szorzatval, tehat
F= m‘i—'{, vagyis

dv
m— = —kv.

dt
28.18




28. Elsfrendd kozonséges differencidlegyentetek

A differencialegyenlet ltaldnos megoldisa:

k
v(f) = ce"m'.

A kezdeti feltételbsl (v(0) = 20 (km/R}): ¢ = 20. A keresett partikuldris
megoldés tehat: . '
u(t) = 20e~ =t

A t = 405 = g;h behelyetiesitéssel: v(g5) = 8, amibél em = (%)90. Ha ezt
visszairjuk a mozgast leiré képletbe, akkor

o) = 20(5)"

adédik, Ha ide a ¢ = 2min = g%h értéket beirjuk, megkapjuk a feladatbeli
kérdésre a vilaszt: v(k = 20((2)*)% = 20(3)° = & ~ 1,28 km/h.
130.Newton masodik térvénye szerint
d
‘m—E = F,

di

ahol ‘—fﬁ a mozgés gyorsuldsa, F pedig a testre a mozgds irdnydban haté erd.
Az F erd két GsszetevSje az mg nehézségi erd és a levegd —kv ellendlldsa.

Eszerint
L g~
m— = mg - kv.
A differencislegyentet altaldnos megoldésa:
o{t) = Ty et
“EITET
Jeloljik a —Pene kifejezést c'-al. Ekkor
vt} = ink%g 4 c*e“%t

adédik. Legyen a ledobott test kezdeti sebessége vo, vagyis v{0) = vp. Akkor
¢ = vg = Pg. A keresett v(t) figgvény tehdt:
o(t) = Tg + (v — Ta)e T
131.A test a nehézségi er§ hatdsara dllandé g gyorsuldssal mozog; a gyorsulds
pedig az titnak az id8 szerinti mdsodik deriviltja. Ezért a differencidlegyenlet:
md2_s d*s
— = =T V. - - —4.
- g, vagy -3 =9

Ennek megoldésa kétszeri integrdlds utdn:

1
s(t) = —'z“gtz + ¢t + e3.

A kezdeti feltételek:
ds(0)
a0
28.19
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28. Elsrendii kozonséges differencidlegyenletek

Ezekbél ¢z = 0, ¢1 = vp. Tehat a test aija és az id8 kozstti dsszefiiggés:
1
s{t) = vot — Egtz.

132. A dinamika masodik t8rvényének megfelelSen a mozgds differencidlegyenlete:

&z _k k ard sdgi tényezd
M = —; ardnyos nyezéd,
PRl yossagi teny
vagy % = a? jelsléssel:
d211 2 1
— =a’ .
di? z3

Ez egy hidnyos méasodrendii differencidlegyenlet. A megoldashoz szorozzuk
dr\2
meg az egyenlet mindkét oldalat 2%-\'61_; igy a bal oldal e {u) ] lesz. Ebbsl

pedig
dz N a V¥l -¢

dt e =z
a megoldds pedig: \
z(t) = -t-l?(t +e2)? — ¢y,
(&1
133. Vegyiik fel a koordindta-rendszert a fo-
nal sikjéban Ggy, hogy a gérbe legalsé Y
A pontja az origé Ielett legyen D
(1. az dbrat). A gorbe AB darabjira a
kovetkezd er6k hatnak. Az A pontban
a vizszintes H htzders, a B poniban
az érintGiranyit T lidzéerd és a fonal
AB darabjénak silya, amely ardnyos 2 B
az AB fonal hosszaval. E fonaldarab i A
silya ps, ahol p az egységnyi hosszi
fonal silya, s pedig az AP iv hossza.
A statikai egyensily feltétele szerint a
fiiggSleges, illetve a vizszintes dsszete-
v&k ssszegének nullinak kell lennie. Ha az 6sszes erft az z- ;s ax y-tengelyre
vetitjiik, akkor a kévetkezéket kapjuk:

H=Tcosa é ps=Tsina.
Ebbol tg a = If, vagyis y = §. Innen
w_pds _p
= e — = o] r2_
A HY' Y

A differencidlegyenlet hidnyos masodrendii, amelyet y' = z helyettesitéssel

megoldva
In{2 + /1 +22) = —Z— + ¢

28.20 -



28, Elsdrendii ktzénséges differencidlegyenletek

adédik, ahol a = §. A z(0) = 0 feltételbsl ¢; = 0. Igy a megoldés

as

T
ea—~1 _ ¢t e a

z{z) =

2
Tehat
z(z) =sh z
' a
s ebbél
y{z) =ach i— + 2.

Megjegyezziik, hogy OA = a esetén ¢ = 0.
134.Az y{¥ = q differencidlegyenlet altalinos megoldédsdt négyszeri integrdldssal
kapjuk:

-—-a:+bz+ Pidzt
Y=gt Tt Tt reETe

A kezdeti feltételek (y(0) = 0, ¥'(0) = 0, y{I} = 0, '(0) = 0} figyelembe
vételével b, ¢, d és e kiszdmithaté:
a

b= —=1 -2 —e=0.
5h c 121 d=e=10{
fgy a keresett pa,rtikulé.ris megoidés-
a4 3 2 _ 2 2
_ 2.y =2
Y = 55° 122: + 2l =5t @ Hz? — 221 + %),

vagyis
Yp = ——:1:2(1 - z)%

135.a) eset: A megoldands differencidlegyenlet elsérendd, linedris, inhomogén. A
homogén egyenlet sitalinos megoldésa:

Iy =ce T-".
Az inhomogén egyeulet egy partikuldris megolddsa:
=
tehit az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa:

I= ;—;— + ce_‘?".

— A kezdeti feltétetbdl (J(8) = Ll c= Iy — %. A keresett partikuldris megoldds
tehat: v

V. _&
I =— - =) It
v R + (Iﬂ R)e
b) eset: A Lomogén 1ész dltaldnos megoldisa ebben az esetben is
Ip= ce—%!.
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28. Flstrendt kézonséges differencislegyenletek

Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasshoz szdmoljuk ki cz)-et. -
cz) = f %e%tsin%mtdt =
Vo
R? 4 LM4nin?
Ennek felhasznilisival az inhomogén egyenlet dltalinos megoldésa:

= ﬁ%’;@(R sin 2mnt — 2rnL cos 2rnt) + ceEt.

A kezdeti feltételbsl (I(0) = Jo = proamlizy) ¢ = 0 adédik, igy a keresett
partikuliris megoldas

(Bsin2wnt — 2anL cos 21mt)e%t.

I

I, = A(Rsin 2nt — 2anl cos 21nt),
_ Vi
ahol A = prg b
136. A foly6 sebességvekiora: ¢ = ¢j, a csénak sebességvektora pedig v = vI%[.
. . 1—z)i—si e
Mivel PL = (I —z)i—yj, ezért v = véﬁ—;%%g. Az egyenl6re még ismeretlen

egyenletdl gorbe P pontbeli érintjének e irdnyvektora a v + ¢ Gsszeg, amely
rendezés utan a kovetkezs alakban frhaté:

-z . ofi—ePrei-w,
e= 1+ J
J(I_I)E +y2 \/ili_z)Z _}_yﬂ -

Az r vekior irdnytangense a j és i vektorok egyfitthatdinak hinyadosa:

ofl—zP +yt~vy ¢ ¥ 2 v
e
v {—=x

-z’
amely egyenls a keresett gorbe P pontbeli érint&jének irdnytangensével, az
y'(z)-el.A megoldandé differencislegyenlet tehat:

i

< ¥ ¥
Y=y -

l—¢ -z
Vezessiik be az u = %7 4] ismeretlent. Ekkor y = wl—-z), ¥ =u'({l—z)—u.

fgy o' (1— z) —u = £V1 + u? — u, vagyis u'(l — z) = £v/1 4+ u?. A viltozdkat
szétvalasztva: 1

j\/%_?durzgji_xdm.

arshu = ~—Eln(l—x) +ink,

In{u+/1+u)=In k

(1—-3)%-

Integralds utdn:

vagyis
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28. Elsdrendii kbzdnséges differenciilegyenletek

—_

Tehat

u + 1+u2==k(l—:c)"§,

g+ JU— o) +y2 =kl —z)'5.

A csonak az origobdl indul, a kezdeti feltétel tehit y(0) = 0. Ebbsl k = I5.
Igy a keresett megoldds:

g+ f(F=2)? +y2 = (I = 2)'75.

azaz

Explicit alakban:
1 £ < 1 - [
=B —z)"F - —(l—z)!*v.
y=3l(-2) Pratnt)
a) eset: v = ¢ esetén a gorbe egyenlete:
1
= o] — ]~ 2V

amelynek grafikonja egy = = I tengelyt konkdv parabola.
b} eset: v = 2c esetén a gorbe egyenlete :

| SN 1 1 a
= _JI5(l — )T - —(I — x)2,

= — il —z.
¥ ‘/_I x

c) eset: v = %c esetén a gorbe egyenlete:

1

1. -1

(r-z),
vagyis
R T
V=T e

Azz=0eseténazy =0z — esetén y — oo. A csénak tehdt ebbén az
esetben nem éri el a tulsé partot, hanem eldszik.

137.A D28.10-beli jelélésck szerint

(1—z)*.

P =2+ 2siny, Q=2rcosy—siny.
Tehat
P;:2cosy, Q. = 2cosy. ) T

A T 28.11-beli folytonossagi és parcidlis differencidthatésagi feltételek az
egész ry-sikon teljesiilnck, tovébbid P, = Q.. Tehat az egyenlet egzakt. Az
altalanos megoldast u(x,y) = c alakban keressiik. Akkor

w(z,y) = j(?.z‘ + 2siny)dr = z° + 2rsiny + (y),
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28, Elsérendil kiizonséges differencidlegyenietek

ahol c(y) az y-nak egyelére ismeretlen fiiggvényét jeloli. Mivel u = @, ezért
2zcosy + ¢(y) = 2xcosy — siny.
Ebbs .
)= —siny,  (y)=cosy
(az integtdciés konstanst 0-nak valasztjuk). Az dltaldnos megoldds ezek sze-
rint:
7% 4 2zsiny + cosy = c.

138.Az egyenlet egzakt, az altaldinos megoldés: e + ychz —sh2y =0.

139. Az egyenlet egzakt, az dltaldnos megoldss: zlny + ye® 422 —shy =c.

140. Az egyenlet egzakt, az dltalinos megoldis: %:c'* - %$2y2 + %y3 =c.

141.Az egyenlet egzakt, az sltaldnos megoldds: z° + 3z%y% + y* =c.

142.Az egyenlet az y = —z, az y = 0 és az ¢ = 0 egyenletl{ egyeneseken nincs
értelmezve. Ezek az egyenesek az zy-sikot hat olyan egyszeresen Gsszefiiggs
részre bontjak, amelyek mindegyikében a T 28.11-beli feltételek teljesiilnek.
Ezért az egyenlet egzakt, az sltaldnos megoldds: Inzx — ;% +y—lny=c.

143.P) = —z, @, = y — 2z; a differenciélegyenlet nem egzakt. Mivel (eltekintve
az y = T egyenletil egyenestsl) f"—a—q—”— = z;—:%y =L vagyis f% csak z-t8l
fiigg, van csak z-t6l fiiged multiplikitor:

! f

PE'TQI- = — iﬁ =-—lnz +e

A legegyszeriibb alaki multiplikitort a ¢ = 0 valasztdssal kapjuk (és ezért a

tovibbi feladatmegolddsokban integricids konstanst nem is frunk):

In|M |=

i 1
My(z) = < vagy Mi(z) = -

a kettd kozill persze az el6bbit vilasztjuk. Ezzel vald szorzds utdn (mivel az
eredeti egyenlet az x = 0 helyen értelmetlen) az eredetivel ekvivalens

1
C-v+-= =0
differencidlegyenlet adédik; ez mér egzaki. Az dltalinos megoldas:
1
Eyg —zy+lhnz=c
144.P, = 2z cosy — 2zysiny +1lny+1+cosz, @, =1~ 2zysiny. A differencial-

egyenlet nem egzakt. Csak z-t5l fiiggd multiplikitor nincs. Csak y-tél fiiggd
multiplikdtor azonban taldlhaté:

In| M, |= —2zcosy —Iny —cosz 4 =—-/é£=-—lny,
Zzycosy + ylny +ycosz y
1
Ma(y) = —.
(v} ”
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28. Elsérendid kozonséges differencidlegyenletek

Ezzel valé szorzés utén az eredetivel ekvivalens
(2zcosy +Iny + cosx) -5-(3 —z¥siny —shy)y =0
differencialegyenlet adédik, s ez mar egzakt. Az dltalinos megoldas:
ztcosy+zlny +sinz —chy =c.

145.P) = tgz, Q, =02 differencidlegyenlet nem egzakt. Mi(z) = colsz. Az
altalanos megoldids:

tgz —y

=cC.
cos ¥

146.P, =1, Q= ch? z +sh? z—12yshz ch z; a differencidlegyenlet nem egzakt.
My(z) = Ei%; Az sltalinos megoldds:
ythz +e* -3yl =c.
147. A differencislegyenlet egzakt, dltaldnos megoldasa:
2 -3y 4+ =c

148.P) = 2z%e~¥, @ = 4z; a differencidlegyenlet nem egzakt. Mivel (P — aQL)-
nek sem a P-vel, sem a @-val képzett hinyadosa nem egyviltozds, ezért e

differencidlegyenletnek nincs egyviltozés multiplikétora. fgy ilyen médon nem
tudjuk megoldani.

149. A differencidlegyenlet egzakt, dltalanos megolddsa:
sing +e “siny=c.

150. Py =Iny+1+shz, Q. = 1; a differencidlegyenlet nem egzakt. Ma(y) = é
Ennek segitségével az iltaldnos megoldds:

zlny+chz+e¥ =c
151. A differencidlegyenlet egzakt, dltalanos megolddsa:
2+ 3ytdeV=c
152. A differencidlegyenlet egzakt, dltalanos megoldssa:
(z-Din(x* +1)=c
153. A differencidlegyenlet nem egzakt. Mj(z) = e7. Az altalénos megoldas:

i
§y2 —ye t=c

154. A differencidlegyenlet nem egzakt. Ma(y) = y. Az dltaldnos megoldds:
1
§$2 + Ty + —;‘ys =c.

155.A differencidlegyenlet nem egzakt. Egyviltozés multiplikitor nem taldlhaté
hozz4.
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28. Elsdrendii kozénséges differencislegyenletek

156. A differencislegyenlet egzakt, ltalinos megoldésa:
ze — ¥ =c.
157.A differencidlegyenlet nem egzakt. Ma(y) = ~'T+—l Mivel y2 +1 # 0, 2
multiplikitorral megszorzott egyenlet ekvivalens az eredetivel. Az sltalinos
megoldés:

z\/y? + 1 + arshy

158.A differencidlegyenlet nem egzakt. Mi(z)
megoldis:

I

c.

1

WL (r # 0). Az altaldnos
2 flal(sgna)(3* +9f) =¢ = #0.

Il

Mivel ¢ tetszéleges konstans, ezért az dltaldnos megoldas a kévetkezGképpen
is felirhatd: 4
' 2\/Imi(?z3+y4}=c z#0.

159. A differencislegyenlet nem egzakt. Ma{y) = e?¥. Az altalinos megoldas:
ze¥ —yl =c

160. A differencislegyenlet nem egzakt. Mi(z) = cosz. Az sltaldnos megoldas:
§x + Zsinzx — YeosI =C.

161. A differencislegyenlet nem egzakt. My(y) = (—yf‘ll:l_)f' Az dltaldnos megoldé.s:'
-1 e
yiel
162.A differencidlegyenlet nem egzakt. My(y) = ¢¥. Az altalanos megoldds:

- % oW 4 y2 = c.
163. A differencilegyenlet nem egzakt. Mi(z) =¢”. Az sltalanos megoldas:
ye* (y® +3z%) = c.
164. A differencidlegyenlet nem egzakt. Ma(y) = y. Az altalanos megoldds:
:zry2 +yarcigzr = ¢,
de a ¢ = 0 értéknél az y = 0 konstansfiiggvény nem megoldasa az credeti
differencidlegyenletnek, de az y =

~MEET  (r £ 0) fuggvény igen.
165. A differencidlegyenlet egzakt, altalinos megoldésa:

efsiny +efeosz =c.
166. A differencidlegyenlet nem egzakt. Mi(z) = ¢*. Az Altalanos megoldas:

ycosy + e (x —1)siny =c.
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167.2% + zcosy = 2. 168.2° + 2ychz = 4.
169.ctgy —ylgz = {E(Bs/ﬁ—ai). 170.y* —yshz = 1.
171.2%ny + ye© = 2. 172.2%y% — 2%y =2.
173. %yz cos?z —ysinz = 2. 174.2%y + P cosz = 4.
175.y°shz 4 z%chy = 4. 176.Inzy 4+ zy = L.
177.A gorbesereg differencislegyenlete:
yr - y2 - z?
2zy
Az w = § esetben y' helyébe —”E}-t irva az ortogonalis trajektondk differenci-
alegyenletéhez jutunk:
I ek S . |
y,_ 2$y ) gYis ¥ —;1:2—3,12'

E differencidlegyenlet megolddsa:
Pty —ay=0

ez az ortogondlis trajektéridk egyenlete.
Ha w = I, akkor tgw =1 Ezért az adott gorbesereg differencidlegyenletében
az y' helyébe a ¥ ;% kilejezést irjuk:

Jr1_yod -
11—y 2zy
Ebbs! dtrendezéssel az
' y2 —z? ~ 2zy
V= ooy

differencislegyenlethez jutunk. Fnnek megoldisa szolgaltatja az z2 + -
¢z = 0 egyenletii gorbesereg egyes gorbéit w = T szégben metsz8 izogonalis
trajektéridk egyenletét:

2+ —afety)=0
178. A gorbesereg differencislegyenlete:

Y =

“-":IIH

Ag izogoniljs trajekisrisk differencidlegyenlete, illetve egyenlete:
w = § esetén
]

y=-—zi—, illetve »y =-c1;

z

w = ¥ esetén
— /3 .
y = I+—:§__§, illetve 3% + 2v3zy — zt = ey
Yy x
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28. ElsSrendii kiztnséges differencislegyenietek

w = T esetén

yr=$—y
x4ty

, illetve v+ 21y — 2 =cs.

179.2% +y* - 2lnz =¢c1.

180.w = § esetén: 22 +y? = ¢, w = § esetén: vz + y%‘”“gg = ¢y.
181.22 + 2% = ¢

182.42 -zl =¢;, haw = §, y—2zy—zl=c3 haw=1%.

183.y = —%m\/ﬂ+ c1-

dy~z
184.2° + 3y’ =, haw = 5 és zi—2zy+ 3y25‘/§"°tg'§'§ =¢, haw=1.

185.2% 4+ ny? = c%. 186.:3"2"“’2 -zl =0,
187.z%(Inz? — 1} + 2y% = ¢. 188y =In pr

189.w = § esetén y = ¢z, w = ¥ esetén Vat + y? = ce®8 -
190. A gorbesereg differencislegyenlete:
PRyt +y?
y =
Az ortogonilis trajektéridk differencidlegyenlete:

f) -

TRy =y

Alkalmazzuk az u = £ helyettesitést. Ekkor az

-1
1
Ur U=
udVi+u?
differencislegyenlethez jutunk. A valtozék szétvilasztésa utén

vt 1+l 1

j R du = /——dw
(1+u?)£V1+u? z

adédik. A bal oldali integral meghé.té.’rozéséhoz alkalmazzuk az u = sht he-

Iyettesitést. Ekkor

h
/—,—g—l-l-—t—:éc—t-—-chtdt = —_/Edz,
ch*t £shicht x
amibél o c
In{ch? +sht) =In —mi
22 =t + 2y,
vagy

2% = er{c; £ 2y).
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28. Elsérendi kizonséges differencidlegyenietek

191.A gorbesereg differencidlegyenlete:

S = W’ ~32")
z(3y? — %)’
Az ortogonalis trajekidria differencidlegyenlete:
T _ 55.(3312 - 9:2)
y(y? ~ 32%)
y o= % helyettesitéssel, majd a viltozdk szétvilasztdsival az

3

u® —3u i

f 1 du———j—z-dz.

egyenl&séghez jutunk. Elemi tortek sszegére valé bontds utdn:
2u U 1
/(u'z-}-l Ul l)du_ —f;dm,

u? +1 €1
EETIE

(:172 +yh)E = cg(y2 —z%); e = c%.

192, El§szor a c paraméter kikiiszobolésével felirjuk a gérbesereg differencidlegyen-
letét:

i

r = —rtg 2.
Az izogonilis trajektoridk differencidlegyenlete:
w = § esetén
2 4
r T
— = ~rtg2¢, azaz — =cig2d,
r
melynek megoldédsa:

= c1 8in2¢;

w = 7 esetén

¥ — 3 ! V3 —tg2¢
e == —p hp 2 . 1% — . ) ,
rtg2¢, amibd o= ————————1 \/ﬁtg 2%

azaz '

r L
— = —tp{2¢ — —
- &(2¢ — 3):
melynek megolddsa: i
r? = ¢y cos{2¢ — 5),

w = § esetén

-y ;1 ~tg2d
T3 e = —rig2¢, azaz v = rm1 ‘
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28. Elstrendii kszonséges differencislegyenletek

melynek megolddsa: .
r? = ¢z cos (24 — Z)

193. A gorbesereg differencidlegyenlete:
J o=y sin¢
1+cos¢
Az izogonalis trajektérisk differencidlegyenlete:
w = § esetén

. X RPN T .l 4
T " 14cosg’ T sing
melynek megolddsa:
r = ¢1{1—:cos¢);

w = § esetén

¥ —3r sin ¢ , 3+ V3cosd—sing
T = —r , azazr =r —
r + /3r' 14 cos¢ 1+cosé + /3sin¢
melynek megolddsa:

e 62(2 - COS¢ + \,/isin ¢);

w = T esetén

- sin ¢ ;, l+cos¢—sing
= —pr——— BEAZ T =T,
14 cos¢+sing

rr’ +r  l14cosé
melynek megoldédsa:
r = c3(1 +sin@).
194. A gorbesereg differencidlegyenlete:

v =rcig .
Az izogonilis trajektéridk differencidlegyenlete, illetve egyenlete:
w = % esetén r' = —rtg ¢, illetve r = cicos $ (vagy r = kysin{é — F))

w = § esetén r.' = r%, illetve r = co{sin ¢ — V3cosé)

(vagy r =cosin{é — 3))i

w = § esetén r.' =r3 j::;é"

{vagy r = ca1 sin(¢ — §))-
195. A gorbesereg differencidlegyenlete: -

ilietve r = e3{sin ¢ — cos ¢)

=142
Az ortogonilis trajektéridk differencidlegyenlete, ilietve egyenlete:
2
. 1
rt = —-—T2T+ 1 illetve r — o= 1 — 9.
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28. Elstrendii kozénséges differencidlegyenletek

196.

197. A gorbesereg differencidlegyenlete:

198.

199.

200.

201.

A gorbesereg differencidlegyenlete:
R 2sin ¢
T 14 2cos¢’
Az ortogonélis trajektoridk differencidlegyeniete, illetve egyenlete:
1+ 2cos . .
r':r—-;—si-fl—(-;s—{ﬁ, illetve r =cysingd |tg%|.

= —rigé.
Az ortogonslis trajektérisk differencidlegyenlete, illetve egyenlete:

v =rctgé, illetve r = ¢ 5ind.

Jelen esetben £ = 0 és n = 1. A kbzelitd sorozat keresett elemei:
yo =1,
=14+ P+ =1+t + 12 =142+ {2b,
3
gp= 1+ fFl+t+ it +t)ydt=1+z+2*+ 5,
3 3 4
=1+ FA+t+2+E+t)di=1+a+2+ 5+ 5,
3 4 3

W :1+j;(1+t+t2+%+f—ﬁ+t)dt=1+z+x2+%+%+-’5—?.
Konnyen ellendrizhetd, hogy az y = 2¢* —z —1 fuggvény Maclaurin-sordnak
negyedfokit tagjdig vett tagok osszege megegyezik ys-gyel. Behelyettesitéssel
meggydzédhetiink réla, hogy az y = 2¢* —z —1 fiiggvény a differencidlegyen-
letnek az adott kezdeti feltételeket is kielégits (pontos) megoldasa.
Jelenleg £ =0, n = 1. A kozelit§ sorozat keresett elemei:
o =1, )
p=1+ffl-1-t+1)dt=1+z—%,

2 2 3
yz=1+Lﬂu+¢—%ﬁ—a+¢—§xm4)+ﬂ&=1+Lﬂr—%—%+§wt=

3 4 5

the-f-F4E

?}0=0,,
n="x

__.1:2 P
L
_E_E g ox I
Ys =5 —oq ¥ 166 — 4400
yn=0§

k4
Y¥i = T

3 4
.z s
n=5-t

T I I
p=7% gty
@ _ =, T
Ya =7 5+ % 360

A foladat poutos megolddsa y = —2¢77 + (z% — 2z + 2). Az y4 éppen ennek
a fiiggvénynek a 0 helyhez tartozo 6-odik Taylor-polinomja.
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28. ElsSrendti kdztnséges differencidlegyenletek

202.y9 = 0,
:3
Y1 =5,
Ia I?
y2=F + 5

w

7 131 15
—E L E 2= 4 oz
y3 =3 + g3+ o7 + se5m:

203.Jclenleg f(z,y) = =+ vy, z¢ = 0, yo = 1. Vilasszuk el&szor h értékeként

0.1-et. Ekkor
k 0 1 2 3 4
zp 0101 02 0.3 0.4
Y 1| 1.1]1.22 | 1.362 | 1.5282
hf(ze,ye)|0.110.12]0.1420.1662 { 0.19282

A h = —0.1 vilasztissal pedig tablazatunk a kivetkezd:

k 0 | 1 2 3 4

7% 0 | -01| -02 | —03 | —04

Vi 1 | o9 | o082 | o758 | 07122
hf(ze,ye) | —0.1| —0.08 | —0.062| —0.0458 | —0.03122

204.A h = 0.1-hez tariozé tablazat:

P 0] 1 2 3

Ik 0olo0t o2 | 03

n 1] 11] 12 1.3
hf(zx, )| 0.1]0.109]0.1169|0.12359

A h = —0.1 értékhez tartozd tiblizat pedig:

% 0 1 2 3
7% 0 | =01 | —02 03
- 1 | o9 | o811 | 0.7339

“hf(zk ) | —0.1| —0.089 | —0.0771] ~0.06439

205.A h = 0.1-hez tartozd tablazat:

k 01 1 2 3

z 1] 117 12 1.3

Yk 1| 12 | 1444 |1.75136
hf(zz,y)|0.2]0.244]0.30736

A h = —0.1 értékhez tartozd tiblazat pedig:

k 0 1 2 3

Tk 0 0.9 0.8 0.7

Vi 1 0.8 0.636 |0.49631
hf(ze,ye) | —0.2] —0.164| —0.13969
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28. Elsérendii kizonséges differencislegyenletek

206.A h = 0.1-hez tartozé tablazat:
k 0 1 2 3
xk 1111 1.2 1.3
Y ol 01 | 0211 }|0.33632
hf(zi,ye)(0.110.111]0.12532

A h = —0.1 értékhez tartozé tdblazat pedig:

k 0 1 2 3

i 1 0.9 0.8 0.7

Y 0 —0.1 | —-0.191 —0.27672
hf(zy,ye) | —0.1]—0.091] —0.08572

207.A h = 0.1-hez tartozé tiblizat:

k o 1§ 2 3
zp 1] 11 1.2 1.3
Uk 1} 121 1465 |1.8236225
Rf(zi,y:) ]0.2]0.265 | 0.3586225

A h = —0.1 értékhez tartozé tiblizat pedig:

k 0 1 2 3
. 0 | 09 0.8 0.7
” 1| 08 0.655 |0.5480975
hf(zs,ye) | ~0.2| —0.145 | —0.1069025

208.A h = 0.2 vilasztas mellett tablazatunk a kovetkezs:

k 0] 1 2 3
) ol o02] 04 0.6
vk 1 §1.22 [1.4884 |1.8158485
ax ~-lo1]| 03 0.5
b — | 11 | 1.342 | 1.63724
Lhf(e,ue) 010122 0.14884| ...
Chf(ar,bi) | — | 0.22 | 0.2684 | 0.327448
A h = —0.2 értékhez tartozé téblizat pedig a kévetkezd:
: k 0 1 2 3
Tk 0 | -02 | —04 —0.6
m 1 | 082 | 0.6724 | 0.551368
ak - | -0a -0.3 —-0.5
by -1 09 0.738 | 0.60516
Lhf(ze,w) | —0.1] —0.082 | —0.06724
hf(ar,b) | — | ~0.18 | —0.1476 | -0.121032
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28. Elsérendii kdzbnséges differencidlegyenletek

2008.A h = 0.2 vilasztds mellett tablazatunk a kévetkezd:

k 0| 1 2 3
Tk 0]02] 04 0.6
Vi 1| 1.24 |1.5768 12.031696
ay -1 061 0.3 0.5
by — | 11 | 1.384 | 1.77448

Lhf(zi,y) |0.1]0.144|0.19768 | ...

hf(ar, be) | — | 0.24 | 0.3368 | 0.454896

A h = —0.2 értékhez tartozd tabldzat pedig a kivetkezs:

k 0 1 2 3

T 0 | ~0.2 —0.4 —0.6

Uk 1 | 084 | 0.7448 | 0.697936

ag - | -0a —-0.3 -0.5

b - 0.9 0.776 0.71032
shf(zi,yx) | —0.1| —0.064 | —0.03448
Rf{ag,b) | — | —0.16 | —0.0952 | —0.042064

Ezt a feladatot korabban (L. 205. feladat) Euler-médszerrel is megoldottuk,
tovabba a pontos megoldast is ismerjiik: y = 2¢* —z — 1. Az adatok &sszeha-
sonlitdsa j6l mutatja, hogy a Runge — Kutta-médszer pontosabh eredményt
ad, mint az Euler-mddszer,

210. Az irdnymezs olyan, hogy az (x,y)
ponthoz rendelt irény tangense csak az
z koordinatatdl figg, az m = —2z kép- J
let alapjan. Az izoklin vonalak egyenle- /
te: = = —im. Az izoklin vonalak tehat /

A
/.

2
az y-tengellyel parhuzamos egyenesek.

Az irdnymesz6 berajzoldsa utan a Py, il- -2 0 PIR\2 T
letve p ponton atmend integrilgorbek T}
is megrajzolhatsk (L az dbrit, amelyen
azm =10, :I:%, 41, 42 értékekhez tarto-
26 izoklin vonalak vannak feltiintetve). A - L] \
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28. Elsérendl kozbnséges differencislegyenletek

211. Az irdnymez8 olyan, hogy 2z (z,v) v
ponthoz rendelt irdny tangense csak az R VP I N,
y koordinatatdl figg az m = —y képlet 3
alapjan. fgy az izoklin vonalak egyen- BT N
lete: y = —ni. Az izoklin vonalak tehit P
, 0
az z-tengellyel parhuzamos egyenesek. BEARAIRC § IR

Az adott pontokon dtmend integralgdr- e
bék vézlatos grafikonja az sbrén litha- _g 1 0 O ) >
t6; az m = 0,+}, £1,42, +3 értéhek- _ 7 x

hez tartozé izoklin vonalak vannak fel- 7 =177 Q;
tiintetve. Fttmtttof At it
1/ bttt
Attt "
212.y = 2. 213.y=vm—-1;, mz1
¥
21
V2
M = 3 —ppp—pAt—fp———lf
1t .1 J4,
m =3 b i
z
. 5 / N
2 -t /1 2z
m =2 Syl
¢ A A
I REEa
_2..
i
214.|z +yl=m; m2=20. 215.y=—1z; m#£0
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218,z =%+vm+1;, m2= -1 217.y=—z+m.

AN

N,
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29. Linearis kozonséges differencidlegyenletek {megoldisok)

1.

2.

10.

W(z) = 2¢%%, s ez a (—o0, co) intervallumon sehol sem 0. A figgvényrendszer
tehst J minden részintervallumén hnedrisan figgetlen.

W(z) = —1, a fiiggvényrendszer J mindén részintervallumsn Yinedrisan fiig-
getlen.

W(z) =Inz—1; ez csak az z = ¢ helyen vesz fel 0 értéket. A fiiggvényrendszer
tehat J minden részintervalluman linedrisan fiiggetlen. .
W(X) = 2% ez csak az z = O helyen 0. A fiiggvényrendszer a J minden
részintervellumén linedrisan fiiggetlen,

W(z)} = 0, ezért a T.29.6 alapjin nem tudjuk eldénteni, hogy a vizsgdlt
fiiggvényrendszer linedrisan fiiggetlen-e vagy pedig fiiggs. Mivel a

2¢; + czarcsinz + cgarccosz =0

egyenldség 2 ¢; = —%, ¢z = ¢3 = 1 értékekre teljesiil, a fiiggvényrendszer a J
minden részintervallumdn linedrisan figgs.

Wi{z)=0,ésa
alz+D+ez+2)+ea(z+3)=0

egyenldség a €1 = €3 = 1, ¢z = 2 értékekre teljestil. Igy a vizsgélt fuggvény-
rendszer a J minden részintervallumén linednisan figgs. ’ ’
W(X)=9,ésa

cilnz +calnz? =0

egyenldség a ¢f = 2, ¢z = —1 értékekre teljesiil. A fiiggvényrendszer tehat
linedrisan figgs a J intervallumon {és ezért a J minden valédi részinterval-
Jumaén is). -

W(z})=8,ésa

2

21 -i-czcoszx 4+ czsinz =0

egyenlfség a ¢ = 1, ¢z = €3 = —2 értékekre teljesil. A figgvényrendszer a J
intervallun minden sészintervalluman lineérisan fiiggs.
W(X)=0,ésa

dey + cparctgx + czarcctgz =0
egyenlBség a e; = —§, c2 = ¢3 = 1 értékekre teljesil. A filggvényrendszer a
J intervallum minden részintervalluman linedrisan fiiggd.
W(z) =0, és a c1x? + caxlz] = 0 egyenlbség csak acy =2 =0 értékekre tel-
Jesiil, mert tetszSleges pozitiv a esetén az 2= @ helyettesitéssel ¢3 + ¢ =0,

az ¥ = —a helyctiesitéssel pedig ¢y — cz = 0 adédik. A fiiggvényrendszer
tehat linearisan fiiggetien a (—oo, 00) intervallumon és annak minden olyan
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29, Linesris kézonséges differencidlegyenletek

11,

12.

13.

14.

15.

148.

17.

18.

19.

20.

21,
22,

23.

24.

részintervallumén amely a 0-t tartalmazza. Ha azonban J' a J-nek olyan ré-
szintervalluma, hogy 0 ¢ J', akkor a J'-n a fiiggvényrendszer (nyilvinvaléan}
Linedrisan fiiggd.

W(z) = 0, é a c1fi + cafa = 0 egyenldség csak a ¢; = ¢z = 0 értékekre
teljesiil, mert © = a < 0 esetén 10 + c2fa(a) = 0 csak a ¢y = 0 értékre
teljesiil, z = b > 0 esetén pedig a c1fi{b) + c2) = 0 egyenléségbsl ¢ = 0
kévetkezik. A fiiggvényrendszer tehdt a {—o0,00) intervallumon linedrisan
fiiggetlen. Ugyanez a fiiggvényrendszer barmely [0,¢), [0, ¢, (—¢,0], [~&9]
intervallumon — ahol ¢ tetszdleges pozitiv szam — linedrisan fiiggs, mert a
erfi{z) + cafo{z) = 0 egyenlSség a ¢ = 0, ¢z = 1,illetvec; =1, g =10
vilasztdssal is teljesiil.

W(z) =ze* #0,haz #0. A differenciilegyenletnek tehdt y1,y2 alaprend-
szere a J = (—00,0) U (0, c0) halmazon, és itt az dltaldnos megoldds:

y=cre” + ez +1)

W(z) = 5z # 0, és értelmezve van, bha = # kx, (k € Z). Az y1,y0 fuge
vények tehit a differencidlegyenlet alaprendszerét képezik minden olyan J
intervallumon, mely nem tartalmazza az ¢ = kr {(k € Z) helyeket. Az ilyen
intervallumokon az dltaldnos megoldds:

1
y=cctgr +cz—.
sin x

W(z) = — 5255 # 0, és értelmezve van, ha z # k3; (k€ Z).

Az Altalinos megoldds: y = citgz +ezcigz (x # kg, k€ Z).

W(z) = —32% # 0, ha = # 0. Az altalénos megoldis a J = (—00,0} U {0, 00)
halmazon: y = e1z° + ca.

W{zr)=1-Inz#0,haz#e. igy az sltaldnos megoldss a J = (0,e)U(e, 00)
halmazon: y = cjz + czIn z.

W(z) = 22 + 1 # 0. Igy az sltaldnos megoldds a (—oco,c0) intervallumon:
y = a1z + cpz? — 10).

W(z) = —gz # 0, és értelmezve van, ha z # 0. fgy az sltalinos megoldés a
J = (—00,0) U (0, 00) halmazon: y = cycthz + czs—l%.

W{z) = sin®zcosz # 0, haz # £k}, k€ L gy az éltalinos megoldds:
y= crsinz +cgsin’z, ha z # k3, kel

W(z)=sinz #0, hac #kn, k€Z fgy az 4ltaldnos megoldés:

y=cisinz +ezsinzlntgf, haz # km, k€Z

W{z) =5 # 0. Az éltaldnos megoldds y = 177t + ez’

W(x) = —;‘g # 0, és értelmezve van, ha = # 0. fgy az dltalinos megoldds a
J = (0, 00) intervallumon: y = ¢ + c2z + c3ln=.

W(z) =z #0, haz # 0. Az ltaldnos megoldés a (—o0,0}U{0, co) halmazon:
Yy =017 + cz¢08T + €35 T,

W(z)=e3*(2x-3)#0,haz # % Az 4ltaldnos megoldés a (~oo, %)U(%,oo)
halmazon: y = cje + cpe?® + c3z.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

W(z) = —z #0, ha = # 0. Az dltalinos megoldas a (—c0,0)} U (0, c0) halma-
zon: y = c1z +cgchr 4 czshz.

W(z) = e~%, amely seholsem 0. Az sltaldnos megoldds a {—oc, 00) interval-
lumon: y = e + €22 -+ c3e .

W{z) = e*({z —1)? + 1), amely sehol sem 0. fgy az alaprendszer a (—o0, 00)
intervallumon: y = 1z + cox? + cye®.

Wiz) = —;25(22: —1) #0,ha z # }, és értelmezve van, ha z # 0. Az sltalanos
megoldis a (—oo, 0)U(0, $yuU(}, 00) halmazon: y = c17 +ozl +ea(zin ff4-1).
A differencislegyenlet karakierisztikus egyenlete:
t?—5t+6=0.
Ennek gyokei {melyek valdsak és egyszeresek):
f =2, tp =3,
A differencidlegyentet egyik alaprendszere:
y = e, =%
az altalinos megoldast ezek linedris kombinicidja adja:
y=cie?® + cae®®.

A kezdeti feltételek szerint

c1t+ea=1 és 2¢1+3c2=1,

figyclembe véve, hogy Yy = 2cyeP* 3cye3t. Ebbsl az egyenletrendszerbél
¢ =2 és cg = —1. A kereseti partikuldris megoldas tehat:
gy = 267 — €%,
A differencislegyenlet karakterisztikus egyenlete:
- 2+ 2t —4t—8=0.
Gyokei (valésak, de nem mind egyszeresek):
ti2=-2, t3 =2,
A differencidlegyeniet egyik alaprendszere:

-9 =2 2
y=cie " +ogre " Foge

"A kezdeti fcltételek felhasznalasival

a=-1, ca=~-1, ¢cg=1
A Leresett partiknldris megoldas tehdt:
Yp = e~ (z+ 1)e™.
A differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete:
- +4t-4=0
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29. Linedris kéztnséges differencidlegyenletek

Ennek gyskei (egyszeresek, de nem mind valdsak):
t1 =1, ta =21, t3 = -2
A differencidlegyenlet egyik aiapréndszere:
y1 =€, 3 = cos2z, y3 =sinldz,
altaldnos megoldisa pedig:
y = c1€” + 2 cos 2z + c35in 2z,

A Yezdeti feltételek felhaszndlisdval ¢ = 1, ¢z = —%, ¢3 = 1. A keresett
partikuliris megoldias:

yp = €” — cos 2z + sin 22,
32. A differencislegyenlet karakterisztikus egyenlete:
t* —6t+13=0.
Ennek gydkei (egyszeresek és nem valdsak):
1 =34%, ty=3—2%.
A differencidlegyentet egyik alaprendszere:
yi = ¥
dltaldnos megolddsa pedig:

cos 2z, y2 = €% sin 2z,
y =165 cos 2z + cpe’F sin 2z,
vagy mas alakban
y = €5"(cq cos 2z + cz5in 2z).
A kezdeti feltételekbsl: ¢; =1, co = —2. A keresett partikuldris megoldas:
yp = € (cos 2z — Zsin 2x).
33. A differenciilegyenlet karakierisztikus egyenlete:
#2922 -2+ 1=0. ]
Ennek gyskei {(nem mind valésak és nem mind egyszeresek):
tra=1, t3 =1, ts = —i.
A differencidlegyenlet egyik alaprendszere:
y=¢", yy =ze°, y3 =oc0s%, yg =sinz,
altaldnos megoldasa pedig:
y = €1 + caz) +cacosx + cysinz.

34. Mivel a karakterisztikus egyenlet gyokei t; 2 = 21, {34 = —2i, ezért a diffe-
rencidlegyenlet dl{aldnos megolddsa:

y = (ey + car) cos 2z + {c3 + caz)sin 2x.
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29. Lineiris kozonséges differencilegyenletek

35.

36.

a7.

39.

40.

41.

42.

43.

Mivel a karakterisztikus egyenlet gyskei t; = 2, tp = —1, a differencidlegyen-
let iltaldnos megoldisa:

= ¢1e?* + cae™ .
¥ 1

A keresett partikuldris megoldis (¢; =2, ez = —1):

yp = 2627 — €75

Mivel a kazakterisztikus egyeiilet gydkei t) =3, {z = —3, ezért a differencisl-
egyenlet dltaldnos megoldisa:
¥ = 1€ + e

A keresett partikuldris megoldés (¢ =1, ¢z = —1}:

Yp = 832 _ 8—3::_

Mivel a karakterisztikus egyenlet gyokei £; = 1, {2 = —3, ezért a differencial-
egyenlet dltaldnos megoldisa:

y =cie® + cze” .

A karakterisztikus egyenlet gyokei t; = 2 és {3 = —2, igy a differencidlegyenlet
altalanos megoldisa:
y = c1e%* + cpe 2.
A keresett partikuliris megoldas (¢y =1, g = —1):
Yp= 8‘21: _ 8'22.
Mivel a karakterisztikus egyenlet gyokei £ = 0, t2 = 1, {3 = —2, ezért a
differencislegyenlet dltalinos megoldésa:
y = c1 +c2e” + cze %,
Mivel a karakterisztikus egyenlet gyokei ty =1, &3 = -1, {3 =2, {4 = -2,
ezért a differencidlegyenlet ltalinos megoldisa:
y = cie® + cge ™ +c3€%F 4 g
A karakterisztikus egyenletnek —2 kétszeres gybke, ezért a differenciilegyeniet
dltaldnos megoldésa:
y=e (et + c21).
A karakterisztikus egyenletnek a 3 kétszetes gyoke, ezért a differencislegyenlet
altalinos megoldisa:
g =(c1 + c2z)e™.
A keresett partikuléris megoldds (c; =1, e2 = —1):
yp={1— z)eh_
A karakterisztikus egyenletnek % kétszeres gyoke, igy az iltalinos megoldas:
y={a+ cz:l:)e%.

29.5



29, Linearis kozonséges differencidlegyenletek

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

A karakterisziikus egyenletnek ——% haromszoros gydke, igy a differencidle-
gyenlei altaldnos megoldédsa:

y={ec; + ez + C3z2)e'§.

A karakterisztikus egyenletnek ~% kétszeres gybke, igy a differencidlegyenlet
altaldnos megolddsa: '

y={(c1 + czx)e”%".
A keresett partikulris megoldas (e =2, ¢a = 1):
gy = (24 2)e .

A karakterisztikus egyenlet gydkei £ = —2, ta3 = 2, igy a differencidlegyenlet
altalanos megolddsa:

y =17 + (o + caz)e’.

A karakterisztikus egyenlet gytkei t12 = 1, t3 = -3, igy a differencidlegyenlet
dltaldnos megoldésa:

y = (1 + c2x)e” + cae ™.
A keresett partikuldris megoldas (¢; = }}, =3 = ——;—):

1 1
Yy = (Z +3z)e” — ze_?”.
A karakterisztikus egyenlet gytkel t; 3 = 0, {3 = 2, igy a differencidlegyenlet
altalinos megoldasa:

cy+c2z + Cgeh.

A keresett partikularis megoldds (1 = 2, e2 = —1, ¢3 = 1}k
yp=2-z+ s
A karakterisztikus egyenlet gyskei t) =0, t23 = %,**igy a differencidlegyenlet
altaldnos megoldasa:
y=c1+(e2+ c:;::)e’:f.

A karakterisztikus egyenlet gyokel 112 = 2, {34 = —2, igy a differendidlegyen-
let altaldnos megolddsa:

y = (c1 + caz)e?® + (e3 + caz)e ™.

A karakterisztikus egycnlet gybkei 8y = 1+ 24, ty = 1 — 24, ezért a diffcrenci-
slegyenlet altaldnos megoldésa:

y = e*{c; cos 2z + ez sin 2z).

Mivel a karakterisztikus egyenlet gyokei ¢ = 24, t; = —2i, exért a differena-
alegyenlet dltaldanos megoldédsa:

y = ey cos 2z + cg sin 2z,
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

A eresett partikuldris megoldds (¢ = ¢z = 1):
yp = €0s 2z + sin 2z.

A karakterisztikus egyenlet gydkei £} =244, t2 = 2 —1, ezért a differencidl-
egyenlet dltaldnos megolddsa:

y = e**(cicosz + casinz).

Mivel a karakterisztikus egyenlet gyokei ty =1 +1, t2 =1 — ¢, ezért a diffe-
rencialegyenlet &ltalanos megolddsa:

y = e*(cj cosT + cosinz).
A keresett partikuldris megoldds (¢; =1, 2 = —1):
yp = €”(cos z — sinx).

A karakterisztikus egyenlet gySkei £y = —24 31, tg = -2 — 31, ezért a diffe-
rencidlegyenlet altalanos megoldésa:

y= e % (c; cos 3z + ¢y sin 3z).

A karakterisztikus egyenlet gyskei £, =1, ty =1, {3 = —t, ezért a differenci-
alegyenlet dltaldnos megolddsa:

=c¢1e’ +cocosT Feysinz.

A karakterisztikus egyenlet gytkei t; = 0, f2 =141, f3 = 1— 1, ezért a
differencidlegyenlet sltaldnos megoldéasa:

y =c1 +e*(cacosz + casinz).

A karakterisztikus egyenlet gyokei t12 =0, 33 =3¢, f4 = —3i, ezért a diffe-
rencislegyenlet dltalanos megolddsa:
- y = c1 + cpx + c3cos 3z + c4sindz.
A keresett partikuldris megoldds (c1 =2, =3, a3 =1, ca = —-1)
yp = 2 + 3z + cos 3z — sin 3z.

A karakterisztikus egyenlet gydkei t; = 2, ta3 = 2, f45 = —2, ezért 2
differencislegyenlet dltalanos megolddsa:

y = cie’® + (¢ + c3z) cos 2z + (4 + 5z} sin 2z,

A differencidlegyenlet nem homogén, de y — % = z helyettesitéssel (y" = 2"
miatt} a

2 —42=0
homogén differencislegyenlethez jutunk. Ennek dltalénos megolddsa:

7= c1e*® + e3¢,
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61.

62.

63.

64.

65.

Visszatérve az y valtozéra, az eredeti differencidlegyeniet dlizlanos megoldédsa:

1
y= 16’ f e ¢ 5

A keresett partikuliris megoldis () =1, cp = —1):
= —e %
A differencidlegyenlet z = y + 1 helyettesitéssel homogénna tehets:

2 —z=0.
Ennek altaldnos megoldésa:

z=rc1e* 4.
Visszatérve az y viltozéra, az eredeti differencidlegyenlet altalinos megoldasa:
y=c1e +cze”® — 1.

A keresett partikularis megoldas {c; =1, c2 = O):

yp=e —1
Mivel a karakterisztikus egyenlet gyokei t; = 2, 3 = —2, ezért a differencial-
egyenlet dltalanos megolddsa:

= c1e® + e 5.
Y

A keresett partikuldris megoldas (¢; = 1, 2 = 0):

Yp = e’=.
A karakierisztikus egyenlet gyokei t; =1, £3 = —1, igy a differencidlegyenlet
sltalénos megoldasa:

y = cje” +épe .

A kezdeti feltételekbsl ¢ =2, e = —1, igy

Yp=2¢"—e".
A differencislegyeniet altaldnos megolddsa:

y = cy cos 2z + cz sin 2z,
a keresett partikuliris megoldds pedig (c) =2, ¢z = 1):
up = éms?z + sin 2z.
A differencilegyenlet nem homogén, de z = y — 2 helycttesités utin a
2 +9z=0

homogén differencidlegyenlethez jutunk; eunek éltaldnos megoldasa

z = ¢y c0s8 3 + co sint Jz.
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fgy az eredeti differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsa:

y = c1 cos 3z + cpsin3z + 2.
A keresett partikuldris megoldés (¢; =1, ¢z = —2):

yp = Co83x — 2sin 3z + 2.
66. A megolddst a T.29.16-nak megfelelen

y = a(z)yn(z) + calz)ya(z)
alakban keressiik. Mivel az idézett tétel arra az esetre vonatkozik, amikor
az y" egyiitthatdja 1, ezért a Wi, ¢ = 1,2 determinansokban felléps f(z)

fiiggvényt Ggy kapjuk, hogy a differencidlegyenlet jobb oldalét osztjuk az y"
egyiitthatéjaval. Ez esetben f(z) = ze®. Mivel

W(z) = Z: —:;“,_-;1 = ze’,
mw =] % T e, W = |G )=
ezért
ei{z) = / a:—(x—iri)—idx = f(:c + 1)dz. = —12-:::2 +z+c; 1 €R,

2z
ez = ] T e = fezd:c =& +eg; - ER.

re®

fzy az eredeti inhomogén differencidlegyenlet altaldnos megoldasa:
1,
y=cie" +ez+1}+ {577 + z) + e (—x — 1)

vagy dsszevont alakban

1
y =cpe” +eafa + 1)+ ;;—e,r(rg -2}

67. y=cetgr+ 2 1

R %(:rz - 2)ctg .

68. y = tgr -+ eyctgr +sinZe. 69. y=ciz® +cat 411"‘.

70. y=czrteahrt fa¥lne—2). Tl y= crz +ca(x® — 1)+ 52 (22 +2).
72. y= cre T oz —1)+a? —2+2. 73 y= cﬁi’r” + et + %

74, y=cy(z + 1)+ coe” — (2 + 22+ 2).

Cs‘{: = - %sh x, vagy rendezés utan
+isha, (f=c2+1)

- ] . . 0 1
76. y = cisinz + epsin” ¢ +sinrlocosz 4 stin” rln ‘-‘%‘;’-

75, y=cecthe + CE;%; +
H

y=crcthx+cagz

7. y=c sinr+egsinzglntgf + Lsinr(lotg Y.
78. y=ctx +easing +cos.r.
9. y=c¢ ;l-_; + eon? 4 80. y= CI} +cart + 29,
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81. A megolddst a T.29.17-nek megfelelGen
¥ = a(z)yi(z) + eaz)ya(z) + ca(z)ys(=)

alakban keressitk;
Wi(z) \ Wy(z) Wi(z)
ei(z) Wiz) dz, cafz) W(z) z, 3 Wz) dz,
ahol W{z), Wi(z), Wa(z), Wa(z) a T.29.17-bek determindnsok. Jelen eset-
ben
r coSE sin x 0 cosz sinz
W(z)=1{1 —sinz cosz |=z, Wi(z)=| 0 —sinz cosz |=2z2,
0 —cosz —sing 2z —cosx —sinz
z 0 sinx
We(z)={1 0 cosz |=2z%sinz — zcosz),
0 2z —sinz
T cosZT 0
Wi(z) ={1 —sinz 0 |=2%(~zsinz — cosz).
0 —cosz 2z?
Igy
2 2
cifz) = /idm =z’ +a,
z
ealz) = j 222 sinz — 203 cos:a:dx:—
z
j(2:c sinz — 222 cosz)dz = —2¢’ sinz — Bz cosz + Bsinz + ez,
calz) = —2z3sinz — 22° coszT

T
‘/‘(—-22:2 sinx — 2z cos z)dz = 2% cosz — 6z sinz — G cos z + ¢3,
ahol ¢1,¢é9,¢3 € R
Tehét 2 differencidlegyenlet ltaldnos megoldésa:
y=cz +cgcosx +c3sing + 22— 6z,
vagy dtrendezve
y=cjz +cpcost +ezsinz + z,

ahol ¢] = ¢; ~ 6.

82. y=¢ t+extcghzrtzine. 83. y =ciz+cachz+cyshr—(z? +2).

84, y =1t + coe?® ez + x? + -3—. 85. y =e %(cy + cax + 32’ —sinz).
86. A megoldand6 inhomogén linedris differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat

y=Y+mu
25.10
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87.

88.

alakban keressiik. Az inhomogén egyenlethez tartozé homogén egyenlet:
Y +Y' —6Y =0.
Ennek 4ltalinos megolddsa:
¥ =¥ + cpeTOF,
Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsat
n=Az+ B

alakban keressiik; ekkor ¢ = 4, y{ = 0. Az inhomogén egyenletbe behelyet-
tesitve az el§z8 kifejezéseket,

A-b6(Az + By ==z
adédik, amelybsl A = —, B = —g5. Tehat

11
n= "EJE - ﬁ
Igy az inhomogén differencidlegyenlet dltalanos megoldisa:
y=ce te -1, 1
Saetrat T TE T3
A kezdeti feltételek szerint (mivel i = c1e?® — 3cge3% — %):
1 . 11
Cl+62—ﬁ=0 és 2c1—3c~3—6=—§,

Ezekbdl ¢y = 513, e3 = 0. A kezdeti feltételeket kielégits partikulé.ﬁs.megoldés
tehat:
1, 1 1

=36 7% 36
Mivel ¥ = e73%(c; cos 5z + casinba) és yy = %:r.‘2 — 2 + 1, ezért az altalanos
megoldds: -

1
y = 6‘3‘(61 cos bz + cgsindz) + 33'.2 -2z + 1.

Y = e ™(c; + czx). Az inhomogén egyenletnek egy partikuldris megolddsat
y; = Acosr + Bsinr alakban keressitk. Az yi1yh, y) fiiggvényeket az in-
homogén differencidlegyenletbe behelyettesitve a 2B cosx — 24 sinr = sinz
azonossidg adédik; ebbsl B = 0, A = -‘%. Tehdt y; = ——%cos z, ezért az
altaldnos megoldas:

1
y = e + cax) — 5 cos .

A kezdeti foltételekbsl ¢ = ¢3 = 2. fgy a kezdeti feltételeket kielégits parti-
kularis megoldis:

i
Yp =2z +1)e" — 5 Cos .
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84.

90.

91.

92.

93.

94.

95,
96,

97.
98.
99.

Mivel ¥ = c;e¥3% + £y ~V3E | cye” +oqeT és (az inhomogen egyenlet egy par-
tikuldris mepgoldasit 11 = Ae¥ alakban keresve) y; = Ie’f ezért az iltaldnos
megoldas:

y = cle‘/_I +c2e_“/-" + ca3e” +cqe” T + %—ge%
Az sltaldnos megoldas:
y=e¢e” +cpe” T+ e‘(%m2 + ).
A kezdeti feltételekbsl ¢y = 2 és cp = —1. gy a keresett partikuldris megoldds:
yp =2 —e " +ex(%zz‘+ 2).

y = cre=% + cpe” 2T + 2. (Kozvetleniil is visszavezethet homogén linedrisra
z =y — 2 helyetiesitéssel.)

Az 4iltaldnos megoldis:
y = e*(¢y cos 2z + ¢y sin 2z) + ez(%xz — g)_
A kezdeti feltételekbsl ¢} = 1, ¢z = —1. Igy a keresett partikulris megoldas:
yp = €*(cos 2z — sin 2z + %mz - g—}

Mivel 2 a karakterisztikus egyenletnek egyszeres gyoke, az inhomogén diffe-

rencidlegyenlet egy partikuldris megoidasa.t y1 = Aze®* alakban keressiik. Az
altaldnos megoldds: y = c16%* + cye® + 3ze?t.

Egy partikuldris megoldas y; = Azcosz + Bzsinz alakban keresend6. Az
sitaldnos megoldas:

y=cjcosz + czsinz — 2rsinr.
A kezdeti feltételekbsl ¢ = 1, ¢z = 2. Igy a keresett partikuldris megoldds:
yp = cosz + 2(1 — z}sinz.

y = e*(c1 + c22) + ez — %1:36:.
Az dltaldnos megoldas:

y = e_gr(c; cos3z + czsinda) + ze®
A kezdeti feltételekbsl ¢y =1, ¢z = 2. igy a keresett partikuldris megoldds:

yp = ¢ 2*(cos 3z + 2sin 3x) + zelt "

¥ = c16% + cpe™ 4% 4 222 + 3z + 3).
¥ = cre?® 4 ce™ %3‘5’{932 +2z).
Az altaldnos megoldis:

y = cre® + c2e’® + Tch 2z + 8sh2x.
29.12
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A kezdeti feltételekbdl ¢ = 1, ¢y = —5. {gy a keresett partikulaxis megoldés:
yp = € — 5e** + Tch2z + 8sh2x.
100. Az sltalanos megoldiés:
cre® +cee” ™ +sinz —2cosz.
A kezdeti feltételekbdl ¢p = 0, e = 2. A keresett partikuldris megoldds tehit:
yp = 2¢™% 4 sinz — 2cos z.
101. Az dltalinos megoldds:
y = c1e® + cee” % 4 2xsh2a.
A kezdeti feltételekb8l ey =1, ¢ =10. fgy a keresett partikuldris megoldas:
Yp = €%* + 2xsh2z.
102. Az éltaldnos megoldds:
y = ¢y cos 3z + casin 3z + 3z sin Jz.
A kezdeti feltételekbdl ¢; = ¢ = 1. fgy a keresett partikulris megoldds:
yp = cos 3z + sin 3z + Jz sin 3z.

103.y = {1 + cpr)e?® +12ch§ — 8sh .
104. Az sltalanos megoldés:

y = ¢ cos 2z 4 ¢z sin 2z + 2 cos 3z — sin 3z.

A kezdeti feltételekbsl ¢ = 1, e = 3. igy a kezdeti feltételeket is teljesitd
partikularis megoldds:

yp = cos 2z + 3sin 2z + 2cos 3z — sin 3.

105.y = {c1 + cpz)e 3% + 14ch 2z — 11sh2z.

106. A differencislegyenlethez tartozé homogén differencidlegyenlet altaldnos meg-
olddsa:

Y=e¢"(c1+cpz + caxz).
Az inhomogén differencislegyenlet egy partikuldris megoldésit
y; = ¢ *{Acosz + Bsinr)

alakban keressitk. Az y; és megfelel§ deriviltjainak az inhomogén egyenlet-
be valé behelyettesitése utdn (az ¢™* cosz és ¢ “sinz fiiggvények egyiittha-
téinak 6sszehaspnlitéséval nyert linedris egyenletrendszerbdl) adédik, hogy
A =0, B =1. [gy az inhomogén differencilegyenlet sltalinos megoldasa:

y = e *{c; + caz 4 caz’ —sinz).

Megjegyezziik, hogy ezt a feladatot az #llandék varidlisinak modszerével is
megoldottuk (1. 85.feladat).
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107. A differencidlegyenlethez tartozé homogén differencidlegyenlet dltaldnos meg-
oldasa:

T x
Y = c1e? + cge®,

A 6y" — 5y + y = 152¢?® inhomogén differencidlegyenlet egy partikularis
megolddsa:
19
v =z~ )
a 6y" — 5y + y = —2cosz inhomogén differencidlegyenlet egy partikuliris
megoldédsa pedig:

1 .
Y2 = —5—(cos:c + sinz).
fgy az eredeti inhomogén differencidlegyentet sltalinos megoldisa:
y = cred +cgef + 2 (z — —;—2) + %(cos:c + sin z).
108, Az dltaldnos megoldas:
y =€ (c1+cz) + a2t Fdz + T+ ;—2—(4&)5 2z — 3sin2z).
A kezdeti feltételekbdl ¢; = %, cp = %. fzy a keresett partikularis megoldas:

z 2 .
= — = + + 4 ] —_— — .
Yp € (25 5-73) z z+ 7T+ 25(4(‘.05 2z 35]11255)

109.y = ¢1e* + coe™ 3% 4 }l—esx 4+ 4s5h2x — ch2z.
110. Az altaldnos megoldds:
3
y=ce' + e + e + §cos':c - §sinz<
A kezdeti feltételekb8l ¢; = 1, ¢c2 = —%. Tgy a keresett partikuldris megoldds:

1 3 .
yp = €' — ie_z +e¥ 4 Zcosz — 7 finz.

2

111.y = e7%%(c; 4 cpz} + 22%¢ 7% + 8cos 3z + 15sin 3.
112.y = ¢;e* +ege ¥ 4 e (e3cos5zFogsinz) + 14sh 2z —11ch 22 4 zt~ é—:r + %‘.
113, Az éltaldnos megoldas:
y=ocycosz +cysinz + z® — 6z + 263,
A kezdeti feltételekbdl ¢; = 1, ¢z = 2. Igy a keresctt partikuliris megoldas:
yp =cosz + Zsinz + % — 6z + 267,
114.y = ¢y :Fcze”zz-l-2sinz:—-cos:r——c2”. .
115.y = c1e® + {e3 + c3z)e™® ~cosz —sinz + 22> — 4z + 8.
116. A differencidlegyenlet hormogén, amely az z = ¢* helyettesitéssel ag
#(z) — 4i(2) +20y(2) = 0

= g0



29. Linedris kozonséges differencidlegyenietek

konstans egyiitthatés homogén linearis differencidlegyenletté transzformals-
dik (L az M 29.25 (2) képletet). Ennek karakterisstikus egyenlete

t* —4t+20 =0,
melynek gyokei f; = 2 + 44, {3 = 2 — 4i. Az eredeti (Euler-iéle) differencidle-
gyenlet dltalinos megolddsa a (0, 00) intervallumon tehdt:
y= mz(cl cos4lnz + cpsindlnz).
A kezdeti feltételekbsl ¢; = 2, ¢z = —1. Igy a keresett partikularis megoldds:
Yp = 2?(2cosdlnz —sindln z).

117.A differencislegyenlet inhomogén, a hozza tartozé (Euler-féle) homogén dif-
ferencidlegyenlet:

3 21
m_Sg 0.
T z2Y 0
Ennek sltaldnos megolddsa a {0, co) intervallumon

Y = c1ac7 + czx_3.

Az eredeti (inhomogén) differencidlegyenlet &lialinos megoldisihoz a két
konstans varidlasinak médszerét alkalmazzuk. Mivel

flz) =—82%, W(z)=-10z*, Wi(z) =8, Wilz)= —8z'9,
ezért ci{z) = %w"z +¢p, caz) = Tlézr:s + ¢2. Bzék fethasznaldsdval az eredeti
(inhomogén) differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa a (0, co) intervallumon:

1
y= c;a:? + c:-g:lv:—3 + 535.

A kezdeti feltételekbd! ¢ = %, ¢z = 1. {gy a keresett partikularis megoldas:
Yp = %xT +z73 4 -12-9:5.
118.Az z = e? helyettesitést alkalmazva, az inhomogén differencidlegyenlet a z-t51
fitged y = y{z) figgvényre vonatkozs
¥ -3+ 2y =e>
allandé egyiitthatés inhomogén linedris differencidlegyenletté transzformals-

dik. Ennek altaldnos megolddsa:

. 1
¥(z) = c1€” + cae®* + 5652.

Az ef = z-nek megfelels visszahelyettesitést elvégezve, az eredeti inhomogén
Aifferencidlegyenlet dltalénos megoldédsa a {0, co) intervallumon:

1
y(z) = c1z + caz® & ﬁ:t_,j.
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29. Linedris kozonséges differencislegventetek

A kezdeti feltételekbdl ey = 3, 2 = -—%. Igy a keresett partikuldris megoldds:

= §:c-l—3 -’r1
=73 T

119.Mivel a karakterisztikus egyenlet 12 — 4t + 1 = 0, és ennek gydkei #; = 2 +
V3, t2 = 2 — /3, ezért a differencidlegyenlet dlialdnos megoldésa:

y= 22(4:1:1:‘/5 + cz'x—‘ﬁ).
120. A kerakterisztikus egyenlet % + 2¢ + 5 = 0, melynek gyokei ¢ = —1 + 21,
ty = —1 — 2i. A differencidlegyenlet &ltalinos megoldasa:
y=z"Yeycos2lnz + cpsin2ln ).
Mivel a kezdeti feltételekbdl ¢1 = cg = 1 ad6dik, ezért a keresett partikuléris
megoeldas:
Yp = 7 (cos 2In z + sin 2lu z).
121.A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa ¥ = c1z + e2z®. Az inhomogén
egyenlet egy partikuldris megoldasat T 29.20 alapjin y) = B {B: konstans)

alakban keressiik. A szokésos behelysttesités és rendezés utan azt kapjuk, hogy
B = 4. Ezért az eredeti inhomogén differencidlegyeniet dltalinos megoldasa;

y=4+azr+ ez’
122. A karakterisztikus egyenlet t* ~ 2 + ¢t — 1 = 0, melynek gyokei £; =1,
ty =1, t3 = —i. A homogén egyenlet dltalinos megolddsa:
Y = ¢jz +-czcosinz + ¢c3sinln z.

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat y; = A:c ! alakban ke-
ressiik. Ezt az inhomogén egyenletbe behelycttesitve 4 = -—— adédik, tehidt

Y = ’“G‘ Az inhomogén differencidlegyenlet dltalanos megoldd,sa,

y=cjz +cycoslnz + czsinlnz ~ o
z

123. A karakterisztikus egyenlet t3 — 2t 4+ 1 = 0, melynck gyskei ¢; = 1, 42 =
~Ij;ﬁ1 ty = _]T_

2‘/5 fgy a homogén differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa:

1 v
Y =cz+ ﬁ(czaclé5 + cax )4)

Az inhomogén differencislegyenlct egy partikularis megolddse y, = 1% Te-

. PR
hit az inhomogén differencié,legyenlet altalinos mvgold:«lsa:

y=cz+—= \/_ czm%: + cyc“kg) +

124.A karakterisztikus egycnlet 3¢% — 7¢2 + 5t — 1 = 0, mclynck gydkei 112 =
1, 3= % A homogén differencidlegyenlet dltalinos megoldasa tehdt:

Y = a(e; + czlnz) + ey ¥z,
20.16



29, Linearis kézonséges differencidlegyenletek

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa y; = ~21—z, igy az eredeti
inhomogén differencislegyenlet dltaldnos megoldasa:

1
y=z{c;+calnz) + 3 ¥z — 7

125.Mivel a 412 — 36¢ + 81 = 0 karakterisztikus egyenlet gyikei £33 = %, ezért a
differencislegyenlet dltalinos megolddsa:

y= m%(cl + ealnz).
Mivel a kezdeti Teltételekbdl ¢; = 5, cg = —4 kbvetkezik, a keresett partiku-
laris megoldas:
g
yp =z2(5 —4lnz).

126. A #2 + 12f + 20 = 0 karakterisztikus egyenlet gydkei t; = —2, tg = ~10. Ezért
a differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa:
¢y €

LA LT

Mivel a kezdeti feltételekbél ¢y = 2, c3 = —1, ezért a keresett partikuldris
megoldds:
2 1
W=

127. A differencislegyenlet t* 4 25 = 0 karakterisztikus egyenletének gyokei {; =
5i, {3 = —5¢. Igy az 4ltaldnos megoldis:

y=crcosblnz +cpsindlnz.
A kezdeti feltételekbsl c; =2, e = 1; a keresett partikuldris megoldds:

yp = 2cosSluz +sindlnz.

128. Mivel a £2 — 8¢ 4 17 = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei t; = 4+1¢, t2 =41,
ezért a differencidlegyenlet dltalinos megolddsa:

y= :r.d(q coslnz + cgsinln ).

Mivel a kezdeti feltételekbél ¢ = 1, e = =2, ezért a keresett partikuldris
megoldas:

yp = zcosluz — 2sinlna).

129. A karaktcrisztikus egyenlet 2 — 5¢ + 6 = 0. Enuek gytkei {; =3, f2 = 2. ig_}-'
a homogén differencidlegyenlet altalinos megolddsa:

» 23 -
Y = c;;r3 + cax”.

Mivel az inhomogén egyenletnek 3 = %1:4 egy partikuldris megolddsa, ezért
az eredeti inhomogén differencidlegyenlet dltalinos megolddsa:

1
Yy = c;:r:3 + czzz + 53'4.
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29. Linedris kozonséges differencidlegyenletek

130.Mivel a £2 + 4 = 0 karakterisztikus egyenlet gytkei ¢ = 2i, 1, = —2i, ezért a
homogén differencidlegyenlet dltaldnos megoldésa:

Y =cycos2lnz +cpsin2hnz.
Azinhomogén egyenlet altaldnos megoldasit a két dllands varidldsdnak méd-
szerével hatirozzuk meg. Mivel
2 2 . 2
W(z) = = Wiz) = —;—ism&iln z, Walx)= ;:—2-(1»+ws-4ln z),
ezért

1 1
ci{z) = i cosdlnz +a;, ofz)=hz+ Zsin4lnm + as.

fgy az eredeti inhomogén egyenlet ltalinos megoldasa:
y=ajcos2lnr + azsin2inz + (Inz)(sin2lnx),
ahol a} = a1 + -1-.

131.A t2 — 3t + 2 = 0 karakterisztikus egyenlet gydkei £; = 2, t; = 1, igy a
homogén rész dltalinos megolddsa

Y =1zt + 2.

Az inhomogén egyenlet altaldnos megolddsdt a két dlands varidldsdnak méd-
szerével hatirozzuk meg. Ennek alapjan az inhomogén egyenlet dltalinos meg-
oldésa:

1
y= ciz? + caz + E:c" —z*lnz.
 132.A karakterisztikus egyenlet t? — 4f + 4 = 0, melynek 13 = 2 kétszeres gyoke.
A homogén egyenlet dltalinos megolddsa tehdt
Y =z}e1 + e2lnz).

Az allanidék varidlasinak médszerével az eredeti egyenlet dltalidnos megolda-
sa;

y=z(c1 +cginz) + 7 nz —2).
% Inz) +z3(1 )

133. Mivel a 12+ 2t + 1 = 0 karakterisztikus egyenletnek 12 = —1 kétszeres gyoke,
ezért a homogén rész 4ltaldnos megoldisa

1
Y = ;(cl +eilnz),

Az dllandék varidldsinak médszerét alkalmazva, az eredeti inhomogén egyen-
let aitaldnos megolddsa:

1 1, -
¥= ;(cl +czlnx)+ﬁz .

134.Mivel a t* — 2¢2 + 9t — 18 = 0 karakterisztikus egyenlet gydkei t; = 2, 13 =
3i, 13 = —3i, ezért a differencidlegyenlet dltalinos megoldésa:

y= c;xz +czcos3lnz 4+ cysin3ina.
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29, Linearis kozonséges differencidlegyenletek

135.Mivel a t3 — 6t2 + 12f — 8 = 0 karakterisztikus egyenletnek 123 = 2 hirom-
szoros gybke, ezért a differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsa:

y = 1%{c; +calnz + caln® z).

A kezdeti feltételekbdl ¢; = 4, ¢ = —5, ¢3 = 2. [gy a keresett partikularis
megoldis:
yp = z*(4 — 5lnz + 2In’ z).

136.Mivel T 29.27 szerint
L{y'} =p’Y - py(0) - ¢/(0) = p'Y - 1,
L{y'} =pY - y(0) = pY,
ezért a transzformdlt egyenlet:
(P’ +2p+2)Y =1

Ebbdsl
1

TRty
Mivel £} {}—Ji—l_ﬁ} = sinr, ezért a (XTV) képlet alkalmazdsival
y=L{Y}=e "sinz,

mely a differencidlegyenlet keresett partikuliris megoldasit adja.
137.A Laplace-transzformacié alkalmiazdsa utdn (1. T 29.27 és (I )

Y(p)=

Y

_r
pHp—-1)%
Elemi tirtekre bontva:
- 2 1 2 1
! Yo =t poit o
Visszatranszformalas utan megkapjuk a keresett partikuldris megoldast:
y=c(x—2}+a+2
(1. az (I}, (I1) és a (VIIT) képletet).
138. A transzformalt egyeuletbél
: . 3p 1 2
Tp G- il p-2

Az inverz transzformdicié utdn kapott partikularis megoldds:

y=e T+ 2.

139. A transzformalt egyenletbsl (elemi tortek sszegére valé bontds utdn)
_4 1 + 11 + 11
T 5p+1 6p+2 30p-4

- 29.19
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29. Linedris koztnséges differencidlegyenletek

A keresett partikuliris megoldéds tehét:

1
y = ée—:c_}_}_e-Zz_E__ctiz.

5 6 30
140. A transzformélt egyenlethsl:
Y = 4

PP - 4p+9)
Elemi tértekre bontva és atalakitva:
1 p 1 1 1 p-2 1 V5
ST +1 +2_0p2+1 +1_0(p——2)2+5 T a5lp -2 +5°
amibél a keresett partikuldris megoldés:

1 1 1
Y= —ECOSI + E(—}-Siﬂ:l.‘ + ']--6621 cos Vdz ~ mezz sin'\/f;x.

141.Mivel
ive! P41 5 4

+ + ,
(P+1)P+1 (p+1)P 41 (p+1)
ezért a keresett pariikuldris megoldds:

y=e Fcosz —2e "sing +4ze ",
142. A Laplace-transzformicié alkalmazisa utdn -
1
Vo=
p(p* +1)
Elemi tortekre bontva:

112 e
T p 3p+l 3(p-g)+y

Az inverz Laplace-transzformécié alkalmazdsdval megkapjuk a keresett parti-
kularis megoldast:

143.Mivel ¥ = p(pil} , azaz (clemi tortek dsszegére valé bontds utdn)

11 1 1
pop+l (pH1E (p+1Y
ezért inverz Laplace-transzformacié utdn a keresett partikuldris megoldas:

2
y:l—e“’(1+x+%).

144. A transzformilt egyenletbsl
’ _ 1
Cplp+ 1) -1
29.20



29. Linearis kozonséges differencidlegyenletek

Flemi tértekre bontva:
1 11 11 1 1 1 1

=== ~= - 4= .
p 2p+1 2p—1 4(p+1)* 4(p-1)
Visszatranszformdlds utdn a keresett partikularis megoldas:
— 1 —z £ 1 ~E 1 z
y=1 3¢ z€" — 7T¢ +4-a:e .
145.A transzform4lt egyenlet:

4 2p = .
(P +2p" + )Y o)
Ebbé&!

© 1

T
A konvoliciététel felhaszndldsaval

Y

1 1 3
-1 ——— . -2 _ 2 . _d
L {(P2+1)3'$} 8(3 z°)sin z 5T cos T
Tehat a keresett partikuldris megoldas:
y= %(3 —z%)sinz — %zcosz.

146.A Laplace-transzformécié alkalmazdsihoz vegyiink fel kezdeti feltételeket a
kdvetkezd alakban:

¥(0) = yo, ¥'(0) = w1, ¥'(0) = vz;

yo, ¥1, yo lesznek a megoldds paraméterei. A transzformélt egyenletb8l Y-t
kifejezve:

y o @ =3p+ 20+ =3y +u
P —3p*+2p '
Elemi tértek tsszegére vald bontds utén

T 2y —3
Y = Yo — 3y + 12

1 ‘ 1 1
4Py —
3 p+( Y1 — y2)

, p—1 p—2
Visszatranszformalés utén a differencidlegyenlet altaldnos megoldisa:
20 — 3yt + 1 .
y= -Eg—-g—i-ﬂ + (20 —y2)e” + 512 ~ e
Ac = 33“—_—35"3111, eg =2y —y2, c3 = L8 jelolésekkel az M29.11-nek
megfelel§ alakra jutotiunk.
147.Legyen y(0) = yo, ¥'(0) =11, ¥"(0} = y2. A transzformélt egyenletbdl
Y = yop? + (=3yo + y1)p + 30 — 31 + 12
- ' (p—1)° '

1
+ i(yz — Y1)

vagy elemi tortekre bontva
Yo yi—y | Yo 2ty
Y= + ,
p—1 (p-1)? {p—-1p
29.21




29. Linedris kézdnséges differencislegyenietek

Visszatranszformalds utén a differencidlegyenlet 4ltaldnos megoldésa:

i
v =yoe" + (11 — wo)ze’ + 5(90 ~ 21 + y2)zle”.
A konstansok itjelslésével:
2

y =c1e + cpze® + caz®e”,

148.Mivel £{y"} = p?Y + 7 és L{4zy'} = —4Y — 4pY" (Y’ az Y (p) fiiggvény p
szerinti deriviltjit jeloli), ezért a transzformalt egyenlet:
—4pY' +(p* —8)Y +7=0.
Ennek megoldasa:
Y=-Tp"t4 kp"zeeﬂa,

ahol £ alkalmasan vilasztott komplex konstans. Mivel lim, .o Y{(p} = 0, ezért
k = 0. Igy (alkalmazva az inverz Laplace-transzformaciét) a differencidlegyen-
let keresett partikularis megolddsa:

y=—Tz.
149, A transzformélt egyenlet {rendezés utdn):
o P8y, T
16p 8p*
alaki elsérend{ inhomogén linesris differencidlegyeniet, melyet Y'-ra megold-
va

2
Y =14p~ + kp~le®

adédik, ahol k integracids dllandé. Most a lim, . Y(p) = O feltétel tet-
sz6leges k konstans esetén teljesiil. A tovibbiakban csak a k = 0 esetbtel
foglalkozunk, mert a k # 0 esetben a visszatranszformalds nem vezet elemi
figgvényhez. A k = 0 esetben az inverz Laplace-transzformalt

y= (R
Behelyettesitve adédik, hogy ez valéban megoldds, és a kezdeti feltételeket is
kielégiti.
150.Mivel £{z%y"} = p*Y" + 4pY" + 24, ezért a transzformalt cgycnlet:

24
Y +4pY = 7

A Z = Y' helyettesités utdn Z-re megoldva Z = —24p~5% + kyp~*, melybél
Y = 6p~*+kp~?. Visszatranszformalas utan a keresctt partikuldris megoldas:
y =2 +ka?
tetszbleges valds k-val.
151. A transzformélt egyenlet:

P -1Y"+4(p-1)Y' =0.
29.22



29, Linearis kisztnséges differencidlegyenletek

A Z = Y’ helyettesités utdn Z-re megoldva Z = r;%j‘;, sebbslY = r}#l)s
adsdik. A Lkeresett partikuldris megoldéas (inverz Laplace-transzformécié al-
kalmazssa utdn):
y = czle™ .
152.A transzformalt egyenlet
(p* +5p)Y" + (5p +30)Y" =0,
melybél
i
V=e—+ =)
i+ 5%
A megoldds tehat:

y= cz® + ezt
153.A transzformalt egyenlet:
—8pY' + (p* —~8)Y ~4p=10.
Ebbél . -
Y =4 ke,
P p
A limp oo Y{p) = 0-feltétel miatt k = 0. Tehdt a keresett partikuldris megol-
dés
yv=4.
154. A transzformalt egyenlet
3

3

p

8pY' + (p* + 24)Y =

melybél

2

Yy=33+ kp—se"%.
A k = 0 valasztéssal egy partikuliris megoldas:

'g=-2-:c.

155. A transzformilt egyenlet:

—2pY' +(p* —6)Y =

- R K]

Ebbsl ,
2
Y =6p~3 + kpleT.

A limp — coY(p) = 0 feltétel miatt k& = 0. Inverz Laplace-transzformacié
alkalmazasaval kapjuk, hogy a kereseit partikuléris megoldds:

y = 3z%.
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156. A transzformalt egyenlet:
(p* +p)Y' -2V = 2.

Ebbsl
2

1
Y=o +kp2p+1.
A limy—.co Y(p) =0 feltétel miatt k = 0. Igy a megoldss:
¥y = sin z.
157.A transzformalt egyenlet:
(3p* + 20" ~ L)Y +12(p* - p)Y' = 0.

Az Y' = Z helyettesitéssel elsfrendii differencidlegyenlethez jutunk. Ebbésl
3p? -1
(PP +1)*
p = tgu helyettesitéssel integralunk. Mivel tg2u +1 = c—oélTE’ ezért helyetie-
sités utdn az integrandus

Stgu—1

i = 3sin’ucostu — cos’u
costu

Y'=¢

lesz. A cos?u = ]5(1 + cos2u) és a sin’u = %(1 — cos 2u) linearizdlé {ormu-

13k (kétszeri) felhasznslisaval az integralandd kifejezés a -—%(cos 2u + cosdu)
alakra hozhaté. Igy (az integralas elvégzése utan)

c, 1 1
= —={=sin2u + ~si k.
Y 2(23111 u+4sm4u)+

Atalakitdsok utdn

1
Y = —csinucos’ u + k = —ctgucos*u +k= —cmtg'“+k,
vagyis
= :—c-————g—+k
(P+1?

A Ty ¥Y{p) = 0 feltétel miatt £ = 0. Az inverz Laplace-transzfornciot
alkalmazva ¥-ra:

Y = —cjrsinz.
Az y(0) = 2 kezdeti feltételbdl ¢y = ~1 adddik, tchét a megoldas:
y = rsinz.

158. Vegyiink fel keudeti feltételeket y(0) = yo, ¥'(0)} = y1 alakban. A transzfor-
malt egyenlet:

2
(p—P )Y +(2-3p)Y + 2y = 3
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29, Linearis kozsnséges differencidlegyenletek

Ennek megold4sa elemi tértekre bontva:
—2—-k —2-k 2 24+ k
Y= - yot2+k
p p P p—1
amibs} (inverz Laplace-transzformécié alkalmazdsa utan):
y=—k(z+ 1)+ (o + 2+ k)e® — (2 + 22 + 2).
A ey = —k és ¢g = ya + 2 + k vilasztdssal:
y =z + 1)+ cze® — (2% + 22 + 2).

Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy y valéban 4ltalanos megolddsa az ere-
deti differencialegyenletnek.

159. Vegyiink fel kezdeti feltételeket y(0) = yo, '(0) = 11 alakban. A transzfor-
malt egyenlet:

k4

pZY" + 4pyf — g,
r

melynek megoldasa:

1 k
Y=-—-—=+K
P
A limy .o Y{p) = O feltétel miatt K = 0. Inverz Laplace-transzformdcié
alkalmazdséaval:
Pt -
¥= - Ft

ez azonban nem &ltaldnos megoldds, mert nem kétparaméteres gorbesereg

egyenlete, és barmely k-ra azt kapjuk, hogy y(0) = -1, 3 (0) = 0. Az altaldnos
megoldds nem hatirozhaté meg Laplace-transzformaciéval.

160. Vegyiink fel kezdeti feltételeket y(0) = yo, ¥'(0) = y; alakban. A transzfor-
malt egyenlet:

P+ 1Y +y =0,
melybdl
Y = yparct !
= yg arctg —.
gP

Visszatranszformalds utan (felhasznélva, hogy £ a.rctg% = %{)

sit T
¥ = Yo .
r

Ez a filggvény az v = 0 pontban nincs értelmezve, az eloirt y(0) = yo kez-
deti feltétel helyett azonban a i, 4o y{z) = yo feltételt teljesiti. Behelyet-
tesitéssel ellendrizhetjiik, hogy ez a fiiggvéuy megoldasa (de nem dltalanos
megoldasa) a differencidlegyenletnek.

161.Legyen ¥ = L{y} és Z = L£{z}. A transzformadlt egyenletrendszer:

2y- _ ___sp
PY +Z= - ptl

1r"+p22=;_?%—p+1.
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Ezt alinedris egyenletrendszert Y-ra és Z-re {pl. Cramer-szabéllyal} megoldva
azt kapjuk, hogy

_ ~bp P 1
Y=o -0 e A -1
5p P 1

T @ -1 @GP+l P+ -1)
Visszatranszformalds utdn kapjuk a keresett partikuldris megolddst:
y = sinz + cos 2z,

z = sin T — cos 2z.

162.Legyen Y = L{y}, Z = L{z} és U = L{u}. A transzformélt egyenletrendszer:
- +Z2+U=p,
Y+ (' -1)Z+U =0,

Y+Z+({p-1)U=0.
Ebbsl
P +§ P
pPP+1 3pt-2
a1 p 1 p
Z_U“3p2+1 3p2 -2

Visszatranszformalds utén a keresett partikuldris megoldés:

L
3

y = %cesm-}-gch\/éx,

1 1
z=u=-cosz — = chv2z.
3 3
163.y = cosz, z =sinz. 164.y = e% + €%%, z = €® — %%,
165.y = -1—5!1::: + %:ce", z= %:csh:t:.
166.y = %e‘ + %—cos2:c + %siuh, z= %e’ - %60523.': — %sin?,:c.

167.A differencidlegyentet egytitthatéfiiggvényei konstansok és f(z) = z. Ezen fiiggvé-

nyek mindegyike az egész szimegyenesen hatvanysorba fejthetd (jelen esetben a fugg-
vények megegyeznek hatvinysorukkal). Legyen

=cg+ 1T + czzz + c313 +C4$4 + csz5 4+ ...
Ekkor
¥ =1 4 2c02 + 3C3z2 + 4c4x3 + 5c5z4 +...

A kezdeti feltételekbdl ¢g = 0. Az y és o' hz;.tvénysorinak a differencislegyenletbe
val6 behelyettesitése utdn

1 + 2coz + 3caz? + degz® +5cszt b ={14+e)z + c2z® +e3zd +eqzt 4.

29.26



29. Lineéris kbzonséges differencidfegyenletek

Az azonos fokszdmé tagok egyiltthatdinak sszahasonlitssibél adddik, hogy
c—Gc—lc—}-c—l—
1=, ?—'21 3_6‘,4—24‘”-
Eszrevehetd, hogy e¢n = —,}[, ha n > 2. A keresett partikularis megoldds tehdt: y =
Y. %5— Mivel e¥ = 3.20, ‘%“!-, ezért
y=e ~—z— 1.
Behelyettesitéssel meggyszddhetiink, hogy ez megolddsaa kezdetiérték-problémanak.
168.y = €.
169.Legyen
¥ = CQ+613:+62.702+(:3:1:3 +C424 +C5:c5+
Ekkor
¥ = 20z 4 3e3z’ + 4,C4a:3 +5cszt + ...
Ismeretes, hogy
_ 23 ms o 2
sing =% — o7 - .(-1) (n+1)‘

3t
Fzt, valamint az y és ¢’ hatvanysoros alakjit behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

c1 + (263 — co)x + (3e3 — 1)z +

3 5
(464—62)323-{'-(5(.‘5-—-03)1:44-...:1 - 3:_+ g _
— 3! 5!
Ebbsl és a kezdeti feltételbdl
1 1 11
cqg=c=0 = 2" €3 =0, €= 17556 =0, 6= mogr

A keresett partikuldris megoldés‘

P o 24 R
) y=52"+ 5+ ,20 Y.
170. Ismeretes, hogy -
zt ¢! af i
cosz = 1 _ﬁ‘i'_j'f— E-&...(—l)“g—i—....

Ezt felhaszndlva a keresett partikuldris megoldés:
- la 14 _ Ls, s
| y_1+a:+2z Sx 15 +240—m +...
171. {smeretes, hogy

gr=1+3x +—«r +.

Bzeket, valamint cosz, y & 3’ hatvdnysorat behelyettesitve a differenciglegyenletbe:

1
o+ (2c2 + eg)z + (3e3 + 1)z 4 (deg t ez 4 §c0)13+

22 4 8

i 4 1 2 5
(565—5—(‘3-{-5(‘1)1‘ +(605+Cq+562+?—5-60)3: +...=}—E+E—a+
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29. Linedris kizonséges differencidlegyenletek

Ebbél és a kezdeti feltételbsl:
1 i
=0, c1=1 =0, 3= -3 cg =10, % = 5 =0, ...
A keresett partikuldris megoldds tehat:

.13 14
y=gz 21: +24:c + ..

Az z kiemelése utdn megsejthetjiik, és az eredeti differencidlegyenietbe valé behe-
yettesitéssel igazalhatjuk, hogy a keresett partikuléris megoldds:

Y = T COSE.

172. Az
i zn-{-i
ze® =

- |
e n

figyelembevételével a keresett partikuldris megoldds:
y=-;—+z—%m2+&—5gm4+4—lﬁ—m5+...
178.y=1+z+22+ 323+ 820 + B+ ...
ITdy=1+z - Tii:u“-.—-zfg:ﬁ--{-... .
ATy =l+z+ izt +lad 4 Lt 4 et
176.y =z — :lzz:z-i- %1;3-1— 9!7{3:4 - 3%:1:5 + b+ ...
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30. Parciilis differencidlegyenletek (megoldasok)

1. A D 30.6-beli jelslés alapjin
G(.‘.C, yfu) = U, b(:c,y,u) =-1, C(Iay:u)z 1.
fgy a karakterisztikus gorbék M 30.11 szerinti differencidlegyenletrendszere:

dole) _ 0 W)y duls)
2 = g =h =t

A miésodik és a harmadik egyenlet szétvalaszthaté valtozéji. Ezeket megoldva
y(s) = —s+yo, uls)=s-+u,
ahol g és ug tetsz6leges valds konstansok. Ennek alapjin az els§ differencial-

egyenlet
as) _,
ds ¢
alaki, melyet (egyszerd integralissal) megoldva

2
m(s)=§+suo+zg; zg €R

adédik. Tehat a karakterisztikus gorbék vektoregyenlete

2
r{s} = (‘% + sug + 2o+ (—s +yo )i + (5 + wo)k.

Ezen gorbék valamely régzitett sp (pl. sp = 0) paraméterd pontja akkor kozbs
a kezdeti gorbe ¢ paraméterd pontjival, ha teljesiilnek a

~-t= 3(5)s=0 =x9, t= y(3)3=0 =y, 1= u(s)s=l] = UugQ

ssszefiiggések. Ezekbdl zo0 = ~f, yo = t & up = L. fgy az M 30.14-nek
megfeleld kétparaméteres vektoregyenlet:

2
r(s,t) = (% +s—t)i+(—s i+ (s + 1k,

s igy az egyenletrendszer:
2
z(s,t) = % +s—t, yls,t)=-s+1, uls,t}=s+1L

Az els8 két egyenletbsl s = f2(z + ), vagy s = —/2(z + y). Ezeket behe-

lyettesitve a harmadik egyenletbe

=420z +y}+1 vagy u=-2Az+y)+ 1

{(Most a { paraméter kifejezésére nem is volt sziikség.) Konnyen eliendrizhet-
jitk, hogy mindkét fiiggvény megoldasa feladatunknak.
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30. Parcislis differencislegyenletek

Megjegyezzitk, hogy az x(s,t) = 2 +s—4t yls,t) = —s+t fiiggvények
Jacobi-féle determindnsa egyenl§ s-sel, ami arra utal, hogy a kezdetiérték-
probléméanak nem csak egy megoldésa van (sszhangban az ¢l6bbiekkel).
2. A kerakterisztikus gorbék differencidlegyenlet-rendszere:
dz(s dy{s du(s
) _ e, D o o), 2 = afeyyonute)

Az elsg ket egyenletbsl alls differencislegyenlet-rendszert Laplace-
transzformacid alkalmazssaval oldjuk meg. Jeldlie X(p), illetve Y(p) az z(s),
illetve az y(s) fiiggvény Laplace-transzformaltjat. Akkor X-re és Y-ra a

pX —zp=Y
pY —yo=-X
algebrai egyenletrendszer adédik. Ebbél

i P
X(p) =
) =w g T E

P 1
Yip)= x
(p) y0p2+1 op3+1

Inverz Laplace-transzformaciét alkalmazva:
z{s) = yosin s + zgcos s,
y(s) = yocoss — xgsin s.
Fzek felhasznsldsival a harmadik differencidlegyenlet a kivetkezd alakii:
)
ds
Egz szétvilaszthato valtozdjs. Megoldva-

= {(yf — =&} sin 25 + 2zqyo cos 2s)u.

u(s) _ uoe'nTn cos 25+Toyp Sin 25

A kezdeti gorbén dthalads karakterisztikus gorbék altal alkotott feliitet egyen-
letredszere, az

zo=(s)e=0 =%, o =y(s)s=0 =1t to=u(s)s=0 =1
ssszefitiggések alapjin,
z{s,t) = tsins +tcoss, y(s,t) =tcoss~ tsins, wu(s,t)= gt sn s,
Az s és t paramétereket z és y segitségével kifejezve:

22 1+ y 1 - a2yt
,  §= — arcsin ———.
2 =3 Y 4 22

2 .
Ez utéhbi sin 2s = i:iz% alakban is irhaté. gy a kezdetiérték-probléma meg-
olddsa

2+ y? -
(o) = T
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30. Parciilis differencidlegyenletek

Lo

Megjegyezzitk, hogy az z(s,t) és y(s,t) fiiggvények Jacobi-féle determindnsa
egyenl§ —2t-vel, ami a t > 0 feltétel miatt sehol sem eulla. Igy a kezdetiérték-
problémanak csak egy megoldésa van, #sszhangban az el6bbi eredménnyel.
u(z,y) = §(= + 2y + (2= — 59)°).

u(z,y) = ZF - gearch =t

A larakterisztikus gorbék differencislegyenlet-rendszere

) Ly, B sy, 2 2 ) s

Az u-t Bsszetett figgvényként u(s(z)) alakban keressiik. fgy
dv duds dul ul+tu

&bk BT W o th

Fz az u-ra nézve szétvilaszthaté viltozéjd differencidlegyenlet; megoldédsa
u{z) = Dpe® —1; Do €R.

Ez az u(z) figgvény a feladatbeli parcislis differencislegyenletnek is megoldé-
sa. Ahhoz, hogy az u = Dye” — 1 egyenlet(i feliilet tartalmazza a feladatban
megadott kezdeti gorbét, teljesiilnie kell a

2 — 1= Dgel™ — 1= Dyt — 1
ssszefliggésnek. EbbSl Dy = 2. fgy a kezdetiérték-probléma megoldésa:
u(z,y) = ulz) = 2¢ — L.

A karakterisztikus gorbék differencislegyenlet-rendszere:
de{s) 1 dy(s) 1 du(s) _ !

ds  cosz' ds T ds sinu’
mindegyik egyenlet szétvalaszthaté viltozéjd. A megoldds:
z(s) = arcsin(s + zo), y(s) =s +yo, u(s)= arccos(—s+ ugl.

Mivel a kezdeti gorbe egyenlete r(t) = tj + 2tk, ezért

20 = 2{s)s=0 =0, Yo =u(s)s=0 =1, up=ul(s)s=0 = cos2t.

fgy a kezdeti gorbén 4thaladé karakterisztikus gorbék sokasagénak (az integ-
ralfeliiletnek) kétparaméteres egyenletrendszere:

z(s,t) = arcsins, y(s,t) =s+1, u(s,f) = arccos(—s + cos 2t).
Az s és t paraméterek r és y fiiggvényében:

s=sinz, f=y-—s=y—sinz.

) fgy a kezdetiérték-probléma keresett megolddsa:

u(z,y) = arccos(—sin x + cos(2y — 2sin 1)).
u(z,y) = V3z.
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30. Parcidlis differencislegyenletek

8.

10.

A karakterisztikus gorbék differencidlegyenlet-rendszere:

do(s) _ g M) _ (s}

11 I |
ds 1 ds

s 1.

Ennek megoldisa:
z(s) =s+zo, y(s)=s+yo, uls)=s+up

Az r(s) = (s +zo)i + (s + yo)j + (s + ug)k egyenletd karakterisztikus gérbe
s = 0 paraméterd pontja akkor és csak akkor van rajta a kezdeti gérbén, ha
zo = yo = ug = t. Igy a kezdeti gorbén sthaladé karakterisztikus gorbék
kétparaméteres sokasdganak egyenletrendszere:

(s, ) =s+t, yls,t)=s5+¢t ulst)=s+t

Mivel az z(s,!) = s +¢, y(s,?) = s + ¢t fiiggvénytranszformacié Jacobi-féle
determindnsa azonosan nulla, ezért 2 kezdetiérték-probléminak végtelen sok
megoldésa van. (Lithats, hogy az r(t) = ti + tj 4 tk egyenletii kezdeti gorbe
maga is karakterisztikus gorbe, mégpedig az zo = yp = up = 0 feltétellel.)
Az u(z,y) = ez + (1 ~ a)y minden a € R esetén megoldisa a kezdetiériék-
problémanak.
u({z,y) = €.
A karakterisztikus gorbék differencidlegyenlet-rendszerc:

dz{s) dy(s) . du(s)

ds P Tds 0% Tds T

Az els6 két differencidlegyenlethdl all6 rendszerbsl z(s) és y(s). meghatiroz-
hatd. Laplace-transzformaéciét alkalmazva:

pX -z =Y, pY—y=2X.

xr+y.

Fzekbs!

N t
X(P)~-770p2~1 +yﬂp2_1'

és

P
Yi{p)= ' .
{p) wor g TR

Inverz Laplace-transzformdci6t alkalmazva:

z(s) = zgchs + ygshs,

y(s) = yochs + zgshs.

Ezeket a kifejezéseket behelyettesitve a harmadik differencidiegyenletle
du(s)
ds

= {zo + yo e’ + up

adédik. Ebbél
u(s) = (zo0 + yo)e’ + vgs.
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30.

Parcislis differencidlegyenietek

il.

A kezdeti gorbén 4thalad6 karakterisztikus gorbék kétparaméteres sokasdgd-
nak egyenletrendszere:

z(s,t) =tchs + (f + 1)shs = te’ +shs,
y{s,t) = (£ + 1)chs + tshs = te’ + chs,
u(s, 1) = (2t + 1)e.

Mivel az M 30.14 szerinti Jacobi-féle determindns a jelen feladatban azono-
san egyenld 1-gyel, ezért a kezdetiérték-probléma egyértelmiien megoldhaté.
Lathatd, hogy

@ +y=2te’ +chs+shs=2te’+¢" = (2 +1)e’ = u.
fgy a differencidlegyenletnek a kezdeti gorbén is athaladé megolddsa:

u(z,y) =z +y.
A karakterisztikus gérbék differencidlegyenlet-rendszere:
dx(s) dy(s) du(s)

i-—

ds 7 Tds " Tds
Ennek megoldésa:
z(s) = zoe’, y(s) = 2o’ + w0, u{s) = s — zoe® + up.

A kezdeti gorbén athalads karakterisztikus gorbék kétparaméteres sokasaga-
nak egyenletrendszere:

(s, t) =te’, y(s,t)=te® =i, wuls,t)=s—te’+2L
Mivel z —y =1, ezért In ;25 = s. lgy
T

u(z,y) = —z+2(z—y)=:r-—2y+ln;%;.

12. Az lithats, hogy w(z,t) = 0 megolddsa a feladatnak. Ezért 2 tovabbiakban felte-

hetjiik, hogy y(z,t) # 0. Keressiik a megolddst y(z,1) = X {z)T{2) szorzatalakban .
Ekkor
y;‘t(x:ﬂ ='X{I)T"(t) és y:z(x’i} = }(”(I)T(t)'
Belrelyettesitve czeket a kifejezéseket a feladatbeli parcidlis differencislegyenletbe, az
X(z)T"(2) = a2 X" (=)T(1)
egyenlet adédik. Mivel y(z,t) # 0, ezért f%-nek megadhaté olyan W résztartoms-
aya, ahol y(z,f) sehol sem veszi fel a 0 értéket. A W tartominyon a fenti egyenlef
ekvivalens az .
X"(I) _ _l_T”(t) (”
X{(z)  a® T(1)
egyenleitel. Mivel (1) bal oldala csak z-16l, jobb oldala csak t-t6l filgg, ezért az
egyenl@ség csak figy dllhat fenn, ha mindkét oldala egyenls valamely A konstanssal.
Ha A = 0. akkor X™(z) = 0 & T"(¢) = 0. Ebb&} viszont X(z)= Az + B &
T() = Ct + D, azaz
y(z, ) = (Az + B)(Ct + D} {2}
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30. Parcialis differencidlegyenletek

13.

kévetkezik.
Ha X pozitiv, azaz A = k? valamely pozitiv k val6s szammal, akkor (1)-b5l az

X"(z) - E*X{z) =0,
T"(t) - K*a*T(t) =0
kézbnséges masodrendd differencidlegyenletek adédnak. Ezekbdl
X{z)= Ae*® + Be %7,

illetve
T(t) Cekat+D —kn!
azaz
y(z,t) = (AT + Be =k )(Cetet 4 DeFot) (3)
kovetkezik.

Ha X negativ, azaz —k? alakbaa irhat valamely pozitiv k konstanssal, akkor (1}-bél
az

X"z)+ k2 X(z) =0,
T'(t) 4+ K2?T(t) = 0
kisztnséges mésodrendd differencidlegyenletek addédnak. Ezekbdl
X(z)= Acoskz + Bsin kz,

illetve
T(t) = € cos kat + D sin kat,

azaz
y(z,£) = (Acoskz + B sin kz)(C coskat + D sin kat) {4)

kévetkezik. Konnyen éllendrizhetd, hogy a (2), a (8} és a (4) szerinti y(z,t) figgvé-
nyek nem csak a W tartomanyon, hanem az egész R°-en is megolddsai a feladatbeli
parcidlis differencislegyenletnek. Ha figyelembe vessziik, hogy az y(x, t) = 0 megoldas
a{2), 2 (3) és a (4) alatti megolddsok barmelyikébs] adédikaz A=B=C=D=10
vilasztéssal, a feladatbeli parcidlis differencidlegyenlet 8sszes megolddsst a {2), a (3)
és a (4) szerinti figgvények adjdk tetszéleges A, B, € és D valds konstansokkal.

Az el6iz6 feladat szerint a feladatbeli parcidlis differencidlegyenlet dltalinos megolds-
sét a (2), a (3) és a (4) alatti fuggvények adjsk. Az y(z,t) = 0 figgvény eleget tesz
a feladatbeli peremfeltételeknek. A tovébbiakban az ettdl killonbdz8 megoldisokat
keresstik, és ezért feltesszilk, hogy C és D kozil legalibb az egyik nem 0.

Tegytk fel, hogy y(z,t) = (Az + BYCt + D) eleget tesz a peremfeltételeknek. A
0 = y(0,t) = B(Ct + D) egyenldség minden i-re akkor és csak akkor teljesiil, ha
B =0. lgy y{z,t) = Az(Ct + D). A 0 = y(I,¢} = Al{Ct + D) egyenlGség pedig min-
den t-re akkor és csak akkor 4l fenn, ha A = 0. Izy ¥(z, t) 3, ami ellentmondds.
Tegyitk fel, hogy v(z,t) = (Ae*® 4 Be %=} (CeFo! + De*at) teljesiti a peremfelts-
teleket. Akkor 0 = (0,8) = {4 4+ B)Ce**t 4 De~*¥8!} minden t-re, amibsl B = —A
kbvetkezik. Igy y(z,t) = (24 shkz)(CeFol 4 DeFat),

A 0 = y(,t} = (2Ashkl)(Ce** £ De*9t) minden t-re akkor és csak akkor telje-
sitthet, ha 2Ash ki = 9, amib6l (a k # 0 figyelembevételével} A = 0 kovetkezik. Igy
y(z,t) = 0, ami szintén ellentmondis.
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30. Parciilis differencialegyenletek

14.

Tegyik fel, hogy y(z,t) = (Acoskz + Bsinkz)(C cos kat + Dsin kat) eleget tesz a
peremfeltételeknek. A 0 = y(0,1) = A(C coskat + Dsin kat) feltétel akkor és csak
akkor teljestll minden t-re, ha 4 = 0. Igy y(z,t) = (Bsin kz)(C coskat + D sin kat}.
A0 =y(l,t) = (Bsinkl){C coskat + D sin kat) feltétel pedig akkor és csak akkor tel-
jestt! minden t-re, ha sin kI = 0, amelybsl kI = nx (n € Z), azaz k = B kbvetkezik.
Mivel & és I pozitivak, ezért = > 0. Igy az

nrat . mmely . wAZI

iz, Y= (an cosT + by sin i ) sin ——
faggvények adjik a peremfeltételeknek is eleget tevd megolddsokat tetszéleges pozitiv
egész n-nel, ahol a, &s by tetszdleges valds konstansok. Mivel a feladatbeli parcislis
differencislegyenlet homogén linedris, ezért

¥zt =Y yalz,t)

n=1
is megold4sa az eredeti parcislis differencidlegyenletnek, feltéve, hogy a jobb oldalon
alié {fuggvénysor a
V={(zeR® 0<st <}

halmazon konvergens. Konnyen belithats, hogy a most definidlt y(z,t) fuggvény
eleget tesz a peremfeitételeknek is.
A feladat megolddsa tehdt:

o

t .
¥z, t) =Y. (a,, cos mr_la_ + by sin m;at) sin ?—TIIE (5)
n=]

Megjegyezzik, hogy az an = 0 é bp, = 0 vélaszidssal az y{z,t) = 0 megoldés is
adédik ebbd! a formuldbel.

Az el6z6 feladat megolddsiban szerepls (5) képlet szerint a parcidlis differencidle-
gyenletnek a peremfeltételeket is kielégitd megolddsa:

00 .

nrat , nrely . nA¥T
¥z, )= nz=:1 (an cos = + by, sin ——!——) sin ——,

ahal @, s by tetszéleges valds konstansok. Ahhoz, hogy (=, 1) eleget tegyen a kezdeti
felestetcknek is, tefjestinie kell a {0,1] intervallumon a ktvetkezd egyenldségeknek:

b . nRE
y(z.0) = “§=] ay siv —— = f(z), {6)
(%24
' _ nrab, . uwzr
w(z.0) = uE=1 — s = 0. {7)

A (7) egyenldség minden z-re csak akkor teljestithet, ha b, = 0 minden n-re. Az
a, egylitthatok meghatdrozasihoz terjessziik ki [ értelmezését a (0,1} intervaltumrol
cldszdr a [~1,1] intervallumra, majd az egész szdmegyenesre oly médon, hogy legyen

f2)=-f(-z}, ha -—-i<zZ0,

és legyen
flz)= flz +2k1), ha kel
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30. Parciilis differencidlegyenletek

15,

16.

Az igy definialt f fuggvény pératlan, s a (6)-ban szerepld 3712 ) axsin BEZ sor ezen
f fuggvény Fourier-sora (D 23.26). Ezek szerint, ha a kezdeti feltételekben szerepld
f fuggvény eldatlithaté Fourier-sordval, akkor 2 Fourier sor

2 ! . NET
an = —I./a f(x)sin sz (8)
egylitthatéival képzett
k! nwaly . nrx
y(z,t) = ,?=1 (a., cos -—l-—-) sin ~7—~ {9)

figgvény a feladat megoldssa, feltéve, hogy a jobb oldalon 4li6 figgvénysor koaver-
gens (a konvergencidra vonatkozéan L. T 23.29-et}).

A 18. feladat megolddsiban szereplé (5) képlet szerint a feladatbeli parcislis diffe-
rencidlegyenletnek a peremfeltételeket is kielégitd megolddsa

= ¢ t
y(z. £} = :2;1 (a,t €05 m;a +by sin E;E—) sin E;E,

ahol @, 6s by tetszéleges val6s konstansok. Ahhoz, hogy ¥(z, ) eleget tegyen a kezdeti
feltételeknek is, teljestilnie kell a {0,!] intervaliumon a kdvetkezd egyenldségeknek:

o0
¥(z,0) = Z @y 5in El;—z— =0, (1)
n=1
X, nrab, . nrz
Wz 0) = Y T in T2 = (). (1)

n=1

A (10} egyenldség minden z-re esak akkor teljesiithet, ha an = 0 minden n-re. A
by, egylitthaték meghatdrozdséhoz terjessziik ki g értelmezését a [0,{] intervallumrél
elszoe a [—1,1] intervallumra, majd az egész szdmegyenesre oly médon, hogy legyen

g(z) = —g(-z), ha -1<z<0,
és legyen .
g(z)=g{z +2kl), ha kel

Az igy definislt g fuggvény pératian, s 2 (11)-ben szerepld 307 axaby gin B2E sor
ezen g figgvény Fourier-sora (D 23.26). Ha a kezdeti feltételekben szerepls ¢ figg-
vény el6dllithats Fourier-sordval, akkor a Fourier-sor “-"31'—@& egylitthatoibél kifejezett

2 t . BAX
bp = o A g(z)sin Tdﬁ: (12)
konstansokkal képzett
e . nw:zt . RAE
vz, ty = '?:l (bn sin —— ) sin —— (13)

fuggvény a feladat megoldisa, feltéve, hogy a jobb oldalen &li6 fiiggvénysor konver-
gens.

A 14. & a 135. feladatok megoldasa alapijdn trividlis.
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30. Parcialis differencialegyenletek

17. A 14. feladak, illetve a 15. feladat megolddssnak {9), ilietve {13) képlete szerint,
valamint az eldzd feladat alapjdn a kezdetiérték-probléma megolddsa:

- ni nt
y(z,t) = z (a,. cos = + by sin 3—) sin 2nz,

n=1

ahol a, az f(z) = z cosz (0 < z < §) fuggvény Kiterjesztésével keletkezett r szerint
periodikus fliggvény Fourier egylitthatéit, b, pedig 2 g{z} = sin22 (0 < z < §)
filggvény kiterjesztésével keletkezett, x szerint periodikus fuggvény Fourier egyfitt-
hatsibsl {az “—gﬂ szorzatbél) kifejezett értéket jeloli. fgy a 14. feladat (8) kéi))e_te
szerint "

4 7% , nl 1 1
ap = ;[B z cos z sin 2nzdz = {~1) ;((211-!-1)2 + (2'3__1)2),

illetve a 15. feladat megolddsdnak (12} képlete szerint

b _{5, han=1,
"7 10, han>1.

Tehdt

Lt kad n? i 1 nty
y(z,t) = 5sin 7 sin 2z +nz=:l ((-1) 1r((2n+ iy + o 1)2) cos 5)51n'2n:c.

18. A 14.,illetve 2 15, feladat megolddsaban szerepld (9), illetve (13) képletek, valamint
a 16. feladat szerint a megoldis B

oo

nt nt ne

z,t) = &y €05 —= + by sin —= § sin —,

ahol o, az f(z) = -1 +cosz (0 < 2 < 2r}, "7”% pedig a g{z) = sinz (0 < z < 27}
fligevénynek az egész szdmegyenesre vald kiterjesztésével nyert, 47 szerint periodikus

faggvények Fourier-egylitthatoi. fgy a fent emlitett feladatok megolddsaban szerepls
(8), illetve (12) képletek szerint

16 1 =
= { WD ha » pératlan, & by = 5 han =2,
) ha n péros, 0,  egyébként.

Tehat (a paratlan s-eket 2k — 1 alakba 4&tirva)

2k—1jt
1. . o 16 cos LTLZ . {2k 1)z
y(z,t) = (\—/..-‘Z—sm\/it) sz+k§l(2k—l){4k2—4k——3)ﬁ sin 5

k— . ~_
19. (=)=, ((——1)"‘”(%_{;),*2 cos & 2])"‘) sin (& 21)".
20. y(z.1) = T2, (—32’;{_2;;?;"" + sf("z{ff;)ﬁ’::‘ sin(2k — D)7z
21. Az sbra alapjin f{z) = —z2 + 7z (0 < = < 7), a feladat megolddsa pedig:

o 8 1 . .
y(z, 8} = kgl (m cos(2k — 1)at + m sin(2k — 1)at) sin(2k — 1)z,
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30. Parcialis differencidlegyenietek

22.

23.

A hiir kezdeti allapotara vonatkozé feltételek:
y(z,0) = f{z); 0<= <,
y;(zxﬁ) = g(x); 0Lz < i

A peremfeltételek:
. y(0,6) =0 =g(l.t); t>0.

Fizikai ismeretek alapjan, ha a hir a rezgését mindvégig az y-sikban végzi és min-
den pontja a hér ayugalmi helyzetére merdleges egyenes mentén mozog, valamint
a hiar elég kis darabjit véve, a hiirdarab hosszénak # rezgés kdzbeni viltozésatodl
eltekintiink, akkor a keresett y(z,1) figgvénynek ki kell elégitenie az

gz, 1) — afyl(z,)=0; 0<z <l t20

hiperbolikus masodrend homogén linedris parcidlis differencidlegyenletet. itt a* =
pfeo, ahol g a hir egységnyi hosszisdgi darabjdnak tomegét, p pedig a feszits erd
nagysagat jeloli. Megoldand6 tehdt az

h(z,t) — a®yi,(2,1) = O,
y(0,8) = y{l,)) =0 t>0 (14)
y(z,0)= f(z); 0<z &,
di(z,0) = g{z); 0<z<l

kezdetiérték-probléma.
Jelolje y(z, ) a rezgést leird fuggvényt.
a) A kezdeti feltétel (az el6zd feladat megoldasaban szerepld (14) képlet szerint}:

u(z,0) = flz) & yi(z,0)=g(z) 0=z <10,

- i
= EZ, ha.nggS,
iz) {-§z+2, ha5<z <10

zhol

és
g{z)=10.
b) A peremfeltéteiek (14) szerint:
y{0,0)=y(16,t)=0; €20
A rezgést leird fiiggvény a 14. feladat megoldasénak (9) képlet alapjdn

. nxal nrz
)= —— ] sip ——.
y(z,t) ,?;:; (a,,cos m )sm m

{Megjegyezzilk, hogy y(z,t) jelen feladathefi alakjanak felirdsanal mar figyelembe
vettik a g(z) = 0 feltétell.) Az an egyltthaték a 14. feladat megolddsanak (8)
képlete szerint szamithatok, azaz

1 sle . mnx
Uy = g[ﬂ Hz)sin Tﬁ—dx =

1y /51, arz 16 1 . AT
g(,[u FTsin —Ed:c +/;) (——5-:1: + 2)sin —Eﬁ_dz) =
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30. Parcislis differencidlegyenletek

1 10 2{1 10 T 20 Ty
g -——cos + ey +—-—-cosn + 2 25111112)_
. ha n = 2k, ke N,
smn _1 g, . £
F—1Y%7 han=2k—-1, ke ™,

fgy a keresett megoldds:

o
_ el 8 (2k — Umaty , (2k— 1w
ylz, ) = kz ; ((._1) + CTym cos o )sm T

24. A hiir rezgését leird fiiggvény:
o0
y(z,t) = z (b sin nat) sin nz,
n=1

ahol ¢ = \/g és nab, a sinz figgvény n-edik Fourier-egylitthatbja. Mivel a sinz
fiiggvény Fourier-sora Snmagaval egyenld, ezért aby = 1 és nab, = 0, ha n > 1; tehdt

y(z,t) = (% sin at) sin z.

25. Jelslje y(z,t) & rezgést leirs figgvényt!
a) A kezdeti feltétel:

y(z,0) = f(z} és Wz, 00=0; 0<z<4,
ahol
z, TThal<z<1
flz)=4{-z+2, halLz<2
0, ha?< z < 4.

A peremfeltétel:
y(0,8) = y(4,t)=0; £2>0.

b} A rezgést leir6 fuggvénysor:

0= 3 (e ) (- ) s 5

26. A megoldds a 14. feladat megolddsiban szereplé (9) képlet szerint

N= wad nal nT
y(z, 1} = Z (a,, €os -3—) sin —

. n=1 3
alaki, ahol 2 = \/; = 2 és ay, 2 (B) szerint szédmithats, figyelembe véve, hogy
T, hat <z <,
fley=4q m, haw <z <2m,
~2 4 3r, ha2r <z <3r.
Az integrilds elvégzése utdn:

ay = (:2 sin —3—) (1 + 2 cos —315)

30.11



30. Parcidlis differencialegyenletek

27.

28.

29.

fgy a rezgést leird fliggvénysor:

iz, t) = ’i ((-3—2 sin 233) (1 4+ 2cos 1—?) €os Z;—t sin %

Igazothaté, hogy y(=,t) eleget tesz az
iz, 1) — o yle(2,1) = 0
parciglis differencislegyenletnek, valamint. az
yo,)y=y(l,t)=0 20
peremfeltételeknek és az
y(z,0) = flz), w(z.0)=g(z) 0<z<!

kezdeti feltételeknek. Tehat a rid longitudindlis rezgéseit a mindkét végén befogott
hitr rezgésénél targyalt pareialis differencidlegyenlet-tipus irja le. {gy a megoldis:

! +

x. nrat arai nrz
i = y €05 —— + by sin —— ] si
¥(z,1) ﬁgl( n T + bp sin 7 ) n

ahol az @, és by, egylithatok a (8}, illetve a (12) képlettel szamithatok ki.

A keresett figgvény az elozé feladat szerint (az yi(2,0) = g(z) = 0 feltételt figye-
lembe véve):

oo
y(z,t) = Z {an cos nV/3t)sin nz,
n=1

ahol
{6, ha n péros,
ap = ¢ _8

P ha n pératian.

Tehit a megoldds

oG 8 .
y(z,1) = g (mcos(% -1 )\/ﬁt) sin{2k — 1)e.

Az y(z,1) = 0 figgvény megoldisa a feladatnak. A tovabbiakban feltehetjiik, hogy
ylx,t) # 0. A megolddst y(z,1) = X (z)T{(t) szorzatalakban keresve, a vizsgdlt par-
cislis differencidlegyenlet behelyettesités utdn a ksvetkezd alaki lesz:

X{z)T'{t) = (—:gx"(a:}T(:).

Mivel y(z,t) # 0, ezért az R2-nek van olyan W részlarlomdnya, ahol y{z.f) # 0.
Ezen a tartomanyon a vizsgall egyenlet ekvivalens a kavetkezd egyentettel:

X"(z) _ azT'(f)

X(zy ~  T(t)
Mivel ezen egyenlet bal oldala csak z-181, jobh oldala pedig csak £-16] fitgg, eadért
az egyenltiség csak tgy dllhat fenn a W tartornany minden pontjira, ba az cgyenlet

mindkét oldalin 316 kifejezés ugyanazzal a A konstanssal egyenld. Ezért egyenletiink-
bél a kovetkezo két kbzbnséges differencidlegyenlet adodik:

X"z)- rX(z}=10,

36.12



30. Parcidlis. differencidlegyenietek

30.

T(1) - 5T() = 0.

Ha A = 0, akkor X(_x) = bz + ¢ és T(t) = d, ahol b,¢ és d valés szamok. Ebben az
esetben tehdt

¥z, t) = Az + B,

ahol A=bd és B = cd.

Ha A > 0 65 igy A = k% valamely k& > 0 valds szdmmal, akkor a két kozbnséges
differencislegyenlet a kovetkezd alaki:

X"(z) - K X(z) =0,

! k?
T(t) - =Tt =0
Ezek &ltalinos megolddsa:
X(z) = beF® 4 ce™*2,

illetve
£-2i
T{t) = dea?.

Ebben az esetben tehdt

,‘2
wzat) = (Ae*® 4 BeF0)e'

ahol A =bd és B = cd.
Ha A < 0, azaz A = —k? valamely pozitiv k-val, akker a két kiszénséges differencia-
legyenlet:

X"z)+ k2 X (z) =0,
L2
(1) + ;-Z—T(t) =0.
Ezek 4ltalinos megolddsa: -
X{z}=bsinkz + ccoskz,
illetve

_kzg
T(t) = de” a%.

Ebben az esetben tehdt

§2
ylz,t) = (Asinkz + B cos ka:)e—?g,

ahol A = bd 6s B = cd. Lathat6, bogy a W tartoményon megoldésként adéds
fuggvényck az R2.cn is megoldisai a parcidlis differencidlegyenletnek.

A 13. feladat megoldasdhoz hasonléan megmutathato, hogy a feladatbeli parcialis
differcucialegyenlctuck az eldzs feladat szerinti megoldésai koztl csak a A < @ esethez

{ariozé
k2

y{r,t) = (Asinkz 4+ Hcoskz)e o

3813



30. Parciilis differencidlegyenietek

figgvény teljesiti a peremfeltéteieket, s ez is csak a B = § feltétel mellett, azaz, ha
y(z,t) a ktvetkezd alaki:

. L

y(z,t) = (Asinkz)e oF .

Megjegyezzlik, hogy az A = 0 vélasztissal az y(z,t) = 0 trividlis megoldds ad6dik. A

2
0 =y(l,t) = (Asinkl)e” ¥ peremfeltétel pedig akkor & csak akkor teljestil minden
t-re, ha sinkl = 0, azaz kl = nr valamely pozitiv egész n-re. fzy a feladat (n-t61 is
figgd megolddsai):

¥n (21 t) = (an sin ?) e—(%}zt.

Mivel a feladatbeli parcidlis differencislegyenlet homogén, ezért az
X, . nTT __.(na' )2i
'y(I,t) :Ygl(ansm -—I——)e Ta . (15)

fliggvény is megolddsa a parcidlis differencidlegyenletnek. Kénnyen ellendrizhetd,
hogy a most definislt y(z,t) fiiggvény kielégiti a peremfeltételeket is. Igy ez adja
a feladat megoldssat. 7

31. A megoldsst y(z,t) = v(z) + w(z,t) bsszeg formdjiban keressik, ahol a v fliggvény
csak az z helytsl fugg. Vélasszuk v-t és w-t Ggy, hogy killon-killon kielégitsék az
¥i(z,1) — 9, (=,2) = 0 parcislis differencislegyenletet. Behelyettesitve a parcidlis
differenciéjegyenletbe v-t & w-t, a kivetkezd differencidlegyenletek adddnak:

1 1
0= E'u"(z), illetve wi(z,1) = d—zwgz(z, ).

Az els6 differencislegyenlet megolddsa: v(z) = Az + B, ahol A & B valés szémok.
Az A 6 B integriciés dlland6kat dgy vilasszuk meg, hogy v-re a peremfeltételek
teljestiljenek, azaz v(0) = y; 65 v(l) = y3 legyen. Ekkor yy =B és y2 = Al £ B, me-
lyekbdl B=y &5 A= l?il‘i’l adédik. A differencidlegyenletet és a peremfeltételeket
kielégits fliggvény tehat

v(z) = yz—-;-y—]z + 1. (}6)
A w(z,t) fuggvény meghatdrozisindl a w(0,1) = y(6,t)—v{0) =y —y1 =0,é 2

w{l,ty = y(l,)—v(l)=y2—y2=0 peremfeltételeket kell figyelembe venntink. fey
az el6z6 feladat (15} képlete szerint

o0
w(z, )= 3 (ansin “F0)e BV amn
n=}
A feladat megoldisa tehat:
o0
y(z.t) = y_zT_Iilx +49+ E (an sin ET{—z)e"("TrT)?t. (18)
n=1

32. A 30. feladat megoldasinak (15) képlete szerint a parciglis differencislegyenletnek a
peremfeltételeket is teljesitd megoldésa

[» o]

y{mv t) = Z (ﬂn sin Pﬁ)e_(%}zt.

n=1 {
30.14



30. Parcialis differenciglegyenletek

Ahhoz, hogy ez a fuggvény eleget tegyen a kezdeti feltételnek is, teljesiilni kell az
alabbi egyenléségnek minden z € [0, ff-re:

OG
, BAT
fiz)= gan sin ——.
Az egyenldség jobb oldaldn annak a 21 szerint periodikus paratlan figgvénynek a
Fourier-sora alt, amely figgvénynek a [0, ] intervallumra vald leszikitése megegyezik
az f figgvénnyel. Igy az ay egyiitthatok ennek a filggvénynek Fourier-egyitthatdi,
azaz a 14. feladat megolddsinak (8) képlete szerint

tn = %j: f(z)sin

A feladat megold4sa tehdt az ezen egytitthatdkkal felirt, a 30. feladat megold4sdban
szerepld (15) képletnek megfelels

nT

Izd:c. :

o0
., RTTY _fn=x 21
y(z,t) = ngl (a,, sin —— )e G5 (19)
fiiggvénysor, feltéve, hogy ez a [0,1] intervallumon konvergens.

33. A a1.feladat szerint a parcidlis differencislegyenletnek a peremfeltételeket is teljesits
megolddsa:

y(z,8) = v(z) + w(z, 1},
ahol ({16) és (17) szerint) B

[o.v]
v(z) = 2 I N by, wet)=Y, (an sin ?%E)e'(%)zi.
ne=l

Az y{z, ) figgvény akkor és csak akkor teljesfti a kezdeti feltételt, ha w(z,t) (amel-
lett, hogy megold4sa a feladatbeli parcidlis differencidlegyenletnek a w(0,t}=0,
w(l,t) = 0 peremfeltéteiek mellett) teljesiti a kttvetkezd kezdeti feltételt is:

w(z,0) = y(=,0) — v{z) = f(z) —v{eg); 0<z<l

fgy az el6zd feladat megolddsinak (19) képlete szerint a w(z,t) fenti alakjiban sze-
1eplé a, egyltthatok az f—v fiiggvénynek az egész szdmegyenesre {2 kordbban leirtak
szerint) valé kiterjesztésével keletkezett, 2! szerint periodikus és pératlan fiiggvény
Fourier-egytitthatdit jelolik. A megoldas tehdt a (18) szerinti

o0
wot) = B8ty + Y (o sin TE) e
n=1 -

fiiggvény, ahol
9

4n =3 A (f(:c) -4 _1‘ N, yg) sin E;-idz. {20)

34. A megoldds a 32. feladat megolddsanak (19) képlete szerint

X . nrz —[BX Zt
y(?ft)_-‘-‘,fg}(ansm—ﬁl—)e (ovs’ ,
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35.

36.

37.
38.

ahot az a, egylitthaték (a 23. feladat felhaszndldsdval) a kovetkezdk:

], ha n =2k ke NF,
W=V g, han=2%k-LEeNY.

fgy 2 megold4s:

ylz, t) = 50: ((_1)k+l 8 sin (2]6 - l)wz)e_‘(&ﬁ%’:lgt.

= (2k - 1)%a2 10
A 18, feladat felhaszndldsival:
. :{o, . han =2k, EeNT,
Prevavyel han=2k-1, ke Nt
Ezért a megoldss a kovetkezd alakba frhaté:
had - 2
wot) = 2_:1 ((2’:— 1)(4,513 F_3)r = 2 1):5) IR,

y(z,t) = £ + e tsinz,

wz,t) =z + ey (zﬁﬁsin(?k_ - Uz
Helyezziik el a rudat az zy-sikbeli derékszigd koordindta-rendszer z-tengelyén. A rid
keresztmetszetének nagysiga a vizsgilat eredményét nem befolyssolja, ezért a rudat
azonosithatjuk a [0,] intervallummal. A rid egyes pontjainak az id&ben vilitozé
hémérsékletét kétviltozds

y=y{z,t); 0zl t20

) e~ (k1%

filggvénnyel lehet megadni, amelyben z a széban forgé pontnak az origétél valé
tavolsagat jelsli, a ¢ pedig azt mutatja meg, hogy mennyi id6 telt el a megfigyelés
kezdetétsl a vizsgalat iddpontjdig. A ¢ = 0 iddpillanatban fenndlls hémérséklet-
eloszl4st valamely

¥z, 0)= f(z); 0Lz <t (21}
kezdeti feltétellel adjuk meg. Tovabb4, mivel a vizsgilat kzben a rad mindkét végét
0 fokon tartjuk, érvényesek az

y(0,t)=0, y(L,t)=0; t20 (22)

peremfeltételek is.
Hétani megfontoldsok alapjén keresendd az

.0~ Speia(,) =0

parabolikus homogén linedris masadrend[[ parcidlis differencidlegyenlotel kielégitd
azon y(z,t) Fﬂggvény, amely a (21) kezdeti fell.ete}nek és a {22) peremfeltételeknek
eleget tesz. Az ;!' homérsékletvezetési tényezd a E‘ hanyadossal egyenls, ahol A a
riid hdvezetési egylitthatéia, ¢ a fajhd, g pedig a rud anyaganak sfriisége. A keresett
fuggvény tehat (19) szerint
[>5]

yz, i) = z (a,, sin T) '(M)J

n=}
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39.

40.

41.

42.

ahol az @, egylitthat6k a (8) szerint szdmithaték, azaz
2 i . nAz
ap = Tjo f(z)sin sz'

Meg kell oldanunk az
W(@,t) ~ 3a(ert) = 0
parabolikus homogén linedris m4sodrendd parcialis differencidlegyentetet az
y(z,0)=sinz; 0<z<w

kezdeti feltétel és az
¥(0,t) =y(x,t)=0; t20

peremfeltételek mellett. A megoldds az el5z6 feladat szerint

o

wz,t) = Y (ansin nz)e~ (3",

n=1 i
ahol az a, egyltthatdk jelenleg a sin z filggvény Fourier-egytitthatsi (fgy @) = 1 és
an = 0, ha n > 2). A megoldis tehdt:

y(z,t) = (sin z)e"*'.

2
2k—)x
\ g -DLapr
a) y(=,0) = 55, ((ﬁ‘l“ﬁs sin(2k -~ 1)1'{'—)e ( e ) .
b) 9le,1) = oy (Z(-1)+ sin 22 ) e,
Meg kell oldanunk az .
ye(z,t) - a_zygz(z7t) =0
parabolikus homogén linedris mésodrendtf parciglis differencidlegyenletet az
W0,y =pi, yhit)=y2; t20
peremfeltételek és az
Y2, 0)=f(z); 0Lz <

kezdeti feltétel mellétt, ahol f a {0,1) intervallumon felytonos és korldtos fuggvény.
A megoldds a 83. feladat szerint y(z,1) = v{z} + w(z,t) alakd, ahol

- & . nmE nr2
”(z) = E'Z‘Tg'l'z + ¥1, w(z,t) = Z (an sin T)e—(T“-) t;
n=1
az ut6bbiban az a,-ek az f—v fliggvény szokdsos kiterjesztésével keletkezett 21 szerint
periodikus paratlan fiiggvény Fourier-egylitthatoi. Tehat ({20) szerint)

2 f! - .
= jo (f(:n)_‘- 22__1_213 - y;) sin m:—_zd:c.

Az yi(z, 1) — ¢ (2, 1) =0 parcislis differencislegyenletnek azt az y(z,?) megolddsat
keresstik, amuely eleget tesz az y(0,t) = —120, y(10,¢) = —20 (¢ > 0} peremfelté-
teleknek és az y(z,0) = 6 (0 < = < 10) kezdeti feltételnek. A megoldds az elfzd
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30. Parcislis differencislegyenletek

feladat szerint y(z,t) = v(z) + w(>,t) alaki. Esetiinkben v(z) = 10z — 120. Ekkor
f(z)— v(z) = 120 — 10z, és igy

ty = mr(12+2( Y,
Tehat

= 120 ATEY (nxy-?
= —_ 1 el - 1’1+1 N (Tﬁ} ‘.
¥z, 1) = 10z 20+,§1(’”’(12+2( 1) sin Je
43. Esetlinkben az
y;(:r,t) - y;:’::(z:i) =0
parcialis differencidlegyenletnek ast az y{z,?) megoldasit keressitk, amely eleget tesz
az ¥(0,2) = 0, y(10,t) = —1 (¢ 3 0) peremfeltételeknek, & az y(z,0) = 100 (B <z <

10) kezdeti feltételnek. A megoldas a 41. feladat mintéjara: y(z,t) = v(z) + w(z,?)
alakd; esetlinkben

1 . nrr __(mt 2
= = é = in —— o)
v(z) wz és  w(z,t) 3=1 (an sin 0 )e ,
ahol (2 33. feladat {20) képletének felhasznaldsdval)

2 it 1 nrE -2 han péros
n= — 100 + ) sin vdz = | 1B :
“ m]a (100 + gga)sin ~p5dz {éﬁ";? ha n paratlan.
44. Megoldandé az
yi@ - ygz(zat) =0

parcislis differencidlegyenlet az y(0,t) = 10, y(10,#) = 10 {¢ > 0) peremi¢itételek
és az ¥(z,0) = 2z — 10 (0 < 5 < 10} kezdeti feltétel mellett. A megoldds a 33.
feladat szerint y(z,t) = v(z) + w(z,t) alaki. Esetiinkben v(z) = 2z — 10, és ezért

f(z) - v(2) =0 (0 < = < 10), azaz w{z,t) = 0. A feladat megoldisa tehit:

y(z,t) = vz} = 2z — 10.

45. ufz,y) = 0 megolddsa a feladatnak. fgy a tovabbiakban feltehetjitk, hogy u{z,y) £ 0.
A megoldast u(x,y) = X{z)Y(y) szorzatalakban keresve, feltehetjik, hogy R?%-nek
van olyan W résztartomdnya, ahol u(z,y) # 0. Ezen a tartoményon a kétdimenzids
Laplace-egyenlet ekvivalens a ktvetkezd egyenlettel:

Y'y) __X'(x)
Y(v) X{=)
Mivel ezen egyenlet bal oldala csak y-tdl, jobb oldala pedig csak 2-t6l flgg, ezért van

olyan A valés konstans, hogy az egyenlet mindkét oldala egyenl§ A-val. Ez az ¥ (y)-ra

és az X(z)-re a kovetkezs koztnséges mdsodrendi differencidlegyenletek teljesiilését
jelenti:

Y'(y) - AY(y) =0

XNz} + AX(z)=0.
Ha A =0, akkor Y{y) = Ay + B és X{z)} = Cz + D. Ekkor
u(z,¥) = {Ay + BY{Cz + D).
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30. Parcialis differencidlegyenletek

46.

Ha A > 0,ésigy A = E? valamely pozitiv k szimmal, akkor a fenti kiztnséges
differencislegyenietek a kisvetkezd alakba irhatok:

Y'(y) - K2¥(g) =0

P

e% X"(z) + K*X(z) = 0.
Fzek 4ltaldénos megolddsa:
Y(y) = AetY 4 : P
illetve
X(z)=Csinkz 4+ Dcoskz,

Ebben az esetben tehit
w(z,y) = (At ¢ Be *¥)(Csinkz + D cos kz).

Ha A < 0,azaz A = —k? valamely pozitiv k-val, akkor az Y(_y)-ra. és az X (z)-re felirt
fenti kozonséges differencidlegyenietek a kovetkezd alakdak lesznek:

Yy + Y (y) =0

és
X"z)- k¥ X (=)= 0.

Ezek 4ltaldnos megoldisa:
Y(y) = Asinky + Bcosky,

ifletve
X(z) = Ce** + De™F*,

Ebben az esetben tehit
u{z,y) = (Asinky + Bcos ky)(Ce* + De~k7y,

Konnyen ellendrizhetd, hogy mindhdrom esetben az u(z,y) figgvény megolddsa a
kétdimenzios Laplace-egyenletnek nemcsak a Wen, hanem R%.en is. Ha ezen esctek-
ben a konstansok mindegyikét nulldnak vélaszijuk, akkor az u(z,y) = 0 megolddshoz
jutiink, ezért a tovibbiakban a feladatbeli parcislis differencidlegyentet megolddsait
tekinthetjilk ezen utébbi hirom alak valamelyikének megfeleld formédban, tefszdleges
A, B, C és D paramélervilasztast megengedve.

Az el6z0 feladat szerini a kétdimenzids Lapla.ce—e%:venlet megolddsa vagy

w(z,y) = (Ay + B)Y(Cz + D), vagy u(z,y) = (Ae¥ + Be~*0)(Csin kz + D coskz),
vagy

u(z,y) = (Asinky + Deos ky)(Cek‘c 4+ DPet*) alakd. Mivel az u{z.y) = 0 fiiggvény
megolddsa a feladatuak, ezért a tovibbiakban az ettdl kiilonbtiz6 megoldasokat ke-
resstk, és igy feltehetjitk, hogy C # 0 és D £ 0. i

Fgy u(z,y) = (Ay + BYCz + D) fuggvéuy akkor és csak akkor teljesiti az w(z.0} =
u(z,b) = 0 feltélelt minden = € [0,a}-ra, ha A = B = 0, azaz, ha u(z,y) = 0. Ez
viszout cllentimondds.

Hasonldan, az u(z,¥) = (AR 4 Bem*¥)(Csin kz + D cos kz) figgvény akkor és csak
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47.

48.
49,

akkor teljesiti az elobbi feltételt, ha A = B = 0, azaz, ha u(z,y) = 0. Ez ismét
ellentmond az u{z,y) # 0 feltételnek. '
Vizsgaljuk meg a harmadik esetet. Tegyiik fel, hogy az
u(z,y) = (Asinky+ B cos ky)(Ce*® + De*%) teljesiti az u(=, 0) = u(z,b) = u(0,y) =
0 feltételt minden z € [0, 4] & y € {0,5] esetén. Akkor B = 0 (tehst feltehetd, hogy
A #0), D = —C & (A # 0 miatt) sin kb = 0, azaz kb = nx,n € N*. Ekkor minden
n-re az = (E. o8 P\ si —TY
un{z, ¥} = ( n 5 —b—) sin —=
faggvények a kétdimenzi6s Laplace-egyenlet azon megoldssait adjik, amelyek eleget
tesznek az u(z,0) = u(z,b) = u(0,y) = 0 feltételeknek is. Mivel a vizsgdlt parcislis
differencidlegyenlet homogén, ezért az

o0 oo
u(z,y)= Y un(z,9) = by (E,, sh F—%—{) sin %y (23)
n=1 n=l1

faggvény is megolddsa a Laplace-egyenletnek, és teljesiti az el6bbi feltételeket is.
Hatdrozzuk meg az Ey egytitthatokat dgy, hogy az imént definidlt u(z,y) fiiggvény
teljesitse az u(a,y) = g(y) (6 < y < b} feltételt is. Ehhez fenn kell dllni a

) = nray ., nry
g(y) = u(a! y) = “gl (En sh T) Sin T
egyenldségnek, melynek jobb oldala gy tekinthetd, mint annak a 26 szerint periodi-

kus pératlan figgvénynek a Fourier-sora, melynek a [0,b] intervallumra val6 leszki-
tése egyenld a g fliggvénnyel. fay

2 b nay
= e in ——dy.
Eq boh EEE fﬂ g(y)sin —=dy (24)
Ebbé&l E,-t kifejezve és a (23)-ba beirva adadik feladatunk megolddsa.
had nTEy , BTy
'tl.(?:,‘y} = ngl (En sh T) Sin T (25)

Az elGzd feladat megolddsénak (25) képlete szerint

1

2 nwy 2ty
E=———-—ftsin———-d = —(1-(-1)") =
" shl'i—"i b 2 Y mrshi’il( =%

I

{ M:h—t“g,—,-,—, ha n pératlan,
0, ha n péros.

fgy a feladat megolddsa (a (25) képlet szerint):
4ty (2n—ljrzy . {Zn—1l)xy
sh sin .
{2n— 1}z sh —(—r)—a 2n-A)x 2 ) 2
u(z,y) = (;ﬁl—,; sh ::) sin y.
u(z,9) = Lohmt ((— 1yt _—sh mca:) sinnry.

(e, = 3 (

n

o0
=I

50. u{z,y)=0.
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51. u(a:,y) = Zgo=1 (mmsh&n - 1)1!'2:) sin(‘Zn— l)ﬂ"y.
52. Az feladat elftti sz8veghen szerepld képlet szerint a feladat megoldédsa:

=¥
u(z,y) = z (F,, sh % sin 27—2'-{,
n=1

ahol 2
Fyshnr = / flz)sin Mz =
] 2
fi 2 8in e dz +f2 {—z + 2)sin Ly
] 2 1 2

_ ;23?1-, han=4k+1,
- -;,‘3;,, ha n = 4k — 1.

fay

B e 1 (dk+ Lyzyy . (4k+ Dmz
u(x,y)“ﬁ(g((4k+l)2sh(4k+l)ws % )sm 5 -
— 1

) ((4k 1% sh(dk— D

n=1

sk —Dayy . (4k—)r
{ . ﬁy)sm( . 15':13)

53. ulz,y) =T ass (;;Fzm(gn%g + ﬁljr)sh‘zny) sin2nz.
54. wa,9) = T2 (priyronaesays S(2k - Lry) sin(2k — 1)ra.

55. u{z,¥) =Y, (m}m sh(2k — l)rry) sin{2k — 1)wz.
56. u(z,y) = 0% (Fnshnay)sinnrz, ahol

-—;2,;, ha n péros,
Fushnr = ;;54;3‘1--“27, han=4k + 1,
~r+&, han=4k-1
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