GYAKORLO FELADATOK AZ ELSO ZARTHELYIHEZ (ALGEBRA 1)

(1) Mutassuk meg, hogy tetszSleges G csoport tetszéleges a és b elemeire igazak az
alabbiak!

0((1) =0 bil@b)?
o(ab) = o(ba);
Ry — ol .
(a ) " In.k.o.(k,0(a))’

Ha ab = ba, akkor o(ab)|kn.k.t.(o(a),o(b));
Ha ab = ba és In.k.o.(o(a),0(b)) = 1, akkor o(ab) = o(a)o(b).

(Megoldas (1.1): Hao(a) = n, akkor a”™ = e, és ezért (b~ 1ab)" = b~ tabb~tab---b~1ab =
b='a"b = b'eb = e. Igy o(b™ 1ab) < o(a) Ha o(b~tab) = m, akkor e = (b~ tab)™

b~labb~tab---b7tab = b~ 'a™b, amib6l e = beb™' = a™ adodik. Ezért o(a ) g
o(b~tab, ami az el6z6 egyenlstlenséggel egyiitt a o(a) = o(b_lab) egyenlgséget ered-
ményezi.

Megoldas (1.2): Ha o(ab) = n, akkor (ab)" = e és ezért (ba)"™' = b(ab)"a =
bea = ba, és ezért (ba)” = e. Tehét o(ba) < o(ab). Hasonloan igazolhatd, hogy
o(ab) < o(ba). Igy o(ab) = o(ba).

Megoldas (1.3): Legyen o(a) = n. Jeldlje d = In.k.o(o(a),k) = (n,k). Akkor
ola) = n = dn' és k = dk'. Megjegyezziik, hogy ekkor In.k.o.(n/,k') = 1. Igy
% =2 = /. Jelolje m = o(a*). e = (a*)™ = a"™ akkor és csak akkor
teljestil, ha o(a)|km, azaz n|km. Ez azt jelenti, hogy dn'|mdk’, mert n = dn’ és
k = dk'. Ez azzal ekvivalens, hogy n/|mk’. Mivel n’ és k' relativ primek (azaz
In,k,o.(n', k") = 1), ezért az n’'|mk’ akkor és csak akkor teljesiil, ha n'|m. Az ilyen

m-ek koziil a legkisebb n/. Tehat o(a*) = n’ = %

Megoldas (1.4): Legyen o(a) = n, o(b) = m. Jeldlje d = lk.k.t.(o(a),o0(b)) =
In.k.o(n,m). Akkor d = nx é¢s d = my. Igy (ab)? = (a™)*(b™)? = e, és ezért
d = to(ab), azaz o(ab)|d = lk.k.t.(08a), o(b)).

Megoldas (1.5): Jeldlje d = In.k.o.(o(a),o(b)). Legyen o(a) = n, o(b) = m. (ab)* =

e akkor és csak akkor, ha a® = b=*. Igy ™ = b™ = ¢ és b = a_”’“ = e.
Ezért n|mk és m|nk. Mivel m és n relativ primek, ezért n|k és m|k, amibsl mnl|k
kovetkezik. A legkisebb ilyen k egyenlé mn-nel. Tehat o(ab) = o(a)o(b).)

(2) Igazoljuk, hogy ha egy G csoport minden e-tél kiilonb6z6 elemének ugyanaz a
rendje, akkor ez a rend egy primszam!
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(Megoldas: Ha ez a kozos rend k és ez nem lenne primszam, akkor k elgéallna
k = nm szorzatként, ahol 1 < m,n < k. Igy tetszéleges ¢ € G, g # e elemre
e = (¢g")™ teljesiilne. Mivel m < k, ezért ¢" = e lehet csak, amibdl n < k miatt
g = e teljesiilne, ami ellentmondas. Igy k primszam.)

Mutassuk meg, hogy minden paros rendd csoportban van méasodrendi elem!

(Megoldés: Mivel e™! = e, ezért az (a,a™') parok kozott (ahol a # e) kell lenni
olyannak amelyben a = a~!, ami azzal ekvivalens, hogy a* = ¢.)

Igazoljuk, hogy egy olyan csoport, amelyben minden e-t6l kiilonb6z6 elem méasod-
rendd, sziikségképpen kommutativ!

(Megoldas: Tetszéleges a elemre az a® = e miatt a = a™'. Igy ab = (ab)™! is igaz
mindeb a és b elemre. Ezért ab = (ab)™! = b~ ta™! = ba.)

Mutassuk meg, hogy egy véges egységelemes félcsoportban egy elemnek akkor és
csak akkor van bal oldali inverze, ha van jobb oldali inverze!

(Megoldas: Legyen a’ egy a # e elem jobb oldali inverze. A végesség miatt af =
a**™ valamely k és m pozitiv egész szamokra, amely a* = a™a* forméaban is irhato.
Jobbrol szorozzuk meg a’-vel ezt az egyenletet k-szor. Azt kapjuk, hogy a™ = e.
Mivel m > 2, ezért a™ ! az a bal oldali inverze (és egyben a jobb oldali is).)

Adja meg egy C'(c0) = {a} ciklikus csoport a™ eleme altal generalt részcsoportjanak
indexét!

(Megoldas: Két elem a® és a¥ (z,y € Z) akkor és csak akkor van ugyanabban a bal
oldali mellékosztalyban, ha a=%a¥ € H, azaz n|ly — x, azaz © = y mod n. Ebbdl
kovetkezGen a mellékosztalyok szama |Z,| = n.)

Mutassuk meg, hogy csoportok direkt szorzata is csoport!

Mutassuk meg, hogy C(n) x C(m) akkor és csak akkor ciklikus, ha n és m relativ
primek!

(Megoldas: Legyen C(n) = {a} és C(m) = {b}. Jeldlje (e, f) a C(n) x C(m)
csoport egységelemét! Ha k olyan pozitiv egész, amelyre (a,b)* = (e, f), akkor
(a®,bF) = (e, f) és ezért o(a)|k és o(b)|k. Tehat k a o(a) és o(b) kozds tobbszorose,
akkor o((a, b)) az ilyen k-k legkisebbike, azaz lk.k.t(n, m). Ha o(a) = n és o(b) = m
relativ primek, akkor a legkisebb kozos tobbszoros = nm, ami a direkt szorzat
szamossaga. Ekkor az (nm elemet tartalmazo) direkt szorzat ciklikus, mert az nm
rendi (a,b) generalja. Ha m és n nem relativ primek, akkor lk.k.t.(n,m) < nm,



(9)
(10)

(11)

és ekkor (a,b) nem generalja a direkt szorzatot. Ekkor ugyanis {(a,b)} nm-nél
kevesebb elemet ad. Ez igaz az {(a”,b¥)} részcsoportra is. Tehét egyetlen egy
eleme sem generalja a direkt szorzatot. Igy az nem ciklikus.)

Mutassuk meg, hogy primszamrendi csoport ciklikus!

Mutassuk meg, hogy egy csoport akkor és csak akkor primszam rendt, ha pontosan
két részcsoportja van!

(Megoldas: Ha egy G csoport primszam rendi, akkor annak csak {e} és a G
a részcsoportjai a Lagrange-tétel miatt. Tegylik fel, hogy egy csoportnak csak
két részcsoportja van; ez az {e} és a G. Legyen a # e tetsz6leges elem. Akkor
{e} C<a >C G. A feltétel miatt < a >= G. Tehat G ciklikus csoport. Igy G egy
kommutativ egyszeri csoport, ami miatt G primszam rend ciklikus csoport.)

[gazoljuk, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha véges sok részcsoportja
van!

(Megoldas: Ha egy G csoport véges, akkor nyilvanvaloan véges sok részcsoportja
van. Tegyiik fel, forditva, hogy egy G csoportnak véges sok részcsoportja van. G
elgall ciklikus részcsoportjainak unidjaként (hiszen minden eleme benne van egy
ciklikus részcsoportban; az altala generalt ciklikus részcsoportban). A ciklikus
részcsoportok szama is véges. Mivel végtelen ciklikus csoportnak végtelen sok (cik-
likus) részcsoportja van, ezért ezen véges sok ciklikus részcsoportok mindegyike
véges. Ebbdl mar kovetkezik, hogy G-nek véges sok eleme van.)

Mutassuk meg, hogy ha G; (i = 1,...) olyan csoportok, hogy mindegyik részcso-
portja az eggyel nagyobb indextiinek, akkor U;c;G; részcsoport.

A (C\ {0};-) csoportban mely elemeknek véges a rendje?

(Megoldés: 1 = r(cosg + isin)” = r"*(cosny + isinng akkor és csak akkor, ha
r=1¢és np = kr, azaz p = Em. Itt tehat k/n tetszéleges racionalis szam.)

Mutassuk meg, hogy ha a véges GG csoport rendje n, és m olyan pozitiv egész szam,
hogy (n,m) = 1, akkor minden g € G elem esetén a g™ = e feltételbsl g = e
kovetkezik, tovabba az ™ = g egyenletnek minden g € G elemre pontosan egy
megoldasa van!

(Megoldas: Ha g™ = e, akkor o(g)|m. A Lagrange-tétel miatt o(g)|n, Igy o(g) az
n és m kozos osztoja. Mivel (n,m) = 1, ezért o(g) = 1, azaz g = e.



(15)

(16)

(17)

A masodik allitas bizonyitasa. (Ju,v € Z): un + vm = 1. Ekkor g = ¢g""t"" =
(") (g")™ = e*(g")™ = (¢")™ = 2™. Ha x és y is megoldas, akkor 2™ = y™ és igy

T = xun—i—vm — (xn)u(xm)v — (xm)v — (ym)v — ymvynu — yun-‘rvm — y)

Hatarozza meg a (Z;+), illetve a (Z,,; +) (m € NT) csoportok generatorelemeit.
(Megoldas: (Z;+) generatorelemei +1. (Z,,; +) (m € NT) generatorelemei mind-
azon k € Z,, elemek, amelyek m-mel relativ primek.

Mutassuk meg, hogy a (Q;+) csoportnak nincs véges generatorrendszere!

(Megoldas: Tegyiik fel, hogy a (Q;+) csoportnak van véges generatorrendszere:

moops
q1 Y qs
Feltehetjiik, hogy a nevez6k mindegyike pozitiv. Legyen P olyan egész szam,

amelyre P > ¢ ---q, teljesiil. Megmutathato, hogy % nincs benne a £t Bs

@’ gs
elemek altal generélt részcsoportban. Ha % benne lenne a %, ceey % elemek altal
generalt részcsoportban, akkor meg lehetne adni olyan aq, ..., o, egész szamokat,
amelyekkel

l:a1&+---+as&: 51p1+"'+5sps7
P Q s Qe s
azaz,

P(ﬁlpl—i_—i_ﬁsps):(h(h

teljestilne. Jol lathato, hogy a ¢ - - - ¢s szorzat egy pozitiv egész szam. Ezért
P<q--qs,

ami ellentmondas.

Igazoljuk, hogy egy G Abel-csoportban

(a) Hy(G) = {a*|a € G} részcsoport,

(b) A, ={a € Glo(a)|n} (n € NT) részcsoport!

(Megoldas: (a): a*b* = (ab)* miatt Hy(G)Hy(G) C Hy(G). Tovabba, (a*)~! =
(a1 és ezért (HL(G))™! C Hiy(G).)

(b): Ha a,b € A,, akkor o(a)|n és o(b)|n. Igy o(a)r = n = o(b)y. Tehat n a o(a)
és o(b) kozos tobbszorose. Mivel o(ab) = lk.kt(o(a),o(b)), ezért n az o(ab) pozitiv
egész szamu tobbszordse, azaz o(ab)|n.
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(18)

(21)

(22)

Mutassuk meg, hogy két részcsoport szorzata akkor és csak akkor részcsoport, ha
felcserélhetsk egymaéssal!

(Megoldas: Legyenek A és B részcsoportok. Akkor A2 = A, B> = B, a ! = A, és
B™! = B. Tegyiik fel, hogy felcserélhetéek, azaz AB = BA. Akkor (AB)? =
ABAB = AABB = A’B? = AB ¢s (AB)™! = B7'A™! = BA. Tehat AB
is részcsoport. Forditva, most induljunk ki abbol, hogy AB rézcsoport. Akkor
(AB)™' = AB, ¢sigy B"'A™!' = AB, ami BA= AB, mert A~' = Aé¢s B! = B.)

Mutassuk példat arra, hogy egy G csoport tetsz6leges H, K, L részhalmazaira
a HK = HL egyenl6séghdl nem kovetkezik mindig K = L. Viszont tetsz6leges
h € G elemre hK = hL-b6l K = L kovetkezik!

(Megoldés: GK = GL = G minden K # L részhalmazra. Ha h/K = hL, akkor
minden k£ € K elem esetén hk € hL, és igy hk = hl, amibdl az egyszertisithetGség
miatt k = [ € L kovetkezik. Igy K C L. Hasonloan adodik az | C K tartalmazas
is. gy K = L.)

Bizonyitsuk be, hogy ha H és K egy GG csoport olyan véges részcsoportjai, melyek
rendje relativ prim, akkor H N K = {e}!

(Megoldés: Legyen n a H rendje, m pedig a K rendje. Ha z € HN K, akkor o(x)|n
és o(x)|m (a Lagrange-tétel miatt). Mivel n és m relativ primek, ezért o(z) = 1,
azaz x a G csoport egységeleme.)

Hatarozzuk meg az alabbi GG csoportok megadott H részcsoportja szerinti bal oldali,
illetve jobb oldali mellékosztalyait!

(1) G=C(n)=<a>, H=1{a%} (dn). Pl. n =6 és d = 3.
(2) G=(C—{0};-) és H=(R—{0};")

Mutassuk meg, hogy (P(H); /) csoport, ahol P(H) jeldli egy nem iires H halmaz
Osszes részhalmazanak halmazat (azaz a H halmaz hatvanyhalmazat), a /A mtvelet
pedig a kovetkezGképpen van értelmezve: tetszéleges A, B C H részhalmazra

ANB=(ANB)U(BNA).

(Megoldas: Halmazelméleti azonossagokkal bizonyithaté az asszociativitas. A m-
velet kommutativ is. Mivel

PAA=ONAUAND) =0UA=A,



(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

ezért () a neutralis elem. Mivel

ANA=(ANAUANA) =00 =0,
ezért A inverze 6nmaga.)

Bizonyitsuk be, hogy ha H 2-indexti részcsoportja egy G csoportnak, akkor tetszd-
leges g € G elemre g* € H teljesiil, tovabba G\ H minden eleme paros rendii!

Megoldés: Mivel H részcsoport, ezért g € H minden g € H elemre. Nézziik meg,
hogy mi a helyzet a ¢ € G\ H elemekkell Mivel H 2 indext részcsoportja a G
csoportnak, ezért H normaélis részcsoport G-ben. Mivel H indexe 2, ezért a G/H
faktorcsoportnak 2 eleme van. Ebben H (mint egy osztaly) neutralis elem, G \ H
(mint a méasik osztaly) pedig olyan elem, melynek négyzete a neutralis elem G/ H-
ben, azaz (G\ H)(G\ H) = H a G-ben. Tehat minden g € G\ H elemre is g> € H.
Igy ¢> € H minden g € G elemre teljesiil. Az el6z6 részbdl mar kovetkezik az is,
hogy ha g ¢ H, akkor

947967' Yy 792k7' A
elemek mindegyike H-ban van. Mivel g ¢ H, ezért a

937957 A 792k+17 A
elemek H komplementerében vannak. Mivel az e neutralis elem H-ban van, ezért a
g elemnek csak valamely paros kitevGji hatvanya lehet egyenls a neutralis elemmel,
és ezért az ilyen kitevok koziil a legkisebb, azaz a g rendje is csak paros szam lehet.)

Mutassuk meg, hogy minden permutécié elGall paronként diszjunkt ciklusok szor-
zataként!

Bontsuk fel az (5234)(135)(437) permutaciot paronként diszjunkt ciklusok szorza-
taral

Oldjuk meg az (132)(25)m(457) = (26) egyenletet S;-ben!

(Megoldés: m = (25)71(132)71(26)(457)~! = (5316247).)

Bizonyitsuk be, hogy egy permutacié rendje megegyezik paronként diszjunkt cik-
lusaik hosszanak legkisebb k6z6s t6bbszorosével!

( Megoldas: Legyen o a ¢y, ..., ¢, diszjunkt ciklusok szorzatat. Ha e = 0", akkor
" mert diszjunk ciklusok egymaéssal felcserélhetGek. Az is igaz, hogy

m?

a ¢} altal mozgatott elemeket a tobbi n-dik hatvany fixen hagyja, ezért az utébbi

— n
e=¢cl--c
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(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

egyenldségbdl ¢! = e kévetkezik minden ¢ = 1,...m indexre. Tehat o(c;)|n minden
i-re, azaz n a o(c;)-k kozos tobbszorose. Ezek koziil a legkisebb a legkisebb kozos
tobbszoros. Tehat o(o) = lk.k.t(cy, ... cm).)

Mutassuk meg, hogy minden permutécié négyzete paros!

(Megoldas: Az A, alternald csoport az S,, szimmetrikus csoport 2 indexii részcso-
portja. Igy (a 23. feladat szerint) minden permutacié négyzete A,-ben van, azaz
minden permutacié négyzete paros.)

Mutassuk meg, hogy két paratlan permutacio szorzata paros, két paros permutécioé
szorzata péros, egy paros és egy paratlan permutécioé szorzata paratlan!

(Megoldas: Mivel a paros permutéciok az S, csoport 2 indexd A,, részcsoportjaban,
a paratlan permutéiciok pedig az A, részcsoport S,-beli komplementrében, ezért
A% = A, és (S, \ A,)? C A, miatt igaz a feladatban szereplé allitas.)

Mutassuk meg, hogy paratlan permutacio rendje péros!

(Megoldés: Alkalmazzuk a 23. feladatot a G = S, és a H = A,, csoportokra.)

Mutassuk meg, hogy minden transzpozicié paratlan permutécio!

(Megoldas: Egy transzpozicié két elemet cserél, a tobbit helyben hagyja. Mivel
két elem cseréje paratlan szami szomszédos elem cseréjével megvalosithato, ezért
az inverziok szama paratlan.)

Mutassuk meg, hogy egy permutaci6 akkor és csak akkor paros, ha elgall paros sok
transzpozici6é szorzataként!

(Megoldas: Tegyiik fel, hogy egy permutécié eldall paros sok transzpozici6é szor-
zataként. Akkor az els§ kettd szorzata paros, a harmadik és negyedik szorzata
ismét paros, ... , a két utolso szorzata is paros. Mivel paros permutaciok szorza-
ta péros, ezért az egész szorzat is paros permutacié. Ebbdl mar az is kovetkezik,
hogy pératlan sok transzpozicié szorzata paratlan. Igy igaz a feladatban szerepld
allitas.)

Mutassuk meg, hogy paros hossziisagu ciklus paritasa paratlan, paratlan hosszu-
sagu ciklus paritasa pedig paros!

(Megoldas: (1234...n) = (12)(13)---(1,n) és a transzpoziciok szama n— 1. Ebbdl

maér kovetkezik, mert egy permutécioé paritdsa megegyezik az elGallitasaban szerepls
transzpoziciok szamanak paritasaval.)



(34)

(35)

(38)

(39)

Mutassuk meg, hogy A,, az S,, csoport normalis részcsoportja!

(Megoldas: Mivel A,-nek az S,,-beli indexe 2, ezért A,, normalis részcsoport.)

Mutassuk meg, hogy (nem feltétleniil diszjunkt) ciklusok szorzata akkor és csak
akkor paros, ha paros sok péaros hosszuséagu ciklus van a szorzatban (persze lehetnek
benne egyéb ciklusok, amelyek paratlan hosszusaguak).

( Megoldas: Ha paros sok paros hosszisagu ¢y, . . . ¢a, ciklus szerepel a felbontésban,
akkor valamiszer ¢; paratlan, ahol valami vagy nincs ott, vagy ott van, de paratlan
hosszuak, és ezért ez paros perm. Hasonléan a ci-et kévetSk szorzata szor cy is
paratlan. Tehat a co-ig vett szorzat (beleértve co-t is, paros. A cy-ig vett szorzat
is paros, ... a cop-ig vett szorzat is paros. Ez még szorozva van a cop-t kovetd
paros permutaciok szorzataval, az egész szorzat paros permutacié. Ha paratlan
sok paros permutacié van benne, akkor cox-ig parost kapunk. majd innen a copi1-
ig paratlan. Ezért a cory1-ig (az elejétdl) paratlan. Ezt még a maradék péarossal
szorazva péaratlan permutéciot kapunk.)

Mutassuk meg, hogy ha H és K a G csoport normalis részcsoportjai és HNK = {e},
akkor hk = kh minden h € H és k € K elemre.

( Megoldas. h™'k='hk € HN K miatt h™'k~'hk = e, és igy hk = kh.)

Egy G csoport H részcsoportjat karakterisztikus részcsoportnak nevezziik, ha G
minden automorfizmusa (azaz énmagara val6 izomorfizmusa) H elemeit H-ba ké-
pezi le. Mutassuk meg, hogy egy G csoport minden karakterisztikus részcsoportja
normaéloszto.

(Megoldas: Mivel a G tetszéleges g eleme esetén f, : a — g 'ag a G egy au-
tomorfizmusa, ezért minden g € G és h € H elemek esetén g 'hg € H, mert
H karakterisztikus részesoport. Igy ¢ 'Hg C H, azaz H normalis részcsoportja

G-nek.)

Mutassuk meg, hogy ha egy csoportban egyetlen k-adrendi részcsoport van, akkor
az karakterisztikus részcsoport.

(Megoldas: Mivel egy automorfizmus egy k-adrendi részcsoportot egy k-adrendii
részcsoportra képez le, ezért az egyetlen k-adrendd H részcsoportot minden auto-
morfizmus H-ra képez. lgy H karakterisztikus részcsoport.)

Mutassuk meg, hogy egy csoport 0sszes maximalis részcsoportjanak metszete ka-
rakterisztikus részcsoport.



(40)

(41)

(Megoldas: Legyen M maximalis részcsoport, és o egy automorfizmus. Ha (M)
nem maximalis, akkor van olyan H részcsoport, melyre a(M) C H C G teljesiil.
Legyen K = o *(H). Ez részcsoport és M C H C G, ami ellentmondas. Tehat
«a maximaélis részcsoportot maximalis részcsoportba visz. EbbSl mar kovetkezik az
allitas.)

Mutassuk meg, hogy ha H részcsoport a G csoportban, akkor N = Nyeqg ' Hyg a
G csoport H-ba esd legb6vebb normalosztoja.

Mutassuk meg, hogy ha M és N egy G csoport norméalosztoja, akkor M N is nor-
malosztd G-ben.

(Megoldas: Mivel M és N olyan részcsoportok, amelyek egymaéssal felcserélhetdek,
ezért (a 18. feladat szerint) M N is részcsoport. Ha g € G tetszileges elem, akkor
g 'MNg=¢g 'Mgg"Ng C MN, mivel M és N normalis részcsoportok. Igy M N
is normalis részcsoport.)

Mutassuk meg, hogy ha egy G csoport generatorelemei egymésal felcserélhet&ek,
akkor G kommutativ.

Mutassuk meg, hogy ha N a G csoport olyan normalis részcsoportja, hogy N
izomorf C'(2)-vel és a G/N faktorcsoport ciklikus, akkor G kommutativ.

(Megoldas: Legyen N = {e,a} (a # ¢) és N/G = {e,gN, ¢>N,...,g*N}. Mivel G
minden z elemére x € ¢g'N teljesiil valamely t-re, ezért x eléall z = g'a alakban.
Tehat g és a generaljak G-t. Mivel N norm. részcsoport, ezért gN = Ng, azaz
g{a,e} ={e,a}g, amibdl ga = ag kovetkezik (ga = g nem lehet, mert akkor a = e
lenne, ami ellentmondés). Mivel a és g generaljak G-t és a felcserélhetd g-vel, ezért
G kommutativ.)

Mutassuk meg, hogy ha a G/Z(G) faktorcsoport ciklikus, akkor G Abel-csoport.

(Megoldéas: Mivel G/Z(G) ciklikus, ezért van olyan a € G, hogy G/Z(G) =
{aZ(G)}yen. Igy G minden g és h eleme el6éll g = a"x és h = a*y alakban, ahol
x,y € Z(G). Ekkor kh = a"za*y = a*ya™xr = hk. Tehat a G csoport kommutativ.

Mutassuk meg, hogy egy G csoporton a kiovetkezSképpen definialt = ~ y relacio
ekvivalencia-relacié: x ~ y akkor és csak akkor, ha van olyan g € GG elem, amelyre
a = g 'bg teljesiil.

Mutassuk meg, hogy g € Z(G) akkor és csak akkor, ha g minden konjugaltja
onmaga, azaz a konjugaltsagi osztalyaban egyediil van.



(47)
(48)

(49)

(50)

Mutassuk meg, hogy minden elem centralizatora részcsoport.

Mutassuk meg, hogy egy a € G elemnek annyi kiilénbo6z6 konjugéltja van, amennyi
centralizatoranak indexe.

Mutassuk meg, hogy minden n-edrendd csoport izomorf az S,, szimmetrikus csoport
egy részcsoportjaval.

Tetsz6leges G csoport tetsz6leges g eleme esetén f, : a — g 'ag a G-nek au-
tomorfizmusa. Az ilyen automorfizmusokat bels§ automorfizmusoknak nevezziik.
Mutassuk meg, hogy tetszéleges G csoport esetén a GG bels6 automorfizmusainak
Inn(G) csoportja a G Gsszes automorfizmusabol allo Aut(G) csoportnak normaélis
részcsoportja, és a G/Z(G) faktorcsoport izomorf az Inn(G) csoporttal.

(Megoldas: Ha f, egy bels6 automorfizmus, ¢ pedig egy automorfizmus, akkor tet-
sz6leges a € G esetén ¢! fyp(a) = o (g7 p(a)g) = g e Hp(a))e ™ (g) =
(0 H9)) tap(g), ésigy ¢! f,p is bels6 automorfizmus. Tehéat Inn(G) az Aut(G)
normalis részcsoportja. A g — ¢, a G csoportnak az Inn(G) csoportra valé homo-

morfizmusa, melynek magja Z(G). Igy a homomorfizmustétel szerint G/Z(G) =
Inn(G).)
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