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1. BEVEZETES

Kalmar Laszlo Az dn. megoldhatatlan matematikai problémdkra vonatkozd kutatdsok alapjdul
szolgdlé Church-féle hipotézisréll] c. magyar nyelvii cikkében elsGsorban egy filozofiai allaspontot
céloz meg és ez ellen sorakoztat fel érveket a matematika alapjaira vonatkozo tételek segitségével.
A célba vett allaspont az agnoszticizmus, melynek konkrét mibenlétét eléggé homalyban tartja, am
a cikk soran kifejti, hogy 6 milyen alldsponton van, azaz mi az agnoszticizmus ellentéte. Kalmar
szavaival élve 6 olyan,

[...] aki meg van arrol gy6zédve, hogy az objektiv valésdgban megléve
torvényszertiségek megismerhetGek|...| [Kalmar56l 34. o.]

Erdekes észrevenni, hogy az ugyanezt a témat feldolgozo An Argument Against the Plausibility
of Church’s Thesigf| c. angol nyelvii cikkben az agnoszticizmus elleni érvelés nem szerepel, sokkal
inkdbb a Church-tézis és az kizart harmadik elve elleni érvként fogja fel munkajat. Abban a
cikkben ez a két hipotézis egyenrangt és csak egyetlen helyen utal arra, hogy kiilon bajai vannak
a megismerhetetlenséggel:

However, I do not agree in considering the really fundamental discovery of Church
as a discovery in the (absolute) limitations of the mathematizing power of Homo
Sapiens.[Kalmarb9l, p. 73]

Itt szeretném azonban megjegyezni, hogy abban az id6ben a matematika filozofidjat komolyabban
mivelSket mar nem az agnoszticizmus koriili kérdések foglalkoztattdk. Volt ugyan id6, amikor
Hilbert erésen kikelt az agnoszticizmus ellen, de annak az idgszaknak megvolt a sajatos hangulata:
azok a Godel-tételek megsziiletése el6tti és az intuicionista logika eléretorése utani évek voltak.
Godel eredményeit kovetGen méar Hilbert is latvinyosan hallgatott ezekrSl a nézeteirdl, s6t a
Grundlagen der Mathematikban megjelentette Godel és Church tételeit és ezek bizonyitasat. Az
Otvenes-hatvanas években a vita inkdbb a realizmus-antirealizmus ellentéte koriil zajlott. Egy
ilyen probléma volt példaul, hogy miként értsiik azt a sokszor hangoztatott kijelentést, hogy ,a
Godel-mondat igaz, de nem bizonyithatd”. Van-e valamiféle objektiv valosag, melyhez képest
a Godel-mondat igaz tud lenni, vagy ha nem, akkor legaldbb van-e olyan evidens kovetkeztetési
modszer, amely szerint a Godel-mondat igaz tud lenni. Kurt Goédel az 1951-es Gibbs-eldaddsdsban [
és Michael Dummett 1963-as cikkéber[] koriiljarta ezt a problémat és Kalmar Laszlo ebbe a
diskurzusba valoszintleg szivesen bekapcsolodott volna, ha lett volna erre lehetGsége. A magyar
nyelvii cikkében Kalmar egyfel6l megel6zte korat, amikor olyan filozofiai lehetGségeket talalt,
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melyek Godelnél és Dummettnél is felsejlenek, masfelsl azonban ldthatdéan nem tudott elszakadni a
dialektikus materializmus biivkorébdl annyira, hogy értékelheté matematikafilozofiai eredményeket
érjen el. Lathatoan olyan szalmabdbokkal kiizdétt, amiket a kor Kelet-Eurépajanak doktrinér
tudomanyfilozofiaja allitott szamara.

1.1. Az agnoszticizmus ellen, Godel tételeivel. Mint ismeretes Godel-tétele a Peano-
aritmetikira (és rekurziv bdvitéseire) vonatkozolag olyan T kijelentés létét allitja, mely
nem levezethet§ és nem is cafolhaté, feltéve a bizonyitas alapjaul szolgdldé axidomarendszer
ellentmondasmentességét.  Kalmar tobbszor, szinte undasig hangsilyozza, hogy egy ilyen
(bizonyitaselméleti értelemben) eldénthetetlenﬂ allitas 1éte nem igazolja az agnoszticizmust, azaz,
hogy soha nem tudjuk meg, hogy T igaz vagy sem. Szerinte ugyanis attol még, hogy a Peano-
aritmetika alapjan nem tudhatjuk, igaz-e T', még méshonnan rajohetiink. Kalmar ugyanis olyan
objektivista nézetet vall, miszerint az aritmetikidra vonatkozé allitasok a koriilottiink 1étezd vilag
targyainak tulajdonsagaibol absztrakcidival keletkeztek és ha az adott axiémarendszer elégtelen
ennek a tulajdonsignak a kifejezésére, majd mas axiéomarendszer alkalmas lesz.

Kalméar szerint az axiomak szakadatlan bévitésére van sziikség ahhoz, hogy a valodi aritmetikat
leirjuk. Erre eljarast is javasol. Szerinte az axiémarendszer konzisztencidjat kimondo6 allitas evidens
és tartalmas allitas, ezért ezt nyugodtan hozzavehetjiik az axiomarendszerhez. Es mivel kéztudott,
hogy a konzisztenciamondatbol kovetkezik a Godel-mondat, ez azonnal maga utan vonja a Godel-
mondat levezethetGségét is az j axiomarendszerben:

Azonban a GODEL-tétel bizonyitdsa az A axiomarendszer olyan A’ bovitését
adja meg, amely tartalmilag elfogadhat6, amennyiben az A axi6émarendszer
helyességében megbizunk; ugyanis A’ egyetlen egy 1j axioma hozzavételével
keletkezik A-bol és ez az Gj axidma azt mondja ki, hogy az eredeti A axiémarendszer
ellentmondéstalan.  (Természetesen ehhez a bdvitett A’ axiomarendszerhez a
GODEL-tétel szerint ismét van olyan T'(A’) itélet, amely A’-ben nem bizonyithato
be, sem pedig nem cafolhatd meg; de viszont létezik olyan még bdévebb A”
axiomarendszer is, amelyben ez a T(A’) itélet is bizonyithato, és igy tovabb.)
IKalmar56l 23. o.]

Egyfelsl tehat latjuk, hogy T nem abszolut eldonthetetlen probléma (ahogy az agnoszticistak
gondoljak), csak relativan eldonthetetlen, hiszen egy evidens axiomaval kibovitve levezethets az
1j axiomarendszerb6l. Masfel6l ebben a kérnyezetben nem fogunk talalni abszolit eldonthetetlen
problémat.

Abban Kalméarnak igaza van T nem abszolut eldénthetetlen. De abban nincs igaza, hogy a
konzisztenciamondat vagy 1" evidens. Ugyanis =7 akkor nem levezethets, ha a Peano-aritmetika
w-konzisztens. A Peano-aritmetika egy A’ bévitése akkor w-konzisztens, ha minden p(x) formulara
teljesiil, hogy

ha A"+ p(n) minden n-re, akkor A’ t/ (3z)(—p(x)).

5Godel kétféleképpen hasznélja az eldonthetSséget. Ha a Peano-aritmetika egy adott A’ bévitésében valamely
T formula az A’-bél levezethets vagy a tagadasa vezethets le, akkor ezt az A’ alapjdn eldonthetének nevezi. Ha

pedig valamely R(x1,...,x,) szamelméleti relaciohoz létezik olyan r formula, hogy ha R(z1,...,x,) igaz, akkor
r(T1,...,Ty,) levezethet6 és ha R(x1, .. ., z,) hamis, akkor r(Z7, . . ., T,) cafolhato, akkor az ilyen R-et eldénthetdnek,

sentscheidungsdefinitnek” nevezi. A cikkében csak primitiv rekurziv szidmelméleti reldciokkal foglalkozik, melyekrol
megallapitja, hogy eldonthetSk. [GAdel31l p. 609.]
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Marpedig egyaltalan nem igaz, hogy a Peano-aritmetikira mindig gy gondolunk, hogy az w-
konzisztens. Eppenséggel teljesen védhetd allaspont, ha olyan aritmetikat akarunk magunknak,
melyben vannak végtelen nagy szamok, ahogy teljesen védhetd alldspont az is ha végtelen nagy vagy
végtelen kis valos szdmokrol szeretnék beszélni, pl. a nemsztenderd matematikdban. Méarpedig
ezekben a rendszerekben éppenhogy van olyan p(x) predikatum, hogy

minden n-re A’ F p(n), de A"+ (3z)(—p(z)).

A Godel-tétel bizonyitasaban pedig éppen azzal tudjuk —7T levezethetetlenségét igazolni, hogy
feltessziik, hogy az axiémarendszer w—konzisztens.ﬁ] Mikézben egy nemsztenderd modellben éppen
az w-inkonzisztencia és —T igazsiga, ami evidens, azaz inkabb gondoljuk, hogy —T-t kéne
felvenniink 4j axioméanak (barmit is jelentsen az, amugy tokéletesen tartalmatlan —7" allitas).

1.2. Az abszoliut eld6nthetetlen probléma. A bizonyithatésdgrol Kalmar attér az
eldonthetdségre, pontosabban az eljaréssal kiszamithatosagra. Nem nyilvanvalo, hogy ezen mit
ért, de az vilagos, hogy Kalmar valamely az objektiv valosagban létezé aritmetikira gondolt és
ebben akarta véges 1épéssel eldonteni, hogy valamely &llitas igaz vagy hamis. (Akiknek ez sok, azok
gondoljanak az w-ra, ott sem nyilvanvalo, hogy ne létezhetne abszolut eldonthetetlen probléma.)
Mindenesetre Kalmar bekorlatozza az abszoltut eldonthetetlen probléma tulajdonséagait, oly médon,
hogy hasonlatos legyen a Godel-tételbeli relativ eldonthetetlen mondat tulajdonsigaihoz. Gédelnél
T egy univerzalis (Vy)p(y) alaka &llitas, ahol p(y) egy primitiv rekurziv formula (egyvaltozos
primitiv rekurziv szamelmeéleti relaciot reprezentalo, azaz eldonthetd relaciot reprezentalo formula).
Godel-tételének élesitése Kalmar szerint tehat a kovetkezd lenne. Egy abszolut elddnthetetlen
aritmetikai probléma olyan

(Vy)p(y)
alaka T allitas, amelyre az teljesiil, hogy

(1) minden y termeészetes szamra p(y) eldonthetd, de
(2) bizonyithato, hogy (Vy)p(y) (azaz T') nem eldonthetd.

Kalmar gondolatmenete a kévetkezs. Ha valamely m-re p(m) hamis lenne, akkor azt p(m)
eldonthetGsége miatt el is lehetne donteni. De ilyenkor p(m) eldéntése (Vy)p(y)-t is eldontené,
mégpedig a dontés eredménye az lenne, hogy 1" hamis. Ekkor viszont T eld6lt, tehat 7' nem lehet
hamis, mert akkor lenne olyan m, amire p(m) hamis, és T elddlne. Vagyis T' csak igaz lehet. De ez
utébbi bizonyitéasi 1épés szintén eldontotte, hogy T milyen, ami lehetetlen, lévén T eldénthetetlen.
T tehat se nem hamis, se nem igaz, ami viszont lehetetlen, azaz ilyen T nem létezhet.

Ez a gondolatmenet a formélis alapokra helyezett gondolatmenetébdl deriil ki. A nem formalisan
targyalt szakaszokban Kalmar a ,T csak igaz lehet” résznél tugy fogalmaz, hogy ez nem
ellentmondas, csak furcsasdg. Vajon milyen lehet egy olyan Allitas, melyrél tudjuk, hogy igaz,
de ez semmilyen véges eljarassal nem bizonyithatd. Kalméar legalabb haromszor jatsza el azt, hogy
ellentmondast is sejtet, de annak 1étét tagadja is.

Church-téziséb6l — ahogy azt Kalmar is tObbszor kihangsilyozza — nem elddnthetetlen
aritmetikai probléma, hanem eldonthetetlen aritmetikai problémasereg kovetkezik. Van-e adott
problémasémahoz egységes megoldd séma? Church valasza, hogy ilyen nem mindig van, ami
nagyon hiheté valasz és egybevag az intuicionkkal. Még ha lenne is minden egyes problémara

6|GBdel31, p. 609]
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megoldéas, vajon miért kéne, hogy létezzen altaldnos megoldoséma mely mindegyiket ugyantugy
oldja meg?

2. A 1) FUGGVENYES ARGUMENTUM.

2.1. Az érv formaja, analitikus filoz6fiai munkamddszer. A két cikk kozponti részén
helyezkedik el az az argumentum, amelyet a hirhedt ellenpéldaként emlegetiink. Kalméar érve
paszentosan koveti az analitikus filozofia egy jellegzetes érvelési séméajanak forméajat, éspedig a két
(vagy tobb) premissza esetén végigvitt redukcié ad abszurdum modszerét. Erre a legegyszertibb
példa a hazug antinomidjanak alkalmazasa a koévetkez6 két premissza esetén:

1. minden kijelent6 mondat vagy igaz vagy hamis, de egyszerre mindketté nem lehet
(kétértékiség elve), és

2. egy kijelentd mondat akkor és csak akkor igaz, ha az, amit allit, a valésaghan is gy van
(Arisztotelész korreszpondencia elve)

Az Ez a mondat hamis.” mondat elemzésével kimutathatd, hogy a két premissza nem teljesiilhet
egyszerre. Viladgos, ha az ,Ez a mondat hamis.” igaz, akkor 2. miatt az van, amit allit, azaz hamis,
ami ellentmond 1.-nek, ti., hogy egy mondat nem lehet egyszerre igaz is és hamis is. Ha az ,Ez a
mondat hamis.” hamis, akkor megint 2. miatt annak az ellenkez&je van a val6sagban, mint amit
allit, vagyis a szoban forg6 mondat igaz, ami szintén ellentmond annak, hogy egy mondat nem
lehet egyszerre igaz is és hamis is. De 1. miatt mas eset meg nem lehet, ezért a két premissza
Osszeférhetetlen, egyiitt ellentmondéasos elméletet alkotnak.

2.2. A premisszak. Kalmar premisszai a kovetkezék. Tegyiik fel

(T) a kizart harmadik elvét és

(C) a Church-tézist.
(T) tehat azt mondja, hogy nincs olyan allitas, mely se nem igaz, se nem hamis, (C) pedig azt,
hogy a kiszamithato fliggvények az altalanos rekurziv fiiggvények.

2.3. Az érv. Kleene mutatott példat olyan p(z,y) kétvaltozos szamelméleti fiiggvényre, mely
kiszamithato (&ltalanos rekurziv fiiggvény, de ilyen primitiv rekurziv ill. elemi aritmetikai fiiggvény
is van), de amire a

def
(x) = (py)le(z,y) = 0]
fiiggvény nem altalanos rekurziv. Itt p a Kleene-pu-operacio, azaz

0, {z | p(x)

(o) = {miﬂ{w . Lol 20

Ha n olyan szim, melyre

(1) van olyan y, hogy ¢(n,y) = 0, vagy

(2) van olyan I'y(,) bizonyités, mely igazolja, hogy minden y-ra ¢(n,y) # 0,
akkor 1) ezen az n helyen kiszamithato.

Ugyanis (1) esetén v (n) kiszamitasahoz csak annyit kell tenniink, hogy rendre kiszamitjuk a

¢(n,0), »(n,1), ¢n,2),
szamokat mindaddig, mig az els§ olyan m szamot nem érjiik el, melyre p(n,m) = 0 és ekkor 1)(n)
értéke m lesz. (2) esetén pedig a I'y(,) bizonyitas véges lépésben igazolja, hogy nincs olyan m,
melyre p(n,m) = 0 és ekkor ¢(n) = 0 lesz.
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(C) szerint ¢ nem kiszamithato, mert Kleene bebizonyitotta, hogy ¢ nem &ltalanos rekurziv,
ezért (T)-t alkalmazva van olyan sem az (1)-et sem a (2)-t nem teljesité n szam, melyre ¢(n) nem
kiszamithato. Az iménti gondolatmenettel véges lépésben bizonyitottuk, hogy van olyan n, melyre
(az (1) ill. (2) feltételeket tagadva)

(a) minden y-ra p(n,y) # 0, és
(b) nincs olyan bizonyitas, mely igazolja, hogy (Vy)(p(n,y) # 0)

(a)-t tehat bizonyitottuk, azaz (Vy)(¢(n,y) # 0)-nek van bizonyitasa. De (b)-t is bizonyitottuk,
ami ez utobbi megéllapitassal egyiitt mér ellentmondas.

(C) és (T) tehat nem allhat fenn egyszerre.

2.4. Kalmar hangsulyanak athelyezése (C)-r6l (T)-re. Az mar az angol nyelvi cikkben
is megfogalmazodik, meglehetésen korrekt modon, hogy ha valaki nem szeretné hallani azt,
hogy a Church-tézis hamis, akkor koncentraljon arra, hogy (T)-vel vannak gondok. Valoban!
Milyen eljaras az, mely indirekt egzisztenciabizonyitéssal valaszt ki egy n-et és ezzel dolgozik
tovabb? Vilagos, hogy a fenti érvbeli bizonyitast egy intuicionista érvel6 nem fogadné el. Egy
konstruktivista (algoritmusok készitésében érdekelt) matematikus pedig az ellen tiltakozna, hogy
a szoban forgd bizonyitast, mely egy n létezését nem igazolja konstruktivan, eljarasnak tekintsiik.
Kalmar a magyar nyelvii cikkben egyértelmien (C) ellen hozza fol az érvét, de valojaban (T)
alkalmazhatdsiga, ami sokkal kétségesebb.

2.5. Formalizalhatosag kérdése. A matematikai bizonyitasok josagéanak sziikséges elvi
kritériuma, hogy a gondolatmenet elvileg formalizalhato legyen. Kalmar meg is probalja
formalizalni, valameddig el is jut, de aztan kijelenti, hogy az érvben szerepld ,bizonyithato” kitétel
nem ragadhat6 meg formalisan. Ez elég nyilvanvaloan kdvetkezik abbol, hogy ha magat a Church-
tézis sem tudjuk formalizalni, akkor egy olyan érvet sem tudunk, ami a Church-tézist tartalmazza.

3. A, KALMAR-ELJARAS”.

Kalmar nem csak a ¢ fiiggvényes érvet prezentalja a cikkben, hanem az érvben szerepld
fiiggvényrdl is allitja, hogy

[ % | nem altaldnos rekurziv fiiggvény, de effektive kiszamithato; |...[]

Latni fogjuk (Kalmart kovetve), hogy 1) ¢» nem altalanos rekurziv fiiggvény (semmilyen értelemben
sem), 2) de nem lehet bizonyitani, hogy ¢ nem effektive kiszamithato. A ¢ kiszamitasara javasolt
eljaras definicioja soran Kalmar hasznalja a ,megprobdljuk” szot. Ezen ne akadjunk fonn! Eppen
olyan eljarast akar definialni, mely nem Aaltalanos rekurzios eljaras, am amirdl nem fogjuk tudni
belatni, hogy nem szamitja ki véges 1épésben ¢(n)-et, éspedig nem azért mert rosszul van definidlva

az algoritmus, hanem mert a definiciojdba bele van épitve, hogy ne lehessen cafolni a javasolt

P

szamitastudoméannyal foglalkoz6 szakember legalabb is kétkedéssel fogadja.

"[Kalmar56, 33. o.|
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3.1. Definici6. Legyen ¢ olyan Kleene &ltal talalt altalanos (vagy primitiv, vagy elemi) rekurziv
fiiggvény, melyre (uy)[o(n,y) = 0] nem altalanos rekurziv fiiggvény. Ekkor legyen

¥(n) = (ny)le(n, y) = 0]
Ez tehéat azt jelenti, hogy

(1y)lp(n,y) = 0] = {gnin{y ) =0k g |’ z((zz)) :gi j g '

3.2. ,Kalmar-eljaras”. Tetsz6leges n természetes szamra a (n) kiszamitasara javasolt
Ky (n)
eljaras a koévetkezé:
(1) kiszamitjuk rendre a

e(n,0), @(n,1), ¢(n,2),
értékeket és megnézziik, hogy 0-e; ha van ilyen, akkor w(n) a legkisebb masodik
argumentum lesz, amire p(n,y) = 0;
(2) mindekozben ,,megprdbdljuk” bizonyitani, hogy

(Vy)le(n,y) # 0;
ha ez sikeriil, akkor legyen ¢ (n) = 0.

3.3. Kalmar-tétel.
/ (3n)(Ky(n) nem termindl)

Ugyanis, ha lenne ilyen I'x, bizonyitas, akkor az azt bizonyitana, hogy van olyan n szam, melyre
¥ (n) nem kiszamithato, vagyis az eljaras nem jar sikerrel

e sem az (1) pontjaban,

e sem a (2) pontjaban.
A véges 'y, bizonyitas tehat azt is bizonyitja, hogy (1) nem jar sikerrel: nincs olyan y, melyre
¢(n,y) = 0. Ez azonban éppen a (2) pontban megkivant feltétel, azaz ,sikerilt” bizonyitani, hogy
(Yy)lo(n,y) # 0]. Ez viszont ellentmond annak, hogy T'x, azt is bizonyitja, hogy ,nem sikeril”

bizonyitani, hogy (Yy)[p(n,y) # 0].

3.4. Kalmar konklaziéja... Kalmar Laszlo szerint a ,yalodi matematikiban”, azaz a nem
formalis matematikiban, a természetes szamok igazi vilagaban a (Vn)(Ky,(n) terminal) allitas vagy
igaz vagy hamis. Mivel a Kalméar-tétel miatt (Vn)(Ky(n) termindl) tagadasa nem levezethetd,
ezért nem lehet hamis, azaz igaz. Ezért gondolja 6, hogy az eljarasa effektive kiszamitja a 1-t, bar
ezt nem bizonyitja, csak tézisként felteszi azzal a megjegyzéssel, hogy lehetetlen az ellenkezdjét
igazolni. Ezt hosszasan fejtegeti is egy olyan bekezdésben, ami vildgosan mutatja, hogy milyen
filozofiai alapallast oszt és hol talalhatjuk az altala bemutatott paradoxon feloldasat, ha addig nem
talaltuk volna meg:

Igy pl. a GOLDBACH-féle sejtés az objektiv valosignak azt a feltételezett
tulajdonsigat fejezi ki, hogy ha bizonyos targyakat ki lehet rakni két sorba ugy,
hogy mindegyikben ugyanannyi targy legyen, akkor e targyakat szét lehet valasztani
két olyan csoportba, hogy egyik csoportban lévd targyakat sem lehet egynél tobb
sorban elrendezni, gy, hogy minden sorban ugyanannyi, de egynél tobb targy
legyen. Hasonloan lathato, hogy ha ¢ elemi fiiggvény és n nemnegativ szam, akkor
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az az itélet, hogy [, nincs olyan y nemnegativ egész szam, hogy ¢(n,y) = 0[],
az objektiv valosagban meglevs valamely (esetleg nagyon bonyolult) mennyiségi
torvényszertiséget fejez ki. Eszerint a CHURCH-féle hipotézisben benne rejlik az az
allitas, hogy van olyan torvényszertiség, amely az objektiv valésagban megvan, de
az, hogy megvan, semmiféle helyes meggondolassal nem lathato be. Ezt az allitast
nem fogadhatja el senki, aki meg van arrél gyézGdve, hogy az objektiv valosdgban
meglévs torvényszeriségek megismerhetGek; ennélfogva a CHURCH-féle hipotézist
sem fogadhatja el. [Kalmar56l 34. o.]

3.5. ...és, ami nem Kalmar konkliziéja. Kalmar nyilvanvaléan nem olyan ,eljarasokrol”
és ,bizonyitasokrol” beszél, melyeket egy szamitastudoménnyal foglalkoz6 elfogadna, hanem
olyanokrol, amiket egy absztrakt logikaval foglalkozé ki tud gondolni. Eppen ezért még abban
az esetben is, ha egy szamitaselmélettel foglalkozo elfogadnad K-t effektiv eljardsnak, akkor sem
lenne feltétleniil meggy6zédve arrol, hogy 'k, olyan bizonyitas, mely elfogadhaté a (2) lépésben
felhasznélhatonak. Ugyanis I'k, nem feltétleniil konstruktiv. A Kalmér-tétel tehdt csak annyit
allit, hogy
1 (3n)(Ky(n) nem terminal)

azaz intuicionista vagy konstruktivista médon nem bizonyithaté (In)(Ky(n) nem terminal).
Eppen a Kalmar altal propagalt klasszikus logikai (nemkonstruktiv) értelemben lehet, hogy
(3n)(Ky(n) nem terminal) mégis bizonyithato. Mindent Gsszevetve tehat azt mondhatjuk, hogy
Kalmér eljarasa nem konstruktiv eljards, ami éppen azt kérdGjelezi meg, hogy hagyomaéanyos
értelemben eljaras-e és Osszehasonlithato-e egyaltalan a kiszadmithato fiiggvények értékeit kiszamito
eljarasokkal.

4. A Y FUGGVENYES ARGUMENTUM ERTEKELESE

Kalmar Laszlo érve tehat azt allitja, hogy a Church-tézis és a kizart harmadik elve nem férnek
Ossze. Marmost lehet ez meglepd, hiszen informatikai és matematikai logikai tanulmanyaink
elején belénk ivodott, hogy az .iskolai logika” az igaz-hamis értékelésrél, az egyesek és nullakrol
mond valamit, igy a kétértékiség elvén kiviil nem nagyon van mas értelmes logika, a tOobbi
legfeljebb érdekesség. Am, természetesen ez egy nagyon naiv megkozelités. Az ugyan igaz,
hogy a matematikai objektumokrol allitast tevé matematika olyan természetd, hogy a kijelentd
mondatai az igazra és hamisra referdlnak, azaz klasszikus kétértéki logikat feltételeznek. Ebbél
azonban nem kovetkezik a matematikai objektumokroél allitast tévé mondatokrol allitasokat tevs
metamatematika (nem hilberti értelemben, hanem Tarski szerint értve) logikaja kétértéki logika
lenne. Tudjuk, hogy a szamitastudomany (informatika?) inkabb a konstruktiv logikai érveléseket
részesiti el6nyben, mig a kvantummechanika szamara a kvantumlogika egy nem természetellenes
logika.  Ugyanigy lehet érvelni amellett, hogy annak a tudomanynak, amit a matematika
metatudoméanyanak nevezhetiink nem klasszikus a logikaja, hanem intuicionista. Hangsulyozzuk,
nem arrél beszéliink, hogy Brouwernek igaza lenne és a matematika belsé logikdja intuicionista,
hanem a matematika matematikdja kovet intuicionista logikat. Marpedig Kalmar érve éppen erre
szolgaltat alapot. Azt mondja ugyanis, hogy ha a metatudomény klasszikus logikaju lenne, akkor
nem &llna a Church-tézis. Ez azt jelentené, hogy az eddig megtalalt és egyméssal 0sszhangban
allo szamitaselméleti javaslatokkal szemben lehet olyan kiszamitasi modszert is effektiv kiszamitasi
algoritmusnak nevezni, mely nem rekurziv fiiggvényekre alapul és nem is ekvivalens az ezekre épitd
kiszamitasi eljarasokkal. Am, a szamitaselmélészek tapasztalata szerint a rekurziv fiiggvények gy
vannak definidlva, hogy a végsokig feszitik az emberi elmével felfoghato effektiv kiszamithatosag
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fogalmét. Ha ezt el kell hagyni, akkor kilépiink az emberi elmével felfoghato szamitasi eljarasok
korébdl, azaz atadjuk a stafétat olyan lény kezébe, aki olyan eljarasokat is atlat, melyeket mi nem.
Nem kizéart, hogy van ilyen lény. De ezt allitani pont ugyanannyira merész, mint azt allitani, hogy
olyan dolgokat is megismerhetiink, melyekhez véges eljarasokkal nem juthatunk el.

A feloldas az lehet, ha felismerjiik, hogy az érvben nem pusztan tipikus algoritmusokrél beszéliink,
hanem olyan kiszamitasi eljarasokrol, melyek mas kiszamitasi algoritmusokrol tesznek allitdsokat.
Ezek tehat a metatudomany érdeklédési korébe tartoznak, aminek a logikdja konstruktiv. Ha ezt
elfogadjuk, akkor megmaradhat a Church-tézis. Ha elvetjiik, akkor ezzel egyiitt a Church-tézist is
el kell vetniink.

Végiil két megjegyzés. Fliggetleniil attol, hogy a cikk a szakirodalomban vitatott és legaldbb
is szamitaselméleti nézGpontbdl kételyeket ébreszt, Kalmar egyes észrevételeit tekinthetjiik
matematikafilozofiailag eléremutatoknak. Ez azért van, mert téle fiiggetleniil hasonlé iranyba
kezdtek keresgélni olyan gondolkodok, mint Godel vagy Dummett. Godel a Néhdny tétel a
matematika megalapozdsdrol és ezek kovetkezményei c. cikkében azt latolgatja, hogy ha a
matematika idével egyre komplexebb és komplexebb strukturikat vizsgél, akkor vajon létezhetnek-
e ezekre vonatkozo olyan matematikai érvelési formék, melyeket eziddig nem ismeriink. Dummett
pedig a The Philosophical Significance of Gddel’s theorem c. cikkében olyan ,transzrekurziv”
bizonyitasi modokat javasol, amelynek alapjan érvelni lehet amellett, hogy a Godel-mondat igaz.
Ezeket a kozelebbrél nem koériilhatarolt, de furcsa dolgokat nem azzal a céllal javasoljak ezek
a szerzdk, hogy olyan fiiggvényeket is kiszdmithaténak nevezziink, amelyek a tapasztalataink
szerint egyaltalan nem kiszadmithatok, hanem azért hogy rairanyitsdk a figyelmiinket arra, hogy
létezhetnek olyan matematikai vagy logikai érvelési formak, amiket még nem ismeriink, nem érziink
a magunkénak, de amiket egy napon felfedezhetiink és talan hasznéalhatunk is a bizonyitasokban.
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