CHARLES PARSONS
MATEMATIKAI SZEMLELET**

Godel egy sokat idézett helyen a kovetkezdket irja:

,Dacara a halmazelméleti targyak elszigeteltségének az érzéki ta-
pasztalattdl, igenis létezik valami észlelésféle az ilyen targyak vo-
natkozasdban is; ez deriil ki abbdl, hogy az axiémdk valésaggal
rank kényszeritik 6nnon igazsdgukat. Nem latok olyan okot, ami-
ért kevésbé bizhatnank az efféle észlelésben — tehdt a matematikai
szemléletben —, mint az érzéki észlelésben.”!

Ha eltekintiink a halmazelméletre valé konkrét utalastol, ez
a szovegrész klasszikus megfogalmazasat adja annak, amit
a matematikai intuicié vagy matematikai szemlélet filozofiai
koncepciéjanak nevezhetnénk. Ugy ldtom, ennek az elképze-
lésnek az a legfontosabb ismertet6jegye, hogy analégiat von az
érzéki észlelés mint a fizikai valésdggal szembeni kognitiv vi-
szony és , valami észlelésféle” kozott, ami hasonld viszonyt te-
remt a matematikai targyakkal — s6t esetleg mas absztrakt tar-
gyakkal is. Ha tehat az utébbinak kozponti szerepet szanunk a
matematikafilozoéfiaban, ez a szerep hasonlé kell hogy legyen
ahhoz, amit az érzékelés jatszik a hétkoznapi valésagrol sz6lo
és a fizikai tudasunkban.

Tanulmanyomban e koncepcié alapos végiggondolasaba
szeretnék belevagni. Amellett fogok érvelni, hogy valoban 1é-

*Els6 megjelenése: Procceedings of the Aristoteilian Society N. S. 80 (1979-80),
145-168. p. A forditast az Aristotelian Society szerkesz&jének szives engedé-
lyével kozoljiik, (©1980.

*Az angol filozofiai szaknyelvben az intuition egyrészt intuiciot, kdzvetlen
beldtast jelent, masrészt a kanti Anschauung terminoldgiai megfelelje. Mivel
Parsons tanulménya dont6en az utébbirdl szol, az el6fordulasok tobbségében
a szemlélet szot hasznaltuk. Az intuition és a matematikai intuicionizmus vo-
natkozasdban lasd jelen tanulmany 10. jegyzetét. (A ford.)

1[Gédel 1947], 483-484. p. A szovegrész az alabb idézettekhez hasonléan
[Benacerraf-Putnam 1983] 1964-es els6 kiadasahoz irt fiiggelékbdl valo.
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tezik valami, ami megfelel a koncepciénak. Ennek a pozitiv
eredménynek azonban igen sz{ik az érvényességi kore, és mar
ebben a szovegben meg fognak mutatkozni az elképzelés kor-
latai. Godellel szemben nem a halmazelméletre fogok kon-
centralni, ott ugyanis a szemlélet fogalma sajatos nehézségek-
kel taldlja szemben magat; ezeket a nehézségeket mashol mar
részleteztem.? Jobbak az esélyeink az elérelépésre, ha a legegy-
szer{ibb esetekre koncentralunk; mondjuk az elemi geometria-
ra vagy az aritmetikdra. En az utébbit valasztom, de bizonyos
értelemben az aritmetikat is geometriai nézépontbdl fogom
vizsgalni.

Amikor Godel valami észlelésfélérdl beszél, aminek tdrgyai
halmazelméleti targyak, ezzel olyasmit fogalmaz meg, ami
kozponti jelentdségli az altalam vizsgalt koncepcié szempont-
jabol. A matematikai szemlélet ugyanis sajatosan de re ter-
mészet{i; a megismer6 és bizonyos (vélhetéen matematikai)
targyak kozotti viszonyt jelent. Az érzéki észlelés kifejezés-
tara olyan fordulatokat tartalmaz, amelyek fizikai targyakhoz
vagy eseményekhez valé viszonyunkat fejezik ki: a latja z-et,
a hallja z-et, a észleli z-et és igy tovabb. Az egyik legfogdsabb
kérdés éppen az, hogy ezeknek a fordulatoknak mennyiben
kell megdrizni az eredeti jelentését, ha a matematikai szemlé-
letre vonatkoztatjuk dket.

Néhany észleléssel kapcsolatos ige — kiilonosen a ,lat” és
az ,6szlel” — esetében a fentihez hasonld, targyra vonatkozo
hasznadlatot szembeallithatjuk azzal, amikor az ige mondatki-
egészitoként szerepel; ezt az utébbit propozicionalis attittid-
haszndlatnak nevezhetjiik. Vitatott, hogy melyik hasznélat az
elsédleges, de a targyra vonatkozé hasznalat /éte tagadhatat-
lan. Nem igy a matematikai szemlélet esetében és a filozé-
fusok sem fogalmaztak valami vildgosan ebben a kérdésben.

2Charles Parsons: What is the Iterative Conception of Set? In
[Benacerraf-Putnam 1983], 503-529. p.

246



Mindazonaltal mindkét hasznalat felbukkan a filozéfiai iroda-
lomban.? Hogy révidebbre fogjam a ,,szemlél” ige targyra vo-
natkozé és propozicionalis attitlidot kifejez6 hasznalatara valé
utaldst, tdrgyi szemléletrdl, illetve propoziciondlis szemléletrdl
fogok beszélni.*

Mar Gédel fentebb idézett szovege is mutat némi bizonyta-
lansagot: az, hogy van ,valami észlelésféle az ilyen [tudniil-
lik halmazelméleti] targyak vonatkozdsaban is”, mint mondja,
,[abbdl] deriil ki, hogy az axiémak valésaggal rank kénysze-
ritik 6nnon igazsagukat”. Godel itt bizonyos dllitdsok nyilvan-
val6 voltabdl - ezt propozicionalis szemléletként jellemezhet-
jlik — arra latszik kovetkeztetni, hogy létezik targyi szemlélet.
A premissza sem éppen vitathatatlan, de még ha elfogadjuk
igaznak, a kovetkeztetés maga akkor is non sequitur. Amit pedig
Godel magyarazat (és alighanem pontositas) gyanant hozza-
fliz a kovetkez6 bekezdésben, az megint csak nem til vilagos.

A targyi szemlélet persze hagyomdnyos racionalista téma.
Akar az 6sszes olyan felfogas kozos nevezgdjének is tekinthet-
jik, amely az észigazsagok evidenciajat vagy magatol értet6dd
voltdt nem a szokasra, a gyakorlatra vagy a konvenciéra ve-
zeti vissza. Eppen ezért az érzéki észleléssel valé parhuzam
nem is 1ép be a képbe mindaddig, amig nem ezzel az anal6-
gidval magyardzzdk az értelmi evidenciat, vagy esetleg nem en-
nek segitségével vilagitjdk meg a valoban evidens és a csupan
nyilvanval6an igaznak tiing kijelentés kozotti kiilonbséget. Ha
viszont ezt teszik, az analégia varhatéan a targyi szemlélet felé
fog elmozdulni - egészen egyszeriien azért, mert a targy jelen-
léte nélkiilozhetetlen az érzéki észlelésben.

Ugy vélem, Descartes-nal éppen ilyen elképzelésre taldlha-
tunk példat; szamara a clare et distincte észlelés minden bi-
zonnyal elsésorban kijelentésattitiid.” Két jelentds filozéfust

3 [Steiner 1975] ramutatott a megkiilonboztetés jogosultsdgdra a matemati-
kai intuicié vonatkozdsaban. Steiner azonban tgy véli, hogy senki sem venné
védelmébe a targyra vonatkozd hasznélatot. Ez szerintem egyértelmiien ha-
mis.

* Az eredetiben: intuition of, illetve intuition that. (A ford.)

5 Ugy tiinik, Descartes a magyardzataiban mar timaszkodik a targyi észle-
lésre; igy példaul a vilagos észlelésrél adott magyarazataban is, az Alapelvek
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emlithetiink a multbdl, akik eléggé egyértelmiien elkotelez-
ték magukat a targyi szemlélet mellett és akiknél a szemlé-
let targyai matematikai targyak is lehetnek: Kantot és Hus-
serlt. Kantnal a szemlélet mint propozicionalis attitiid nem jut
explicit szerephez. A szemlélet definicié szerint egyedi meg-
jelenités; tehdt egy egyedi targy megjelenitése.® Amikor Kant
A tiszta ész kritikdjdban azt irja, hogy a tudas a szemlélet ré-
vén keriil ,kozvetlen kapcsolatba” a targyakkal (A19/B33),”
ez ugy hangzik, mintha arrél volna sz6, hogy a targy koz-
vetleniil jelen van az értelem szdmara. A szemlélet minden
egyes esetben ,kozvetlen evidenciaval” ruhazza fel a — mond-
juk geometriai — allitdsokat.® Ennek alapjan tgy tiinik, a pro-
pozicionalis szemlélet is jelen van Kantndl, noha hivatalosan
csak a targyi szemléletre hasznalja a kifejezést.

Husserl a kategoridlis szemlélet elemzésével a Logische Un-
tersuchungenben és a lényegszemlélet elemzésével az Ideenben’
allhatatos és izgalmas kisérletet tesz az értelmi evidencia egy
olyan elméletének kidolgozdsara, amely az észlelés anal6gia-
jara éptil. Ebben az elméletben kdzponti jelentdséget nyer az
a koriilmény, hogy mindig targyat észleliink. Husserl az ér-
telmi evidenciat ltalanossagban szemiéletként fogja fel, és arra
vallalkozik, hogy egységes keretben targyalja a targyi és a pro-
pozicionalis szemléletet.

Mind Kant, mind Husserl szemléletfelfogdsa hatassal volt
a matematika megalapozasa kortili 20. szazadi vitakra. Kant
esetében a hatas latvanyosabb és szélesebb korii. Hilbert el-

L., 43-ban [Descartes 1996]. (Parsons a 40. paragrafusra hivatkozik; ott azon-
ban nem a clare et distincte észlelésrél, hanem az eleve elrendeltségrol van szo.
- A ford.)

6 Kant: Logik, 1. §, lasd [Kant 1910-] IX., 91. p.

7 [Kant 1995], 77. p.

8 A targyakra vonatkozé szemlélet kozvetlenségére adott drtelmezésem
vitathaté. A kérdésrdl lasd [Parsons 1969], kiilondsen 569-571. p., valamint
[Hintikka 1972]. Ugyanakkor elképzelni sem tudom, miképpen lehet vitatni
azt a tényt, hogy Kant szerint a szemlélet (kiilondsen az a priori szemlélet)
kozvetlen evidencidval ruhaz fel. Ez a kozvetlenség biztosan nem vezethetd
vissza az egyediségre, ahogy azt Hintikka a kdzvetlenség mas aspektusai ese-
tében javasolja.

9 [Husserl 1984], illetve [Husserl 1976].
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képzelése a finit matematika szemlélethez kotottségérdl ki-
mondottan a tiszta szemlélet kanti felfogdsan alapult, bar talan
inkabb tamaszkodott Kant geometriai, mint aritmetikai néze-
teire. Az intuicionizmus is sokat koszonhet Kantnak, kiilono-
sen abban, hogy az id6t a belsé érzékelés formdjaként fogta
fel. Husserl nézeteinek kozel sem volt ekkora hatasa, de azért
befolyasoltak Weyl és Godel gondolkodasat.'”

II.

Ennek a ,valami észlelésfélének” a gondolata a matematikai
targyak vonatkozasaban elsé pillantasra kiméranak t{inik. Ha
a matematikai targyak hasonlé médon adottak a szamunkra,
mint a fizikai targyak az érzékeink szamadra, ennek nem kel-
lene nyilvdnvalonak lennie? Am a matematikardl sz6l6 filozé-
fiai vitak torténete épp az ellenkezdjét mutatja. Barmilyen ti-
tokzatossag és barmilyen filozoéfiai talanyok vegyék is kortil
az észlelést, az tobbé-kevésbé mégiscsak hamisitatlan empiri-
kus fogalomként m{ikodik. Tébbnyire nagy biztonsaggal meg
tudjuk itélni, hogy mikor észleliink valamit és mikor nem; és a
tapasztalatunk leirdsdba vetett bizalmunkat gyakran érintetle-
nil hagyja a kétely, hogy valéjaban mi is az, amit megtapasz-
taltunk. Nem hiszem példaul, hogy lenne olyan filozé6fus, aki
ha most a szobamba téved, vitatna azt a kijelentést, hogy én
egy irégépet litok magam el6tt, benne papirral — hacsak nem
szkeptikus argumentumok alapjan. De jobbara még ez utéb-
biak sem érintik az olyan gyengébb kijelentéseket, mint hogy
ligy tiinik, mintha ezeket a dolgokat latnam. Itt egy fenome-

10 Godel igy ir Hilbertrsl: ,, Amit Hilbert Anschauungon ért, az lényegében
nem mas, mint Kant tér- és id6szemlélete, jollehet véges szamu diszkrét targy
konfiguracidjara korlatozva.” ([Godel 1958] kiadatlan, a szerz¢ altal javitott
és kiegészité megjegyzésekkel elldtott angol forditdsa, h megjegyzés. Mintha
csak a [Godel 1947] szemléletfogalmadtol valo eltérést akarna hangstlyozni, az
Anschauung forditasa itt concrete intuition [konkrét szemlélet].)

Az intuicionizmus talan legeredetibb és legtermékenyebbnek bizonyult 6t-
lete az, hogy a matematikai allitasok jelentését a bizonyitasukban latja. Ez a
gondolat nemigen kotheté Kanthoz. Az intuicionizmus alapjairél sz6l6 mai
vitikbol mintha teljesen kimaradna a szemlélet voltaképpeni fogalma.
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noldgiai adattal van dolgunk, amely olyan kozel all a kétség-
bevonhatatlansaghoz, amennyire ez a filozéfidban egyéltalan
lehetséges.

Nehéz volna kitartani amellett, hogy ugyanez a helyzet
a matematikai targyakkal is. Vajon nyilvdinvalé, hogy léte-
zik a 7 szam vagy egy haromszog szemléletének tapaszta-
lata, vagy legalabbis e szemlélet ,latszatanak” tapasztalata?
Hivatkozhatunk-e ezittal barmiféle tapasztalatra, amely akar
csak kozel annyira is kétségbevonhatatlan, mint az én mos-
tani tapasztalatom az irégépem latvanyar6l? Ha pedig nem
tudunk mire ramutatni, nem szenved-e maris stlyos torést az
analdgia az érzéki észlelés és a matematikai targyakrol valo
tudomasunk kozott, barmi legyen is az utébbi?

Ezek a kétségek Osszekapcsolddnak egy olyan kérdéssel,
ahol az analdgia nyilvanvaléan santit. A mindennapi észle-
lési szitudciokban az észlelt targy fizikailag hat az érzékszer-
veinkre. Eszlelésiink mintegy ezen a hatason alapul, és stilyos
filozofiai érvek szélnak amellett, hogy az ilyen oksagi viszony
sziikséges feltétele a targy észlelésének.!! Nem volna til meg-
gy06z0 az a feltevés, hogy a matematikai szemléletben is oksdgi
hatédssal van rank (éspedig vélhetbleg az értelmiinkre) a mate-
matikai targy. Ezt még a matematikai szemlélet emlitett hivei
sem gondoljak igy, bar néha felbukkan egyes népszerti , plato-
nista” elképzelésekben.

Ezen a ponton olyan finom megkiilonboztetéseket talalunk
a matematikai szemlélet leirdsaiban, amelyek felvetik a kér-
dést, hogy mennyire kell szorosan venni az analdgiat az ész-
leléssel. Godel szerint ,,a matematikai szemléletet nem kell
olyan képességnek tekinteni, amely a széban forg6 targy koz-

1 Husserlnek az észlelés és az absztrakt targyakrdl szerzett tudas kozotti
analdgia kidolgozasara tett kisérletében segitségére van sajat fenomenoldgiai
perspektivaja. Az észlelés oksagi megalapozasa nem tartozik a fenomenold-
gia targyahoz, még annak [Husserl 1984]-ban kifejtett valtozata szerint sem.
Husserl annak megmutatdsdra vallalkozik, hogy a kategorialis szemléletben
van valami, ami analég az érzetekkel az érzéki észlelésben. Ugy litom, hogy
ennek magyarazata homalyosra sikeredett ([Husserl 1984] VI, 56. §). Nem tu-
dom biztosan megmondani, milyen mértékben lehet ezt a homalyossagot el-
oszlatni.
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vetlen megismerését teszi lehetévé”.’? Husserl még odaig is

hajlandé elmenni, hogy a kategorialis szemléletet ,észlelésnek”
(Wahrnehmung) nevezze,' de ezt szembeéllitja az érzéki észle-
léssel, amely schlicht [egyszer(i], s benne a targy , kozvetleniil
adott”. A kategoridlis szemlélet mas ,aktusokon” alapul, igy
példaul a szokvanyos észlelésen és képzeleten.'*

Kant megfogalmaz egy aporiat azzal kapcsolatban, hogy
miképpen lehet a szemlélet a priori. A Prolegomena 8. §-dban
igy fogalmaz, mindjart azutan, hogy a tiszta szemlélet fogal-
mat bevezette:

»A szemlélet olyan megjelenités, amely kozvetleniil a targy jelen-
16tétd] (Gegenwart) fiigg. Eppen ezért lehetetlennek latszik, hogy
a priori moédon eredeti (urspriinglich) szemlélethez jussunk, mert a
szemléletnek ekkor nélkiiloznie kellene minden — akar korabban,
akar most — jelen levd targyat, amelyre vonatkozhatnék — ennek
folytan azonban nem lehetne szemlélet. Miként el6zhetné meg ak-
kor a targy szemlélete magat a targyat?”'®

Kant itt (és mdshol) nem fejti ki nézeteit a matematikai tar-
gyakra vonatkozé szemléletrdl. A kontextusbdl egyértelmiien
kidertl, hogy a targy itt valds targyat jelent; voltaképpen fizi-
kai targyat. Igy aztan a kérdés az, hogy miképpen ,vonatkoz-

12 [Godel 1947], 483-484. p.

13 [Husserl 1984] VI, 45. §.

“1.m.46.8.

15 [Kant 1999], 40-41. p. - Kant ezen aporidja nem fiiggetlen attél a dilem-
matol, amit Paul Benacerraf vetett fel ([Benacerraf 1973]). Benacerraf szerint a
rendelkezésiinkre all6 legjobb elmélet a matematikai igazsdgrol (vagyis Tarski
igazsagfelfogasa) magaban foglalja a matematikai targyak létének feltételezé-
sét, mig a megismerésre adott legjobb magyardzatunk a megismert targyak és a
megismerd kozotti oksdgi viszonyt feltételezi; a matematikai targyak azonban
nem vehetnek részt oksagi viszonyokban.

Kant aporidjat is atfogalmazhatjuk hasonlé dilemmava: a matematikai igaz-
sag megkoveteli az alkalmazhatdsagot a fizikai valdsdgra. De a matematikai
megismerésre adott legjobb magyarazatunk a szemléletre vezeti vissza a ma-
tematikai ismeretet. A szemlélet pedig feltételezi a targy elézetes jelenlétét. Ez
azonban ellentmond a matematika a priori jellegének.

A problémanak ez a megfogalmazasa azért is érdekes, mert nem hasznélja
ki, hogy a matematika szemantikdja magaban foglalja a matematikai targyak
feltételezését (ami elkertilhetonek tiinik a kvantorok modalis értelmezésével).
Mas feltevésekre persze tamaszkodik; kiilonosen arra, hogy a matematika a
priori.
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hat” a priori szemlélet fizikai targyakra, amelyek nem a priori
adottak.

A 9. §-ban Kant a kovetkezd megolddssal all elé a dilem-
mara: az a priori szemlélet érzékel6képességtlinknek csupdn a
formajat tartalmazza. Fogas kérdés, hogy ez a belatas mennyi-
ben is médositja a szemléletnek azt a jellemzését, amely a
dilemma alapjaul szolgdlt. Annyi bizonyos, hogy az a priori
szemlélet esetében le kell mondanunk az oksagi viszonyrdl a
szemlélet targya és a szemlél6 kozott. Mas kérdés, hogy vala-
mely targy fenomenoldgiai jelenléte meg6rzédik-e, és ha igen,
miképpen. Megint mas kérdés, hogy fizikai vagy tisztdn ma-
tematikai targy van-e jelen fenomenoldgiai értelemben. Az
elébbi lehetdséget nem zdrja ki a tiszta szemlélet a priori ter-
mészete, hiszen itt arrél a ,jelenlétrdl” lehet sz6, ami a képzeld-
erdt jellemzi, nem pedig arrdl, ami az érzékelést. Kant miivei-
nek szamos szoveghelye valéban megerd&siti, hogy éppen ez
volt az allaspontja.

A matematikai targyakra vonatkoz6 szemlélet gondolataval
kapcsolatban tijabb nehézséget tamaszt, hogy ezek a targyak a
sz0 leibnizi értelmében nem teljesek. Ezt a problémat sziikség-
telen itt részletezni; sokan vizsgdltdk mar, nem utolsésorban
jomagam.'® A matematikai targyaknak a matematikai érvelés-
ben szerepet jatszé tulajdonsagait és relaciéit annak a rend-
szernek vagy struktiranak az alapvetd viszonyai hatarozzak
meg, amelyhez mindezek a targyak tartoznak. Ilyen struktira
lehet a természetes szamok rendszere, az euklideszi vagy va-
lamilyen masféle tér, egy adott csoport, test vagy mas hasonl6
struktira, esetleg a halmazok univerzuma vagy ezeknek va-
lamely modellje. Ugy t{inik, a matematikai targyaknak azok
a tulajdonsdgai és reldcioi, amelyeknek megléte vagy hianya
Jénykérdés”, vagy kifejezhet6k valamilyen médon a struk-
tira alapvetd relacidival, vagy pedig , kiils6 viszonyok”, ame-
lyek fiiggetlenek attdl, hogyan vélasztjuk meg a targyaknak
azt a rendszerét, amelyben a struktira realizalodik.

Tekintsiik példaul a természetes szamokat a 0-val és az S

16 [Parsons 1965]; [Parsons 1971] (kiiléndsen a 154-157. p.); [Parsons 1986].

Mas szerzOk irasai kozil kiilonosen figyelemreméltd [Bernays 1950] és
[Benacerraf 1965].
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rakovetkezofiiggvénnyel (illetve esetleg még tovabbi fiigg-
vényekkel, példaul az 9sszeaddssal, ha nem engediink meg
masodrend(i eszkozoket), mint vizsgdlatunk targyat képezd
strukturdt. Az elsé relacidtipust az olyan szamelméleti tulaj-
donsagok illusztraljak, mint a prim vagy a négy négyzetszim
Osszege. A kiils6 relaciok kozé tartoznak azok, amelyek mas
targyak megszamlalasakor keriilnek el6, valamint az olyan tu-
lajdonsagok, mint hogy egy szam szerintem prim. Az ilyen re-
laciok még akkor sem fejezhet6k ki a szdmelmélet nyelvében,
ha magasabb rendii nyelvet valasztunk; viszont altalaban de-
finialhaték gy, hogy az alapvet6 relaciokra tamaszkodunk
és ezeken feliil olyan tényez6kre, amelyek fliggetlenek attol,
hogy targyak és relaciok mely rendszerét valasztottuk a struk-
tira megvalositasara.

Kérdés marmost, hogy a matematikai szemlélet miképpen
tud targyakat idézni ,lelki szemeink elé”, ha egyszer ezek a
targyak egyenként még csak nem is azonosithatok? Ugy tiinik
példaul, hogy hacsak nem tételeziink fel egy, a szamokat és a
halmazokat is magaban foglald strukturat, eldonthetetlen ma-
rad, hogy a 2 az egyelemii {{A}} halmazzal azonos-e, vagy
pedig a kételemii {A, {A}} halmazzal; netan egyikkel sem."
Hogy lehetséges ez, ha egyszer a szamok és a halmazok a ma-
tematikai szemlélet targyai? Vdlhat-e az ilyen szemlélet a ma-
tematikai megismerés érdemi forrdsava, ha még az ilyen egy-
szer(i kérdéseket is valasz nélkiil hagyja?

Akar tovabb is fokozhatndnk a dolgot: kiallhatnank a mate-
matika egy olyan értelmezésének a lehet6sége mellett, amely
lemond a sajatosan matematikai targyakrol. Az egyik ilyen le-
hetéség a matematikai targyak nominalista rekonstrukciéja.
Ha a matematika egészét tartjuk szem eldtt, ennél tobb re-
ménnyel kecsegtet a kvantorok modalis értelmezése. Durvan
fogalmazva: ebben az értelmezésben a bizonyos feltételeknek
megfelel6 matematikai targyak létezését allito kijelentéseket

17 Az els6 lehet6ség Zermelonak a szamok halmazelméleti konstrukcijra
adott javaslatabol adédik, a masodik Neumannébdl, a harmadik pedig akkor
meriil fel, ha a halmazelmélet a szamokat individuumoknak tekinti.
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ugy fogjuk fel, hogy tisztan strukturalis feltételeknek megfe-
lel6 targyak lehetséges létezését allitjak.'s

Mindezek a nehézségek végsd soron egyazon probléma
valtozatai. A matematikai targyakat lényegében azok a rela-
ciok hatarozzdk meg, amelyek a targyakat magukban foglald
strukturakat alkotjak. Eszerint nincs olyan objektiv szempont,
amelynek alapjan valamelyik realizdciét kitiintethetnénk a
tobbivel szemben mint a targyak ,egyediili” szandékolt tarto-
manyat — éspedig azért, hogy elutasitsunk mas konkrét (no-
minalista) realizacidkat, amennyiben ilyenekkel is rendelke-
ziink. S6t mi tobb: egy struktira tényleges realizacidjanak
nincs semmi matematikailag relevans hozadéka a pusztan le-
hetséges realizdcidkkal szemben. Mindkét ellenvetés raszorul
némi finomitasra: eldszor is azért, mert az aktudlisan adott
realizaciok gyakran feltételeznek mas, atfogébb struktirakat
—ahogy a természetes szamok realizaci6ja a halmazokét —; ma-
sodszor pedig azért, mert a lehetséges totalitasok targyalasa
soran alkalmunk nyilik egy olyasféle kiilonbségtételre, mint az
aktualis és a potencidlis 1étezés kozotti. De ezttal nem sziik-
séges belemenntink abba a kérdésbe, hogy miképpen is lehet
pontosan megfogalmazni ezeket az ellenérveket.

1.

Megkisérlem megmutatni, hogy ha tobbet nem is, de legalabb
egy korlatozott alkalmazast talalhatunk a matematikai targyi
szemlélet fogalmdahoz, amely alkalmas arra, hogy megvédjiik
az ellene felhozott érvekkel szemben. Mindenekel&tt tekintsiik
at roviden, milyen megfontolasok is szélnak a fogalom beve-
zetése mellett. A propoziciondlis szemlélet akkor tudja kifej-
teni a vonzerejét, ha a matematika elemi igazsagainak nyilvan-

18 [Putnam 1967]; [Parsons 1971], 158-164. p.; tovabba [Chihara 1973],
191. p.

Segithet eloszlathatni az absztrakt targyakkal szembeni fenntartasokat, ha
a modalis interpretaciot az aritmetikdra és a matematika mds, még elemibb
teriileteire alkalmazzuk. [Parsons 1986]-ban amellett érveltem, hogy a maga-
sabb halmazelmélettel mar nem ez a helyzet.
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valé volta kertil szoba. A matematikai igazsagok dolgdban két
rivalis nézetnek is nagy hatdst képviseldi voltak a 20. szazad-
ban. Az egyik a konvencionalizmus; e felfogas szerint a mate-
matikai kijelentéseknek legalabbis egy része megegyezés sze-
rint igaz. A masik felfogds az empirizmus egy valtozata; esze-
rint a matematika nem valik el a tudomanyoktél és az axiomdk
statusa olyan, mint a magasabb szint{i elméleti hipotéziseké.
Mindkét felfogasnak vannak kevéssé vonzoé velejardi. A kon-
vencionalizmust épp elég biralat érte mar; nincs sziikség arra,
hogy ezeket itt elismételjem.

Ugy tiinik, hogy az empirista felfogds — még abban a kifi-
nomult és komplex formdjaban is, amit Quine professzor ira-
saiban oltott — kiteszi magat a kovetkez6 ellenérvnek: nem ad
magyarazatot az elemi matematika nyilvinvaldsdgdra (s6t, eset-
leg a logikdéra sem). Quine empirizmusa megkisérel feliilkere-
kedni a korabbi matematikai empirizmus problémain azaltal,
hogy a matematikat a tudomany elméleti részével veszi egy-
nemiinek. Vannak azonban jelent&s kiilonbségek is. Ilyen min-
denekel6tt a logika ,témafiiggetlensége”, amivel Quine latha-
tolag szamot vet az irasaiban - bar fenntartja, hogy a témaftig-
getlenség a logikai konstansok megvélasztasdn muilik, az pe-
dig végs6 soron onkényes. Tovabbi kiilonbség a matematika
és a logika szoros kapcsolata: a matematika lehetséges alkal-
mazasi kore éppen olyan széles, mint a logikaé — annak elle-
nére, hogy a matematikai targyak létezése miatt a matematika
nem teljesen témafiiggetlen. Harmadszor: bizonyos igencsak
altalanos alapelvek megléte, amelyeket mindenki nyilvanva-
l16nak tekint, mig egy empirista szamara ezek merész hipoté-
zisek volnanak - egy koriiltekint6 tudés az ilyesmivel szem-
ben fenntartasokkal él, nem tévesztvén szem eldl, hogy a ta-
pasztalat akar rajuk is cafolhat. Végiil pedig: a bevettdl eltérd
nézetek a logikaval és az elemi matematikaval kapcsolatban
- ilyeneket vetettek fel az intuicionistak — kézenfekvé médon
magyarazhatok jelentésbeli kiilonbségekkel. Quine mindezt an-
nak a sajatos szerepnek az alapjan fogadja el, amit a logika a
forditasrol szolé elméletében betolt; am ebben az elméletben
a logika nyilvanvalésaga a megvizsgalatlan premisszak kozé
tartozik.
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A Quine el6tti logikafelfogds szerint a logikai igazsagok a
logikai konstansok jelentésénél fogva igazak. E felfogas egy
valtozata tlinik a leginkabb igéretes megoldasnak a quine-i
logikafelfogas problémainak lekiizdésére. Nincs olyan a prio-
ri szempont, amelynek alapjan a szemlélet altalunk vizsgalt
koncepcidjanak szerepet kellene kapnia egy ilyen logikafelfo-
gas kidolgozasaban. Az aritmetika esetében mar mas a hely-
zet, hiszen a logikaval szemben ez utébbi ontolégiai elkotele-
zettségekkel terhelt. Nem konnyfi feladat az aritmetikai vagy
akar mas kifejezések jelentése alapjan megmutatni, hogy léte-
zik egy olyan struktira, mint a természetes szamoké — vagy
legalabb annyit, hogy valamilyen matematikailag relevans ér-
telemben lehetséges egy ilyen struktira.

Ez az a pont, ahol a targyi szemlélet fogalma kindlkozik
a megoldashoz. Megingathatatlan ténynek tekintjiik, hogy az
aritmetikai igazsagok egy jelentés hanyadat kozvetlenebb mé-
don lattuk be, mint amilyenr6l az empirikus megfontoldasok
révén nyert ismeretek esetében beszélhetiink. Es ez az arit-
metikai tudds bizonyos targyakrol — a természetes szamokrol
- 52016 igazsagok formajat olti. Mi sem magatol értet6ddbb,
mint az a feltevés, hogy az aritmetikai tudas azért kozvetlen,
mert a targyak, amelyekre vonatkozik, valamiképpen maguk
is kozvetleniil adottak a szamunkra? Ennek a kozvetlenség-
nek a modelljeként pedig az szolgalhat, ahogy a fizikai testek
adottak a szamunkra az észlelésben.

1V.

Ez a modell tilsagosan leegyszertisitettnek bizonyul, ha a ter-
mészetes szamokra alkalmazzuk. Ennek ellenére tigy vélem,
hogy a szamokrol alkotott szemlélettel kapcsolatos nehézsége-
ken feliil tudunk kerekedni egy sajatos stratégia révén, ame-
lyet Kant és Husserl sugall. Kant elgondolasa szerint a tiszta
szemlélet adja az érzéki szemlélet formdjit, Husserl allaspontja
szerint pedig a kategorialis szemléletet az érzéki szemlélet ala-
pozza meg. Mint mondottuk, a matematikai targyak az észlelés-
sel rokon médon lehetnek adottak a szimunkra; ezt a viszonyt
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bizonyos értelemben szemléltetik azok a helyzetek, amelyek-
ben a szokvinyos médon észleljiik vagy pedig elképzeljiik a ma-
tematikai targyakra jellemz0 struktirak (esetenként részleges)
realizacidjat fizikai targyakban.

Mashol mar kifejtettem egy elgondolast az aritmetikai szem-
léletrdl.’? Az ott elmondottak azonban szorosan kapcsolédtak
a kvantorok modalis értelmezéséhez, noha az alapgondolat
nagyobb altaldanossagra tartott szamot. A kévetkezékben meg-
prébédlom a korabbi elgondolas néhany tovabbi aspektusat is
megvilagitani.

Céljainknak megfelel, ha Hilbert nyoman egy egyszer(i
,nyelv” ,szintaxisat” vizsgdljuk meg, amelyben az egyetlen
alapjel a ,|” (vonal), a nyelv jolformalt kifejezései pedig eb-
bél az egy szimbdolumbdl allé tetszdleges véges sorozatok: |, ||,
I, ... Avonalsorozatoknak ez az egymasutanja izomorf a ter-
mészetes szamokkal: ,,|” a 0-nak, az djabb vonal hozzaf(izése
pedig a rakovetkezési miiveletnek felel meg. {gy az aritme-
tika sajatos interpretacidjahoz jutunk: egyfajta vonalsorozat-
geometridhoz. Els6 pillantasra ebbdl az értelmezésb6l kima-
rad a szdm fogalma, vagyis az, hogy a természetes szamok sza-
mossagként és rendszamként is szerepelhetnek.

Egy vonalsorozat szokvanyos értelemben vett észlelése egy
jelpéldiny észlelése kellene hogy legyen, de ilyen szimbdélumo-
kat magatdl értetddden jeltipusként gondolunk el. Ha abbdl
indulunk ki, hogy a jelpélddnyok az egyes vonalak, a vonal-
nyelv leirdsét ugy is dtfogalmazhatjuk, hogy a tipusokat nem
tekintjiik targyaknak. Két sorozat akkor tartozik ,ugyanabba
a tipusba”, ha azokat egymas mellé lehet illeszteni tigy, hogy a
vonalak hidnytalanul parokba rendezédjenek.?’ A kritérium-
ban szereplé modalitds nem feltétlentil lényeges. Egy aktua-
lista nominalista példdul amellett érvelhetne, hogy mas ter-
mészetli, empirikus préba is megteszi, vagy akar induktiv de-
finiciéval is el6allhatna: két sorozat akkor tartozik egyazon
tipusba, ha mindketté egyetlen vonalbdl all, vagy ha a jobb
sz€1s6 vonalak elhagyasaval kapott sorozatok ugyanabba a ti-

19 [Parsons 1971], III. fejezet.
20 [Parsons 1971], 159-160. p. Az olvasé itt megtalalja a tovabbi részleteket.
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pusba tartoznak. Nemsokara azonban sokkal er6sebb kisértés-
sel is szembe kell nézniink a modalitasok alkalmazésara.

Nem tjdonsag, hogy a szintaxist ilyen mélységben (és valo-
jaban még sokkal mélyebben) tudjuk nominalista eszkozokkel
targyalni. Az azonban jéval kevésbé elfogadott, hogy ez az el-
jaras a tipusokra adott magyarazat alapjaul is szolgalhat. Ez a
magyarazat egyrészt minden ,absztraktsaguk” ellenére sem-
mivel sem mutatja a tipusokat titokzatosabbnak barmely mas
targynal; masrészt pedig indokoltta teszi azt a megéllapitast,
hogy a tipusok olyan médon adottak a szamunkra, amely ana-
16g azzal, ahogy a kozepes 1éptékii fizikai targyak adottak a
szamunkra. Ezt a természetes nyelv is igy tekinti, hiszen azt
mondjuk, hogy szavakat és mondatokat hallunk vagy latunk, és
itt egyértelmfien tipusokra gondolunk.

Vonalpéldanyok egy sorozatanak észlelése persze onma-
gaban még nem ,szemlélete” egy vonalsorozat-tipusnak. Az
utébbihoz a tipus fogalmdnak segitségével tudunk eljutni; eh-
hez pedig mindenekel6tt arra a képességre van sziikség, hogy
fel tudjuk ismerni mas példanyokrdl, hogy beletartoznak-e
ugyanabba a tipusba, vagy sem. Ezen a képességen tul is sziik-
ségiink van valamire, amit gy irhatnank le, hogy egy bizo-
nyos tipusként latunk valamit. De ez mar a szokvanyos ész-
lelésben is jelen van. Lathatunk persze egy targyat anélkiil
is, hogy felismernénk benne ezt vagy azt, de ha a felismerés
mégis megtorténik, az még a normalis észleléshez tartozik; ha
pedig valaki lat egy targyat, akkor mindenképpen valamilyen
leirdsnak megfeleléen ismeri azt fel, amely alkalmas arra, hogy
egy masik alkalommal tjra beazonositsa.

Mindezzel szemben azt az ellenvetést lehetne tenni, hogy
egy targy szokvanyos észlelése egy lényeges ponton kiilénbo-
zik attdl, amit én egy szimboélumtipus ,szemléletének” sze-
retnék nevezni. Mig ugyanis az elébbi esetében a targyként
—vagy akar egy adott fajtaba tartozoé targyként — valé Auffas-
sung [felfogas] teljességgel spontdn és természetes, az utébbi
aktus egy esetleg teljességgel mesterséges fogalmi apparatus
tudatos igénybevételét igényli. Egyetértek azzal, hogy ez az
ellenvetés esetleg jogos lehet a vonalsorozat-tipusok esetében,
mas esetekben pedig feltétlentil jogos. Némely esetben azon-
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ban teljesen spontan és természetes médon tekintiink valami
adottat tipusnak. A természetes nyelv megértése kindlja a leg-
nyilvanvalébb példat erre a spontaneitasra: a befogad kiilon
reflexié nélkiil is tjra fel tudja ismerni a tipust (éspedig nyelvé-
szeti, nem pedig akusztikai értelemben). A nyelvi megnyilat-
kozas befogaddjanak jellemz&en vilagosabb elképzelése van
arrél, hogy mi hangzott el (példaul mely szavak), mint arrél,
hogy miképpen is lehetne a megnyilatkozas eseményét beazo-
nositani.?! Azt hiszem, hogy ugyanez érvényes néhany maés
univerzaléra is; igy példaul az érzéki mindségekre és a for-
makra.” Mindenesetre tigy t{inik, hogy ezen esetek egyikében
sem sértjiik meg a koznyelvet, ha az univerzalé mint tirgy ész-
lelésérdl beszéliink, amikor az univerzdlé egy példanya van je-
len. Ez nem csupan bombasztikus megfogalmazasa az egyedi
példany mint példany észlelésének (példaul, ha latunk valami
voroset mint voroset), hiszen az univerzalé beazonositasa biz-
tosabb és vilagosabb lehet, mint a targyé, amely az univerzalét
képviseli.

Ezeknek az észrevételeknek meg kellene ingatniuk azt a
kozkeletli benyomast, hogy a matematikai szemlélet valami
,kiilonleges” képesség, amely esetleg nem is jut szerephez,
amig nem miiveliink tiszta matematikat. A matematikai ter-
mészet{i szemléletnek legaldbb egy fajtija — nevezetesen a
szimbolum- és a kifejezéstipusok szemlélete — teljesen szokva-

21 Természetesen annak szokasos értelmét, amikor arrél beszéliink, hogy mi
hangzott el, és még inkabb arrdl, hogy mit mondott az illetd, leginkabb a kije-
lentés fogalmaéra hivatkozva tudnank rendszerezetten leirni. Igy aztan hasonlé
érvet fogalmazhatnank meg amellett is, hogy a kijelentések szemléleti targyak.
Azilyen érvek sem oszlatjik azonban el a kijelentések objektivitasaval kapcso-
latos jol ismert kételyeket. Egy hangingerre adott valasz azért szamithat egy
mondat szemléletének, mert a befogadénak tulajdonithatunk egy kelléen er6s
fogalmat arrél, hogy mit is jelent egyazon mondatnak lenni.

22 Ez a felfogas nem sziikségképpen dszeegyeztethetetlen a nominalizmus
Osszes valtozataval. A brit empiristdk némelykor univerzalékként fogtdk fel az
érzéki mindségeket, de ezeket csak ,egyszerii ideakként”, nem pedig ,abszt-
rakt ideakként” ismerték el. Hasonlé értelemben univerzalék tartoznak a qua-
lia korébe [Goodman 1951] felfogasa szerint. Sem az empiristak, sem Good-
man allaspontja, de még az éltalam javasolt felfogas sem koveteli meg az ér-
zéki mindségektdl, hogy attribiitumok legyenek abban az értelemben, hogy no-
minalizalt predikatum jel6lné Gket.
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nyos jelenség és ez a koznyelvben is kifejezésre jut. Ha egydl-
talan jutunk valamire azzal, hogy pozitivan prébéljuk magya-
razni a matematikai szemléletet, akkor — a matematikai szem-
lélet hiveinek elképzelésével 6sszhangban —annak is vildgossa
kell valnia, hogy ez a szemlélet nem elszigetelt ismeretelmé-
leti fogalom, amely csak a tiszta matematikara alkalmazhato,
hanem igen szoros kapcsolatban kell allnia azokkal a fogal-
makkal, amelyekkel a fizikai vilag szokvanyos észlelését és az
arrdl szerzett ismereteinket irjuk le. A kapcsolatnak olyan szo-
rosnak kell lennie, hogy ezt a ,képességet” akkor is tetten ér-
hetjiik, ha tudatosan éppen nem foglalkozunk matematikaval.

V.

Eddigi fejtegetéseink alapjan évatosnak kell lenniink, ami-
kor Husserl nyoman tigy beszéliink egy tipus , szemléletérdl”,
mint ami a példany észlelésén alapul. A szokvanyos helyze-
tekben sz6 szerinti értelemben vett észlelésrol van szd, ami
megkoveteli az észlelés targyanak fizikai jelenlétét és hatdsat
az érzékekre. Ha a szokdsos értelemben mondjuk, hogy szava-
kat hallunk, ez altaldban ilyen kovetkezményekkel jar. A tipus
sokszor az ilyen esetekben is hattérbe szoritja a példanyt, de
az utébbi ettsl még az észlelés tirgya marad. Am ez a hattér
és a tovabbi tapasztalatok, amelyek elengedhetetlenek ahhoz,
hogy valami fizikailag valdsdgosat észleljlink, még ezekben a
megszokott helyzetekben is irrelevansak abbdl a szempontbdl,
hogy a tipusban rogzitett formit észleljiik-e. A fizikai valésag
tobbnyire nem akkor valik fontossd, amikor felfogjuk a tipust,
hanem amikor a részletekre vagyunk kivancsiak: a szavakkal
kapcsolatban feltehet6leg szamitani fog, hogy valaki egy adott
idépontban kimondta azokat, vagy hogy esetleg egy konyv-
ben vannak kinyomtatva.

Az ilyen szemlélet megalapozdsaban paradigmatikus sze-
repe van a példany észlelésének vagy elképzelésének. [gy tud
a tipus szemlélete a tipusrdl sz6l6 propoziciondlis tudashoz,
tehdt propoziciondlis szemlélethez juttatni benntinket. Egyszer(i
példat szolgaltatnak a tipusokrdl szolé egyedi kijelentések,
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mint példdul az, hogy ||| a ||-ra kévetkezik. Ennek igazsagat
egyetlen szemlélet alapjan latjuk be, de a kijelentés persze
altalanos, amennyiben a példdnyokra vonatkozé kovetkez-
ményeit tekintjiik. Legyen a a fenti ||| tipus egy példanya,
b pedig a || tipusé. Ha c és d rendre ugyanabba a tipusba tar-
toznak, mint a és b, akkor allitdsunk értelmében ¢ két kom-
ponensre bonthaté: az egyik d-vel megegyezd tipust, a ma-
sik pedig egyetlen vonallal egésziti ki ezt a jobb oldalan. Per-
sze Ggy is aldtdmaszthatjuk az allitast, amely szerint ||| a
||-ra kovetkezik, hogy a megfelel6 tipusok tetszélegesen kiva-
lasztott példanyaira hivatkozunk, amelyek meger6sitik a fenti
kovetkeztetést. De az igazolds moddja ebben a valtozatban is
ugyanaz: paradigmatikusnak tekintett példakat kell megvizs-
galnunk. Mindez nem csak az altalunk vélasztott fiktiv elmé-
letre igaz. Ugyanez érvényes a papiron végzett szamitasokra
és az olyan formalis bizonyitdsokra is, mint amilyenek a beve-
zetd logikakurzusokon bemutatott levezetések.

Sulyosabb problémadkkal kell szembenézniink, ha tipusokrol
tett altalanos kijelentésekrél van sz6, amelyek meghatarozat-
lan sokasagu kiilonbozo tipus folott kvantifikdlnak. Ez tart ben-
niinket vissza attdl, hogy Husserl nyoman tgy fogalmazzunk:
némelykor a tipus szemlélete egy elképzelt példanyra tdmasz-
kodik. Tekintstik példaul azt az allitast, hogy minden egyes
vonalsorozatot folytatni lehet egy tjabb vonallal. Ez a lehet6
leggyengébb megfogalmazasa annak, hogy ,nyelviink” po-
tencialisan végtelen. Efel6l azonban sem tapasztalati titon nem
tudunk meggy6z6dni, sem a matematikai szemlélet imént tar-
gyalt valtozata révén, amely tényleges észlelésen alapul. Ha
azonban magunk elé képzeliink egy tetszéleges vonalsoroza-
tot, azonnal kidertil az is, hogy ez folytathaté egy tdjabb vo-
nallal. A sorozatot akdr Gestaltként is magunk elé idézhetjiik
- egyidejiileg az 6sszes vonalat —; az alakzattal egyiitt adott a
kornyezete, s igy az Gjabb vonalhoz sziikséges hely is. Még-
sem biztos, hogy ez a legjobb megkozelitése a probléménak,
hiszen ha igy képzeliink el egy tetszdleges sorozatot, homaly-
ban marad, hogy az miképpen is tagolédik vonalakra. Ehe-
lyett Ggy is elgondolhatjuk a sorozatot, hogy az 1épésrdl 1é-
pésre épiil fel a vonalakbdl. Ebben az esetben a hangstily az
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nyos jelenség és ez a koznyelvben is kifejezésre jut. Ha egyal-
taldn jutunk valamire azzal, hogy pozitivan prébéljuk magya-
razni a matematikai szemléletet, akkor — a matematikai szem-
lélet hiveinek elképzelésével 6sszhangban —annak is vilagossa
kell valnia, hogy ez a szemlélet nem elszigetelt ismeretelmé-
leti fogalom, amely csak a tiszta matematikdra alkalmazhato,
hanem igen szoros kapcsolatban kell allnia azokkal a fogal-
makkal, amelyekkel a fizikai vilag szokvanyos észlelését és az
arrél szerzett ismereteinket irjuk le. A kapcsolatnak olyan szo-
rosnak kell lennie, hogy ezt a ,képességet” akkor is tetten ér-
hetjiik, ha tudatosan éppen nem foglalkozunk matematikaval.

V.

Eddigi fejtegetéseink alapjan 6vatosnak kell lenniink, ami-
kor Husser]l nyoman tigy beszéliink egy tipus , szemléletérsl”,
mint ami a példany észlelésén alapul. A szokvanyos helyze-
tekben sz6 szerinti értelemben vett észlelésrol van sz6, ami
megkoveteli az észlelés targyanak fizikai jelenlétét és hatasat
az érzékekre. Ha a szokdasos értelemben mondjuk, hogy szava-
kat hallunk, ez altalaban ilyen kovetkezményekkel jar. A tipus
sokszor az ilyen esetekben is hattérbe szoritja a példanyt, de
az utébbi ettdl még az észlelés targya marad. Am ez a hattér
és a tovabbi tapasztalatok, amelyek elengedhetetlenek ahhoz,
hogy valami fizikailag valdsdgosat észleljiink, még ezekben a
megszokott helyzetekben is irrelevansak abbol a szempontbdl,
hogy a tipusban rogzitett formit észleljiik-e. A fizikai valésag
tobbnyire nem akkor valik fontossd, amikor felfogjuk a tipust,
hanem amikor a részletekre vagyunk kivancsiak: a szavakkal
kapcsolatban feltehetdleg szamitani fog, hogy valaki egy adott
idépontban kimondta azokat, vagy hogy esetleg egy konyv-
ben vannak kinyomtatva.

Az ilyen szemlélet megalapozasaban paradigmatikus sze-
repe van a példany észlelésének vagy elképzelésének. [gy tud
a tipus szemlélete a tipusrol sz6l6 propozicionalis tudashoz,
tehdt propoziciondlis szemlélethez juttatni benntinket. Egyszer(i
példat szolgaltatnak a tipusokrdl szolé egyedi kijelentések,
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mint példaul az, hogy ||| a ||-ra kovetkezik. Ennek igazsagat
egyetlen szemlélet alapjan latjuk be, de a kijelentés persze
altaldanos, amennyiben a példdnyokra vonatkozé kovetkez-
ményeit tekintjiik. Legyen a a fenti ||| tipus egy példanya,
b pedig a || tipusé. Ha ¢ és d rendre ugyanabba a tipusba tar-
toznak, mint a és b, akkor allitisunk értelmében c két kom-
ponensre bonthaté: az egyik d-vel megegyezé tipust, a ma-
sik pedig egyetlen vonallal egésziti ki ezt a jobb oldalan. Per-
sze Ugy is aldtamaszthatjuk az allitast, amely szerint ||| a
||-ra kovetkezik, hogy a megfeleld tipusok tetszdlegesen kiva-
lasztott példanyaira hivatkozunk, amelyek megerdsitik a fenti
kovetkeztetést. De az igazolas moédja ebben a valtozatban is
ugyanaz: paradigmatikusnak tekintett példakat kell megvizs-
galnunk. Mindez nem csak az altalunk valasztott fiktiv elmé-
letre igaz. Ugyanez érvényes a papiron végzett szamitasokra
és az olyan formalis bizonyitdsokra is, mint amilyenek a beve-
zetd logikakurzusokon bemutatott levezetések.

Sulyosabb problémakkal kell szembenézniink, ha tipusokrdl
tett altalanos kijelentésekrdl van sz6, amelyek meghatérozat-
lan sokasagti kiilonbozo tipus folott kvantifikalnak. Ez tart ben-
niinket vissza attél, hogy Husserl nyoman tigy fogalmazzunk:
némelykor a tipus szemlélete egy elképzelt példanyra tdmasz-
kodik. Tekintsiik példaul azt az éllitast, hogy minden egyes
vonalsorozatot folytatni lehet egy tjabb vonallal. Ez a lehet6
leggyengébb megfogalmazasa annak, hogy ,nyelviink” po-
tencialisan végtelen. Efel6l azonban sem tapasztalati titon nem
tudunk meggy6z6dni, sem a matematikai szemlélet imént tar-
gyalt valtozata révén, amely tényleges észlelésen alapul. Ha
azonban magunk elé képzeliink egy tetsz6leges vonalsoroza-
tot, azonnal kideriil az is, hogy ez folytathat6 egy tjabb vo-
nallal. A sorozatot akdr Gestaltként is magunk elé idézhetjiik
- egyidejlileg az 0sszes vonalat —; az alakzattal egytitt adott a
kornyezete, s igy az tjabb vonalhoz sziikséges hely is. Még-
sem biztos, hogy ez a legjobb megkozelitése a probléménak,
hiszen ha igy képzeliink el egy tetszdleges sorozatot, homaly-
ban marad, hogy az miképpen is tagolédik vonalakra. Ehe-
lyett Ggy is elgondolhatjuk a sorozatot, hogy az 1épésrdl 1é-
pésre épiil fel a vonalakbdl. Ebben az esetben a hangsiily az
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idobeli egymdsutdnisagon van, és az valik nyilvanvaléva, hogy
barmelyik ponton tjabb lépésre van lehetdség.

Mindkét esetben tetszdlegesen hosszii vonalsorozatot kell ma-
gunk elé képzelniink. Hasonlé problémaba titkoziink itt, mint
Locke az altaldnos haromszog kapcsdn. Amint egy sajatos moé-
don elképzeltiik a vonalsorozatot, az maris adott szamu vo-
nalbdl fog allni, és igy nem lesz teljesen tetsz6leges sorozat.
Ugy tiinik, két valasztasunk van: vagy elnosddé képet alkotunk
a sorozatrdl — tehdt nem tisztazzuk a belsd szerkezetét olyan
mértékben, hogy n tagt vonalsorozat jelenne meg el6ttiink va-
lamely adott n-re —, vagy kivalasztunk egy adott szamu vo-
nalbdl all6 sorozatot paradigma gyanant (és azt ilyenkor nem
csupan elképzelhetjiik, de észlelhetjiik is). Az utébbi esetben
képesnek kell lenniink arra, hogy eltekintsiink a bels6 szer-
kezettdl, s igy végsd soron ugyanaz a helyzet, mint ha csak
elmosddé képiink van a sorozatrdl.

Természetesnek vessziik, hogy az észleléstinket legalabb bi-
zonyos esetekben nem torzitja el a gondolkodasunk: tudatos
reflexié nélkiil be tudjuk fogadni kdrnyezetiink egyes aspektu-
sait és valaszolni is tudunk azokra, tovabba képesek vagyunk
ugy viszonyulni a sajat észleléseinkhez, hogy egyaltalan ne be-
folyasoljon, hogyan itélnénk meg azokat egyébként. Akar iga-
zunk van ebben a kérdésben, akar nem, vilagos, hogy egy, az
el6z6 bekezdésben leirthoz hasonlé Gedankenexperiment csak
akkor foghat¢ fel egy olyan allitas szemléleti igazolasaként,
mint hogy barmely vonalsorozat folytathato, ha a kisérlet so-
ran meghatarozott fogalmakra tamaszkodunk; esetiinkben a
vonalsorozatéra. Ha ez nem igy volna, a gondolatkisérlet nem
tudna igazolni az allitas altaldnos érvényét.

Brouwer talan éppen ezt a nehézséget probalta athidalni
egy konkrét esetben azzal, hogy bevezette a kettés egység
fogalmat. Brouwer koncepcidja szerint a tudat miikodése ré-
vén ,egy életpillanat két mindségileg kiilonb6z6 dologga valik
szét”, amelyek koziil az tjabb jelen pillanat megdrzi az ere-
deti iddbeliségét, s az igy kapott ,id6beli kettésség” felfog-
haté egy 1j kettdsség megfogalmazasaként, ami utat nyit az
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id6beli harmassagnak.?? A folyamat igy mindig el tud vezetni
egy Ujabb pillanathoz, és Brouwer szerint éppen ezen alapul a
természetes szamok végtelensége. Valami hasonléval van dol-
gunk az alakzat-hattér szerkezet(i észlelés esetében is, amelyre
fentebb hivatkoztunk. De barhogy gondoljuk is el azt a 1épést,
amellyel az Gjabb sorozathoz eljutunk, az mindenképpen kor-
latlanul iterdlhatd lesz. Ez bizonyos értelemben abbdl a ténybdl
kovetkezik, hogy az ,tjabb elemmel valé bévités” utan lénye-
gében ugyanaz lesz a sorozat szerkezete. De egy olyan foga-
lom, mint a vonalsorozat, magéban foglalja az ilyen jellegfi ite-
rativitast. Ha ezt érthet6vé akarjuk tenni, maris a matematikai
indukciot koriilvevd fogalmak és elképzelések sfir(ijében ta-
laljuk magunkat. Es bér azt a felfogast tulajdonitjdk Brouwer-
nek, hogy az iterdcié a legalapvetébb matematikai intuicié, én
a magam részérdl ugy vélem, hogy a szemlélet itt targyalt fo-
galma kimertil ezen a ponton, és csak egy gyengébb és kevésbé
korvonalazott értelemben igaz, hogy a matematikai indukcié-
ban a szemlélet jelenik meg.

A vonalsorozat fogalma magaban foglalja ugyan az itera-
ciét, mégsem juthatunk induktiv médon arra a kovetkezte-
tésre, hogy minden ilyen sorozat tovabb folytathat6. Az in-
duktiv bizonyitas ugyanis sziikségképpen korkoros volna.
Csak akkor folyamodnank ilyen bizonyitashoz, ha valéban
azt kellene beldtnunk, hogy minden vonalsorozatot meg le-
het kapni az tjabb vonallal valé bovités iteralt alkalmazasaval.
Szerintem valdjaban csupan ennyir6l van szé: észleléstinknek
van egy sajatos szerkezete, egy ,szemléleti forma”, ha tgy tet-
szik, amelyben megvannak a brouweri kett6s egység lényegi
vonasai, és barhogy is értsiik az ,Gjabb elemmel val6 bovi-
tést”, mindenképpen a birtokunkban van valami, aminek ép-
pen ez a struktiirdja. Ha azonban csak annyit akarunk belatni,
hogy mindig lehetséges Gjabb elemmel b&viteni a sorozatot, ak-
kor csak az altalanos struktiirara tdimaszkodunk, nem pedig
arra az konkrét belatasra, hogy az el6ttiink fekv sorozat ite-
ralt bévitések eredménye. Ez deriil ki abbdl is, hogy ugyanab-

2 [Brouwer 1975], 417. p. (1929-bél). V6. 17. p. (1907-bél), 480. p. (1948),
510. p. (1952).
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ban az értelemben, ahogy a vonalak sorozata folytathaté egy
tjabb vonallal, barmely véges geometriai alakzat is kiegészit-
het6 ilyen vonallal.

VL

Fontos leszogezniink: az el6z6 fejezet érvei semmilyen alapot
nem adnak arra a meggy6z6désre, hogy fizikailag is lehetséges
tetszbleges vonalsorozatot folytatni. Ezek az érvek legfeljebb
a tér és az id6 szerkezetérdl mondanak valamit, de a fizikai
lehetségességhez ennél tobbre van sziikség: éspedig arra, ami
a fizikai valésagot megkiilonbozteti a tiszta geometriai tértdl.
Barmiben &lljon is ez a kiilénbség, annyi bizonyos, hogy a fizi-
kai valésdg a tér mellett anyagbdl is all. Masrészt ténylegesen
kevesebbre van sziikségiink, mint a tiszta geometriai tér, hi-
szen még ha ragaszkodunk is a vonalak térbeliségéhez — ettdl
esetleg el lehet tekinteni —, csak a tér néhany primitiv tulajdon-
sagat hasznaljuk ki; a metrikus tulajdonsdgokat példaul nem.

Azt a lehetségességet, amelyrdl ezek az érvek szélnak, ma-
tematikai lehetségességnek nevezhetjiik. A megfogalmazas arra
utal, hogy nem az emberi szervezet képességeire gondolunk,
sOt akdr még az is idegen lehet a megfontolasainktdl, hogy
a ,konstrukciét” az értelem tevékenységeként fogjuk fel. Az
utébbi értelmezés egyébként egybeesik Kant és Brouwer allds-
pontjaval. Ez akkor valik igazadn vonzoéva, ha azt szeretnénk
allitani, hogy barmely vonalsorozat észlelhetd vagy elképzelhetd.
(Erdemes ezeket a kifejezéseket a példanyok szdméra fenntar-
tani, a tipusrdl pedig azt mondhatjuk, hogy szemlélhetd.) Esze-
rint az elképzelés szerint barmilyen sokszor ismételtiik is meg
a sorozat bovitését egy tjabb vonallal, még mindig médunk-
ban 4ll (,,nekiink”) egy tovébbival kiegésziteni. En azonban a
magam részérdl tigy gondolom, hogy e mogott az allaspont
mogott ott rejlik egy eléfeltevés: eszerint a tapasztalatok ido-
beli lezaratlansagan és a tér szerkezetének néhany primitiv vo-
nasan tul semmi sem korlatoz ,benniinket” abban, hogy mit
vagyunk képesek észlelni. Kant és Brouwer szerint ez a két
korlatozas az értelmiink hozzajarulasa ahhoz, ahogy a vila-
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got észleljiik. Kant természetesen tigy gondolta, hogy ezek-
rél a dolgokrdl nem is lehetne a priori ismeretiink az értelem
hozzdjarulasa nélkiil. Engem nem gy6z meg Kant okfejtése, és
semmiképp sem szeretném, ha érvelésem az a priori tudas fo-
galmara tamaszkodna. Ha a kérdéses kijelentés tartalmdt ugy
fogalmazzuk meg, hogy az a lehet6 leginkabb fliggetlen ma-
radjon a hozza vezet6 beldtas leirdasatol, akkor csupan annyi
marad meg, hogy tetszbleges vonalsorozat esetében lehetséges
egy masik sorozat, amely egy tjabb vonallal egésziti ki azt.

A nominalista egyrészt tobbet, masrészt kevesebbet kove-
tel meg nalunk. O akér anélkiil is megprobalhat boldogulni,
hogy a fentebb targyalthoz hasonl6 sorozatok potencidlisan
végtelen voltat feltételezné; ezzel azonban a végtelen sok ter-
mészetes szam igényérdl is le kell mondania. A nominalista
ugyanabban a kinos helyzetben van, amelyben Russell talalta
magdt a végtelenségi axioma kapcsan. Kezelheti ugyan hipo-
tézisként, amelynek az igazsaga mellett nem kotelezi el ma-
gat, de az igy felfogott matematikaban stilyos problémak lép-
nek fel. Nem lehet ugyanis kizarni azt, hogy amennyiben a
bevett matematikai eszkzokkel bebizonyitottunk valamely B
allitast, ez még nem jogosit fel benniinket negacidjanak elve-
tésére, hiszen ha A az idevago végtelenségi axioma, A hamis-
saga esetén mind A D B, mind A D ~ B igaz.

Megteheti azt is, hogy empirikus hipotézisként fogadjon el
egy olyan dllitast, amelybdl kovetkezik, hogy térben és idében
létezik olyan w-sorozat, mint a vonalsorozatok példanyaié,
amelyben minden egyes sorozat egy tjabb elemmel haladja
meg a megel6z6t.>* Mivel fizikai értelemben vett létezésrdl
van sz0, ez az allitds er6sebb annal, amit mi tettiink, s amire
a matematikaban ténylegesen sziikség van. (Akar hagyoma-
nyos értelemben vett empirista allaspontra is helyezkedhe-
tett volna, amely szerint a jelenségek valamely tertiletén fel

2 lyen kovetkezménnyel jar példaul az a felfogds, amellyel Hartry Field fi-
gyelemre mélté konyvében ([Field 1980]) talalkozunk. Field arra tett kisérletet,
hogy a fizikét a szintetikus geometria kiterjesztéseként értelmezze, amelyben
a valtozok értékei az altala fizikainak mondott téridé pontjai és ponthalmazai
lehetnek. Ebben az elméletben természetesen lehet az aritmetikdhoz modellt
szerkeszteni.
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is ismerhetiink ilyen sorozatokat; ez az allaspont azonban
éppen empirista megfontolasok alapjan tlinik igencsak meg-
kérdGjelezhetének, és a matematika szempontjabdl ugyan-
ugy szilikségtelen kovetelményeket tamaszt.) Egy ilyen hipo-
tézis nyilvanvaléan elméleti jelleg(i, és még meg is cafolhato,
amennyiben a fizika fejlédése olyan fordulatot vesz, hogy a
térid6t végesnek és diszkrétnek tekintjiik. A hipotézis elfoga-
daséara nincs més okunk, mint hogy a fizika torténetesen a vég-
telen szamhalmazon értelmezett aritmetikdaval kardoltve fejlo-
dott ki.

Van egy harmadik nominalistinak mondhaté lehet8ség is,
amelyre korabban mar utaltunk. Kitartunk amellett, hogy szi-
goru értelemben csak példanyokrdl beszélhetlink: az egy ti-
pushoz tartozds reldcidjat értelmezhetjitk ugyan, de nem lesz
tobb egy hasznos ekvivalenciarelacionadl, és alkalmatlan arra,
hogy a tipusok beazonositasanak alapjaul szolgaljon. A po-
tencialisan végtelen szamu tipus problémdjat pedig a kvanto-
rok modalis interpretacidja titjan kezeljiik.?” Korabban amel-
lett érveltem, hogy ezt az elképzelést helytelen nominalista-
nak nevezni.?® Az érveimet fenntartom ugyan, de ma mar in-
kabb ugy fogalmaznék, hogy végiil is terminoldgiai kérdés,
nominalizmus-e ez a nézet. Mindaddig, amig kiviil maradunk
a halmazelméleten és a matematika tobbi impredikativ tertile-
tén, nincs lényeges kiilonbség ezen éllaspont és az én felfo-
gasom kozott. Az utébbi megkotés azonban lényeges. Ha a
példanyokra vonatkozé modalis elméletet fizikai példanyok-

25 [Chihara 1973], 191. p.; [Parsons 1971], 160-162. p. Az utébbi tanulméany
160. oldalanak utolsé két sora tobbértelmii. Az egyik olvasata szerint , 3z Fa”
—ahol a valtozé ,lehetséges értékei” a természetes szamok — akkor és csak akkor
igaz, ha szerkeszthetiink olyan észlelhet6 betiisorozatot, amelyet az Fa betfi-
sorozat helyére irva igaz kijelentést kapunk. Ennek az igazsagfeltételnek a he-
lyes megfogalmazasa egy betiisorozatokrol sz6l6 sziikségszerii allitas volna.
Ez behelyettesitéses jellegii igazsagfeltétel, és igy az aritmetika nyelvének be-
helyettesitéses interpretaciéjahoz vezet. Betlisorozatokrol és azok készitésérdl
ennélfogva csak a metanyelvben beszélhetiink.

Lehetségesek mas olvasatok is, amelyek szerint bet{isorozatok felett kvanti-
fikalunk.

26 [Parsons 1971], 162-164. p-

266



rél sz616 elméletként értjiik, a modalitast pedig fizikai moda-
litasként fogjuk fel, akkor nézetem szerint ugyanazokkal a ne-
hézségekkel taldljuk magunkat szemkozt, mint a nominaliz-
mus aktualista valtozatai.

VII

A tipusok absztrakt entitasok: id6tlenek, kivil allnak az ok-
sagi viszonyokon és nem teljesek. A kovetkezdkben azzal a
kérdéssel fogok foglalkozni, hogy e hdrom tulajdonsag kap-
csan nem meriilnek-e fel sulyos ellenérvek a tipusok szemlé-
letével szemben. A vonalsorozat-tipusok és mas hasonlé jelso-
rozatok csak minimalis mértékben absztraktak, lévén konkrét
példanyok tipusai. Az ezekre vonatkozé szemléleteink vagy
érzéki tapasztalaton alapulnak, vagy pedig olyan képzeleti ak-
tusokon, amelyek térben és id6ben helyezik el a targyukat,
még ha nem is konkrét helyen és id6pontban. Az ilyen tipus
id6tlensége egyszer(i univerzalitas: mivel barhol elhelyezhe-
t6k a példanyai, magdra a tipusra Ggy tekintiink, mint aminek
magdnak nincs helye. Minthogy a tipus léte a példany lehet-
ségességén miilik, az el6bbit nem tekinthetjiik egyszerfien a
példanyok mereoldgiai 0sszegének. Az id6tlenség problémija
valéjdban episztemoldgiai: hogyan tudhatjuk meg az igazsa-
got a tipusokrol a példanyok észlelése alapjan, ha ezek az igaz-
sagok az adott tipus birmely példanyara érvényesek? Fentebbi
megdllapitasaimban alig tettem tobbet, mint hogy megproé-
béaltam egyértelm(ivé tenni: ténylegesen rendelkeziink ilyen tu-
dassal. Tovabbi magyarazatra volna sziikség, bar bizonyos ta-
pasztalatok arra mutatnak, hogy az ilyen magyarazatok végs6
soron mindig korkorosek. Annyit azonban megallapithatunk,
hogy ezt a problémat nem egy sajatos tipusontoldgia veti fel.
Az emlitett nominalista szinezet(i elképzelések esetében is fel-
vetédik a példanyokkal kapcsolatos altalanos igazsagok kér-
dése; ezek a tipusokkal kapcsolatos igazsagok nominalista val-
tozatai.

Végsd soron az is megkérddjelezhetd, hogy a tipusok ki-
viil 4llnak-e az oksdgi viszonyokon. Példdnak okaért eléfor-
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dulhatna, hogy ilyesmit mondjak: ,a szavai felhaboritottak”.
Mondjuk ezt vagta a fejemhez: ,nincs joga hozzd, hogy filo-
zofusnak nevezze magat”. Valéjaban azonban nem gondoljuk
azt, hogy maga a mondat haboritott fel (és nem is csak a konk-
rét példa indexikussaga miatt). Még csak nem is a mondat
altal kifejezett allitasnak tulajdonitjuk a hatast, bar ebben az
esetben ez mar meggy6zébben hangzik. Sokkal kézenfekvbb,
hogy egy eseménynek, a szavak kimondasanak tulajdonitsuk
a hatast, vagy annak, hogy ezt az allitdst fogalmazta meg az
adott helyzetben. Ha igy fogjuk fel a dolgot, a mondat maga
tovébbra is kiviil marad az oksagi viszonyokon, de ez a ki-
viil maradas nem jelent tobbet, mint az id6 és a tér esetében.
A mondat példanyai részt vesznek az oksagi viszonyokban, és
ténylegesen hatnak az érzékelésiinkre. Ugy vélem, amint atlat-
juk a tipus szemlélete és az észlelés szokvanyos formai kozotti
kapcsolatot, a probléma egyszeriben feloldédik. Mindazonal-
tal aki az ellenvetést tette, gondolhat Benacerraf dilemmajara
is (lasd 15. jegyzet). Erre vélaszt adni azonban mar tobbet ki-
vanna, mint amit a jelen iras elbir.

Ami pedig a teljességet illeti: els6 végiggondoldsra akar gy
is talalhatndnk, hogy a vonalsorozatokhoz hasonlé absztrakt
targyak a konkrét targyakkal val6 rokonsdguk miatt nem hia-
nyosak. Az az allitas példaul egészen egyszer{ien hamis lenne,
hogy ||| azonos egy mas mdédon megadott targgyal, mondjuk a
3 szammal. |||-nak vannak olyan tulajdonsdgai, amelyeket hia-
ba keresnénk a 3-ban — példdul vonalakbdl ll. Tovabbi prob-
lémat okoznak a kognitiv viszonyok, kozottiik a de re kijelen-
tésattitlidok. Hidba latom a tdblan a ‘Vz(z # 0 D Jy(x = Sy))’
formulat, nem latom azt a szamot, amely hozzarendel6dik az
elsérend(i aritmetika szintaxisanak valamely aritmetizaldsa
soran.

A kovetkez6 magyarazatot szeretném javasolni. A tipus fo-
galmanak lényegi jegyei csak az adott szimbdlumrendszerhez
tartozé tipusokhoz képest hatarozzdk meg az azonossagi és
a kiilonboz6ségi relaciét. (Két konkrét betiisorozat egyazon ti-
pusba tartozhat az egyik szimbdlumrendszerben, mig egy ma-
sikban nem.) Mivel ez a tipusok megkiilonboztetd jegye, a jo-
zan ész azt sugallja, hogy egy adott szimbolika tipusait sui ge-
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neris tipusoként fogjuk fel: semelyikiik sem azonos egyetlen
mas médon adott dologgal sem. Igy bizonyos értelemben meg
is szlinnek hidnyosnak lenni, hiszen ez a megszoritas barmely
predikatum esetében meghatarozza, hogy a tipus kielégiti-e
vagy sem (legaldbbis ami a klasszikus logikat illeti). Csakhogy
ezt negativ médon teszi: a tipus egyetlen atomi predikatumot
sem elégit ki azok kivételével, amelyek a szerkezetét adjak
meg és amelyek az egyes példanyok alapvetd tulajdonsédgait
irjak le. De a j6zan ész ilyen sugallatanak semmi sem felel meg
a dolgok természetében —legalabbis semmi olyan, amit a nyelv
rendszerbe foglalasa soran ne lehet félretenni.

Az ilyen megfontoldsok mindazonaltal ramutatnak egy fon-
tos részletre, ahol nem teljes az analégia a matematikai szemlé-
let itt targyalt tipusa és a szokvanyos észlelés kozott. Az, hogy
mi a szemlélet tdrgya, attdl fiigg, hogy a szubjektum milyen fo-
galmat hiv segitségiil a szemléletalkotaskor. Bizonyos esetek-
ben —ilyen a természetes nyelvé is — a szerepet jatszo6 fogalmak
vellink sztiletettek vagy spontan modon és reflektalatlanul ki-
alakultak is lehetnek. Az olyan, jellegzetesebben matematikai
szemléletek esetében, mint a geometriai alakzatoké vagy az
olyasféle mesterséges szimbolikaké, mint a fentebb targyalt,
nem ez a helyzet. Igy aztan — a szokvéanyos észleléstdl elté-
réen — hianyzik az a fogalomkészletiinktél fliggetleniil adott
keret, amelyen beliil maradva a szemlélet targyat beazonosit-
hatnank. Ha valaki meleget érez, és a meleg nem mds, mint
a molekulak mozgasa, akkor 6 érzékel valamit, ami a mole-
kuldk mozgasa. Ha az , érez” igét targyra vonatkoztatva hasz-
naljuk, akkor a molekulak mozgasat érzékeli, még akkor is, ha
nincs fogalma a molekuldkrél. De senki sem alkothatna szem-
léletet egy vonalsorozat-tipusrol, hacsak nem latja azt olyan
tipusként, amely vonalakbdl épiil fel, ez pedig feltételezi a vo-
nal fogalmat. Ha elméletiink rendszerezése soran a sorozatot
a 3 szammal azonositjuk, talan azt is mondhatjuk, hogy az il-
let6 a 3-rél alkot szemléletet, noha esetleg fogalma sincs arrdl,
hogy éppen ezt teszi. De ezt is csak azért mondhatjuk, mert
rendelkezik valamilyen beazonosité fogalommal. Valészinfileg
van egy olyan szokvanyos észlelésfogalom, amelyre ugyanez
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all, de nem egyértelm(i, hogy vajon éll-e a ‘lat’, a ‘hall’ és eset-
leg az ‘érez’ igék leginkabb szokvanyos, targyra vonatkozé
hasznalatara.?”

VIII.

Eddigi vizsgalédasunk komoly pozitiv eredménnyel zarult:
minden tovabbi nélkiil elfogadhatjuk, hogy az észlelhetd pél-
déanyok tipusai a szemlélet targyai; a szemlélet itt alkalmazott
fogalma szoros analégiaban all az észlelésével. Mi tobb, pél-
dat is tudunk adni olyan kijelentésekre ezekrdl a targyakrol,
amelyeket szemléleti alapon tudunk.

Ez az eredmény csak egy nagyon sziik korre érvényes. A vo-
nalsorozatok — annak ellenére, hogy az aritmetika egyik mo-
delljét alkotjdk — felettébb sajitos targyak. Az, amit tipusok
szemléletének mondtunk, hasonl6 jellegli az észleléshez; ezt
akdr a példanyként szerepld targyak észlelésével valé rokon-
sagnak is betudhatjuk. A matematikai szemléletrdl alkotott fo-
galmunk talan nem is visz messzebb, mint az elemi szintaxis
és esetleg a hagyomanyos geometria tertilete. Fel vagyunk-e
késziilve példaul arra, hogy a természetes szamokat a szemlélet
targyanak mondjuk?

Ennek a kérdésnek a targyalasat rovidebbre kell fognom,
mint szeretném. Eddigi fejtegetéseink mértékletességre inte-
nek: a szemlélet olyan targyakat tud felmutatni, amelyek az
aritmetika modelljéiil szolgdlhatnak és egy ilyen modell pon-
tosan annyira felel meg, mint barmelyik masik, mind az arit-
metika megalapozasahoz, mind annak alkalmazasaihoz. Az az
allitas akar tévesnek is bizonyulhat, hogy a természetes sza-
mok maguk is a szemlélet targyai, hiszen a szemlélet szamara
nem egyetlen sorozat adott, amely ,a” természetes szamokkal

27 A természetes nyelv esetében a nyelv hatdrozza meg a tipusok szerinti
osztalyozast, nem pedig az észlelS fogalmi apparatusa. Tegyiik fel, hogy meg-
kérdezek valakit, aki sosem hallott még magyar beszédet: ,Hol az amerikai
nagykovetség?” Az illeté hallja ezt a magyar mondatot, de nem képes felis-
merni benne a magyar mondatot, és nem képes arra, hogy raismerjen a mon-
datra, ha masvalaki az enyémtdl eltér6 akcentussal mondja ki. Ez a helyzet
anal6g azzal, amit a természeti fajtak jatszanak annak a leirdsdban, amit egy
ember lat.
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volna azonos, és a szam fogalma sem zarja ki, hogy az aritme-
tika ,,szandékolt modelljének” objektumai ne szemléleti tar-
gyak legyenek.

Meg kell azonban kisérelniink, hatha a szdmossag és a rend-
szam fogalmanak magasabb rend(i aspektusaival diil6re tu-
dunk jutni. A kovetkezSben a szamossagra fogok szoritkozni.
A szamallitasok formalizalasakor legalabb egy predikatumo-
kon értelmezett funktort kell alkalmaznunk. Ez lehet numeri-
kus kvantor: ,n olyan  van, amelyre F'z”; de lehet névfunktor
is: ,az olyan z-ek szdma, amelyekre F'z”. Ez azonban semmi-
lyen korlatozast nem jelent abban, hogy miféle targyak is a ter-
mészetes szamok. Ne engedjlink a kisértésnek, hogy a szamo-
kat a numerikus kvantorokkal azonositsuk (mint ,,masodfoku
fogalmakkal”, vagy ilyesmi), de annak sem — aminek Frege
nem allt ellen —, hogy keressiink egy olyan targyat, amely 1é-
nyegi sajatossagaival reprezentalja a numerikus kvantort.

Az mar nem intézhetd el ilyen konnyen, hogy a szamallita-
sok igazsagfeltételeinek kétségkiviil magukban kell foglalniuk
a szamazonossag fregei kritériumat: az F-ek szama akkor és
csak akkor ugyanaz, mint a G-k szdma, ha létezik kolcsondsen
egyértelmii megfeleltetés az F-ek és a G-k kozott.

Megprébalhatnank ezt olyan médon tekintetbe venni, hogy
a szamokat, mint valamiféle altalanositott tipusokat értelmez-
zlik szemléleti targyakként, és ezeknek a tipusoknak a példa-
nyai szamlalasra szolgélé szamjelpéldanyok.”® Az egy tipusba
tartozas reldcidjanak szerepét itt az ,,ugyanazt a szamot képvi-
seli” relacio jatssza. Mivel ez a relacié ugyanazt foglalja maga-
ban, amit a szdmldlds, megéllapithatjuk: amennyiben szamla-
lassal ellendriziik, hogy n darab z van, amelyre Fz, ezzel egy-
ben felmutatunk egy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést
az F-ek és n darab ,,szamlalo” sorozata kozott — az utobbiak
rendszerint szamjelek. Ha az F' predikatum elég egyszeri és
a terjedelmét észlelhet6 targyak alkotjak, az ,n darab F' van”
allitast tapasztalatilag igazolhatjuk. Nem kell iigy tekintentiink
az allitdsra, mint ami arrdl szol, hogy létezik kolcsondsen egyér-
telm{ megfeleltetés az F'-ek és a szamlalok kozott. De ez bizo-

28 [Parsons 1965], 201. p., vé. [Parsons 1971], 160. p.
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nyos moédon kovetkezik bel6le, és ha a szamfogalom alapjait
szeretnénk lerakni, akkor az ilyen megfeleltetéseket is szami-
tasba kell venniink.

Mindamellett az aritmetikdhoz csak véges megfeleltetésekre
van sziikségiink. Elni fogok azzal a feltevéssel, hogy a szemlé-
let targyainak véges halmaza maga is a szemlélet targya. Nincs
helyem itt ezt a feltevést alatimasztani. Csak annyit szeret-
nék jelezni: a feltevésbdl kovetkezik mindaz, amire sziiksé-
giink van annak igazoldasdhoz, hogy a természetes szamok
—amennyiben gy fogjuk fel ezeket, mint amik szemléleti tar-
gyakat ,szamolnak meg” — maguk is szemléleti targyak. Az a
és b szamjelek, még ha mas és mas szimbdélumrendszerhez tar-
toznak is, akkor képviselik ugyanazt a szamot, ha a szamjelek
a-val zarul6 sorozata kélcsondsen megfeleltethet6 a b-vel za-
rulé sorozatnak. Feltevésiink értelmében ez az éllitas nem szdl
semmi masrol, mint szemléleti targyakrol.

Ez a gondolatmenet viszont azt sugallja, hogy az aritmetika,
amennyiben targyakra dltalinossigban alkalmazzuk, a halmaz-
elmélethez tartozik. Ebben az ¢sszefiiggésben még mindig ki-
tarthatnank amellett, hogy a véges szamok szemléleti targyak;
emellett szol az, hogy a szamok mint targyak felépitéséhez ez
a teljes altalanossag nem sziikséges. A szdmossagokkal és a
rendszamokkal kapcsolatos altalanos elvek azonban, ha tet-
szOleges halmazokra vonatkoztatjuk azokat — vagy akar tet-
szbleges (nem hereditariusan) véges halmazokra —, nem jelle-
mezhet6k szemléletre alapozott tudasként; kivéve, ha az alta-
laban vett halmazok is szemléleti targyak. Nem is probaltam
meg amellett érvelni, hogy azok volnanak.

Miel6tt a tanulmany végére érnénk, mondanunk kell vala-
mit a matematikai indukciérél, amely mar a vonalsorozatok
esetében is felmeriil. Nem vesztegettem sok szo6t arra, hogy
miképpen fogunk fel egy tetsz6leges vonalsorozatot vagy egy
tetszbleges természetes szamot. De barhogy fogjuk is fel eze-
ket, ebbdl bizonyosan kévetkeznie kell az idevagé indukcids
elvnek. Milyen kihatasai vannak ennek a ténynek a szemlélet-
tel kapcsolatos megallapitasainkra?

Koncentraljunk a vonalsorczatokra, 1évén ez a szemlélete-
sebb eset. A vonalsorozatok esetében egy indukcids kovet-
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keztetés konklizidja szemléleti targyakrdl tett altalanos alli-
tas. Ebb6l még nem kovetkezik, hogy ennélfogva szemléletre
alapozott tudas is volna. Nagy a kisértés, hogy szemléletnek
mondjuk azt, ahogy a vonalsorozat altalanos fogalmat felfog-
juk, hiszen ez a megértés tiszta és gy tlinik, hogy evidenssé
teszi az indukcids kovetkeztetéseket.” Ez azonban a szemlélet
szénak egy tjabb, a mostani osszefiiggésben igen félreérthetd
jelentése volna. Itt ugyanis egy altalanos fogalom megértésérol
van sz0, s az nem ad meg semmilyen tdrgyat.3

Mivel az dltaldnos fogalom megértése ilyen lényegi szerep-
hez jut az indukciés kovetkeztetésekben, hajlok arra, hogy
még a legegyszerlibb induktiv konklizidkkal kapcsolatban
sincs sz6 szemléletre alapozott tudasrél. Godel azonban az
enyémtol kiilonbozd kritériumra tamaszkodott, amikor a
szemléleti és az absztrakt evidencia kozoti kiilonbséget tar-
gyalta.?! O ott htizta meg a hatarvonalat, ahol az ember elkezd
allitasokra és bizonyitdsokra hivatkozni: ezeket 6 ,absztrakt
targyaknak” nevezte.*> Nem kétlem, hogy ez is fontos megkii-
lonboztetés. Még azt sem allitom, hogy a tanulmdnyomban si-
keriilt kimutatnom a godeli terminolégia helytelenségét. Sok-
kal tobbet kellene elmondani a szemlélet fogalméanak ismeret-
elméleti vonatkozasairdl, mint amit ebben a tanulméanyban el-
mondtam — még ha olyan korlatozasokkal targyaljuk is, ahogy
most tettem.

Forditotta Mekis Péter

2 Dummett ilyen javaslatot vet fel a természetes szamok esetében — de csak
azért, hogy birdlhassa — Platonism cimfi irasdban. [Dummett 1978], 202-214. p.

% Természetesen vannak olyan vonalsorozatok, amelyekrdl gyakorlati
okokbdl sohasem alkothatunk szemléletet, és ezeket a targyakat csak a vo-
nalsorozat dltaldnos fogalma segitségével gondolhatjuk el. De 101%° vonal so-
rozatdnak gondolata, barmilyen vildgos is, nem értelmezhet az ilyen soroza-
tokrdl alkotott szemléletként.

31[Godel 1958], 280-282. p. A 10. jegyzetben hivatkozott angol fordi-
tds az ,anschauliche Erkenntniss”-t (szemléleti ismeret) ,immediate concrete
knowledge”-ként (kdzvetlen konkrét ismeret) adja vissza.

32 yéleményem szerint a szemantikai reflexié a dontd az absztraktsag kér-
désében. Lasd [Parsons 1971], 165-167. p.
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