COLIN MCLARTY

MIERT NE LEHETNENEK A SZAMOK
AZOK, AMIKNEK LENNIUK KELL?**

[Benacerraf 1965] f6szerepl&je két logikus-csemete, aki a Zer-
melo-Fraenkel- (ZF'-) halmazelmélet keretei kozott sajatitja el
az aritmetika alapjait. Mindketten azt tanuljak, hogy a sza-
mok halmazok, ismereteik kozott minddssze abban van elté-
rés, hogy mely halmazokat feleltetik meg a szamoknak. Ernie-
nek azt tanitjadk, hogy valamennyi szam a nala kisebb sza-
mok halmaza; 0 igy az tires, 4 pedig a {0,1,2,3} halmaz.
Johnny ezzel szemben tigy tudja, hogy minden szdm az a hal-
maz, amelynek egyetlen eleme az 6t kozvetleniil megel6z6
szam. A 0 e felfogas szerint is az iires halmaz, a 4 viszont
most {3}. A kiilonbségnek az aritmetikai 0sszefliggések szem-
pontjabdl semmi jelentésége nincs, Benacerraf tehdt érvelhet
amellett, hogy mindkét fii egyforma joggal allitja: tudja, hogy
mik a szamok. Ha azonban egymasnak ellentmondé nézdpon-
tok egyforman igazak, akkor egyik sem az. A gondolatmenet
konnyedén altalanosithat6, végeredményben arra a kovetkez-
tetésre jutunk, hogy azok az elméletek, amelyek a szamokat
bizonyos halmazokkal azonositjak, egytdl egyig elhibazottak.
A szamok nem lehetnek halmazok.

Benacerraf progresszionak nevez minden halmazt, amely a
természetes szamok struktirdjaval rendelkezik (vagyis kielé-
giti a masodrend(i Peano-aritmetika axiémait). Allitésa szerint
az aritmetika ,az a tudomany, amely a progresszidknak azt

*Els6 megjelenése: Numbers Can Be Just What They Have To. Noils 27
(1993), 487-496. p. A forditast a szerz6 és a Blackwell Publishing Co. szives
engedélyével kozoljiik, (©1993.

XTobb gondolat John Mayberrytél valé, masokat 6 provokalt ki. Ertékes
megjegyzéseikért koszonettel tartozom Helen Lauernek, Michael Resniknek
és Stewart Shapirénak. Az Gsszegeket illeten Tasha Dixon, a tizig valé sza-
molds tekintetében Brittany Dixon igazitott el.
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az absztrakt strukturajat vizsgdlja, amely azért k6zos benniik,
mert mindannyian progressziok” ([Benacerraf 1965], lasd je-
len kétetben 192. p.). A ZF'-beli halmazprogresszidk elemeinek
azonban olyan megkiilonboztetd jegyei is vannak, amelyek az
aritmetika szempontjabdl irrelevansak, minek kovetkeztében
nem lehetnek az aritmetika objektumai, nem lehetnek tehat sza-
mok.

Benacerraf szerint az absztrakt struktiirdk elméletét ZF-kere-
tek kozott kellene kidolgozni (uo.). Ezek az absztrakt struk-
turak mindazonadltal nem lehetnek halmazok. Amikor a ter-
mészetes szamokrol mint absztrakt struktiarardl beszélunk, az
csupan fagon de parler, valéjaban azokrdl a vonasokrdl van
sz0, amelyek valamennyi progressziot egyarant jellemeznek.
Ennek mintdjara beszélhetiink a valés szamok strukturajarél,
de tetszbleges mads struktarardl is. Az alapgondolat, amely
strukturalizmus néven vonult be a koztudatba, széles korfi
népszeriiségre tett szert, részleteit illetben azonban proble-
matikus maradt. (Lasd ehhez [Hellman 1989], [Parsons 1990],
[Resnik 1981], [Resnik 1982], [Shapiro 1983].) Létezik azonban
egy masik nézépont is, amely szerint az absztrakt struktu-
rdk ténylegesen alapvetéek, de nem is olyan bonyolultak,
s amely néz6pont szerint a ZF-halmazok irrelevans jegyei
csupan konnyedén kikiiszobolhetd technikai bonyodalmak.
A strukturalista program tulajdonképpen méar megvalosult,
ha ugy tetszik, meg se kellett volna hirdetni, a kategoria-
lis halmazelmélet — amelyet els6ként [Lawvere 1964] vazolt
fel — ugyanis tokéletesen eleget tesz ezeknek kovetelmények-
nek. Ebben az elméletben a halmazok és a fluiggvények kiza-
rolag strukturalis tulajdonsagokkal rendelkeznek. Az abszt-
rakt struktirak egy tjabb elméletét kidolgozni sziikségtelen,
mi tobb, értelmetlen is.

Példanak okaért a kategorialis halmazelmélet természetes-
szdm-objektumai, a masodrend(i Peano-axiomdk absztrakt mo-
delljei tokéletesen megfelelnek a progresszioknak. A tobbes
szam indokolt, bizonyithaté ugyanis, hogy végtelen sok ilyen
objektum létezik, amelyek azonban mind izomorfak egymas-
sal. A ZF-elmélet megfelel objektumaival 6sszevetve a donté
kiilonbség az, hogy a természetesszam-objektumok mindegyike
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pontosan ugyanazokkal a tulajdonsdgokkal rendelkezik. Ha a prog-
ressziokat igy definialjuk, akkor kizarélag olyan vondsaik lesz-
nek, amelyek valamennyiiikben kozosek. A kategorialis hal-
mazelmélet tehat eleget tesz annak, amit Benacerraf kovetel a
matematika strukturalista felfogasatol.

A mondottakat aldtdimasztandé az alabbiakban bemutatom
a kategorialis halmazelméletnek, pontosabban a halmazok to-
poszanak egy — részleges — axiomatizalasat. Axiémaink elég-
ségesek lesznek az elemi aritmetika alapvetd eredményeinek
bizonyitdsahoz. Barki, aki a halmazok toposzaval mar taldl-
kozott, azonnal latni fogja, hogy allitasaink mind altalanos
érvényliek. Aki az elmélet részleteivel alaposabban is meg
akar ismerkedni, annak [McLarty 1992]-t ajanlom figyelmébe.
Kévetni fogom Benacerraf cikkének ,didaktikus” elemeit is,
hogy szembeszallhassak [Feferman 1977] és [Mayberry 1977]
kovetkeztetésével, mely szerint a kategériaelméleti megkoze-
lités puszta formalizmus, és mint ilyen tokéletesen értelmetlen
—hacsak nem adjuk meg az interpretacidjat valamelyik ,igazi”
halmazelmélet keretein beliil. Remélem, kideriil majd, hogy a
véges halmazok és az aritmetika ugyanolyan egyszeriien all-
nak el6 a kategorikus halmazelméletben, mint ZF'-ben.

Még egy elézetes megjegyzés. A kovetkezOkben az A és a
B halmazok kozotti izomorfizmusnak neveziink minden olyan
f: AD B fuggvényt, amelyhez megadhaté olyan f~': B — A
inverz fiiggvény, amellyel az f~! o f Osszetett fiiggvény az
A, fo f~! pedig a B halmaz identikus leképezése. Konny
belatni, hogy e kikotésnek pontosan a bijektiv (, kolesondsen
egyértelm”) fliggvények tesznek eleget. A matematikaban ez
a definicié teljesen szokvanyos: csoportizomorfizmusok pél-
daul azok a homomorfizmusok, amelyeknek az inverze is ho-
momorfizmus, topologikus terek izomorfizmusai azok a foly-
tonos fliggvények, amelyeknek az inverze is az (ami a kol-
csonos egyértelmiiségnél erdsebb kovetelmény). A klasszikus
halmazelmélet miivel6i nemigen beszélnek halmazok kozotti
izomorfizmusrél semmilyen értelemben, semmi sem sz6l te-
hét az altalunk kovetett gyakorlat ellen.!

L Akik a ZF halmazelméletben dolgoznak, az izomorfizmus kifejezést alta-
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Finitista kezdetek

Képzeljiink el két névért, Tashat és Brittanyt, akiknek sztileik a
legteljesebb logikai szigorral tanitjak az aritmetikat. Tasha né-
hany évvel id6sebb, az & oktatasa igy elébb kezdddik, még-
hozza egy széls6séges finitizmus keretei kozott. Tasha eld-
szor tizig tanult szamolni. Amellett, hogy belérogziilt, hogyan
kell egytdl tizig felsorolni a szamokat, azt is elsajatitotta, mi-
ként lehet tiz tehenet, dobozt vagy a tiz ujjat megszamolni. A
szamolast szazig, majd ezerig is megtanulta folytatni, de nem
volt olyan telhetetlen, hogy afel6l érdeklddjon, van-e még to-
vabb is.

Mar e kezdeti fazisban megismerkedett a halmaz fogalma-
val. Sziilei felhivtdk a figyelmét arra, hogy a négy gyermek,
aki egytitt jatszott az udvarban, akkor is négy gyerek marad,
amikor mind hazamennek, s mar nincsenek egytitt. Létezik
egy halmaz, amelyet pontosan ezek a gyerekek alkotnak, s en-
nek a halmaznak akkor is négy eleme van, amikor ezek az ele-
mek nincsenek egy helyen. Mas széval egy halmaz elemeinek
azon kiviil, hogy az illet6 halmaz elemei, nincs sziikségiik mas
egyesit6 tulajdonsagra.

Tasha megtanulta, miként lehet 6sszeadni kiilonféle dolgok
halmazait. Ha az 6 konyvei egy kilenc-, Brittany konyvei pedig
egy hételem{i halmazt alkotnak, akkor van egy tizenhatelem
halmaz, amelynek elemei azok a konyvek, amelyek a két n6-
vér egyikének vagy masikdnak a tulajdonat képezik. Megjegy-
zendd e helytitt, hogy a lanyok nem allhattdk a bizonytalan tu-
lajdonviszonyt, miként a kozos birtoklast sem. Tasha a halma-
zok szorzasat is elsajatitotta: ha T" az 6, B pedig Brittany kony-
veinek a halmazatjeloli, akkor 7" x B az a halmaz, amely azok-
bdl a (t, b) rendezett parokbdl all, amelyekben ¢ Tasha, b pedig
Brittany valamelyik konyve. Az elemeket megszamlalva arra

laban csak a rendezett halmazok és a modellstruktirdk vonatkozasaban hasz-
néljak: rendezett halmazok kozott izomorfizmusok azok a rendezéstartd le-
képezések, amelyeknek az inverze is megtartja a rendezést; két modell pedig
akkor izomorf, ha megadhato6 kozottiik olyan struktiratarto leképezés, amely-
nek az inverze is ilyen.
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jutott, hogy aT' x B halmaznak pontosan hatvanharom eleme
van.

Tasha munkafiizete a tiz plusz tizig vald 6sszeadast disz-
junkt halmazok unidival szemléltette. Ezeknek mind utdna-
szamolt, s az eredményeket tényként rogzitette emlékezeté-
ben. Ugyanigy jart el a szorzatokkal is tizszer tizig. A példak
kacsak vagy strandlabdak halmazait mutattdk, de lehetett sz6
barmely halmazrél, Tasha tudta, hogy nem fliggenek az ele-
mek egyedi tulajdonsdgaitol. Még akkor is meg tudta szam-
lalni, hdny elembdl all egy halmaz, ha annyira hunyoritott,
hogy mar azt sem tudta megmondani, mifélék is az elemei.

Tasha ezt kovetéen megtanulta, miként adhaté meg egy
fliggvény. A finitizmus szigort kovetelményei szerint azt ta-
nitottak neki, hogy egy, az A halmazt a B halmazba képez6 f
fliggvény nem mas, mint tetsz6leges olyan szabaly, amely az
A halmaz minden egyes z eleméhez hozzarendeli a B halmaz
egy f(z) elemét. Ha A az utcajukban laké gyerekek, B pedig
az utca épiileteinek halmaza, akkor van egy olyan A-n értel-
mezett, B-be érkez6 fliggvény, amely az A minden z eleméhez
aztaz f(z) hazat rendeli, amelyben z lakik. Szamtalan tovabbi
példa is elképzelhet®.

Tasha megtanulta, hogy minden A halmaznak létezik az
identikus leképezése, amelyet 1 4 jeldl, s amelyre teljesiil, hogy
tetszbleges A-beli z esetén 14(z) = z. S azt is, hogy amennyi-
ben a C' halmaznak csupédn egyetlen eleme van, akkor minden
halmazon pontosan egy C-be érkezd fliggvény értelmezheto.
Azt is megmutattak neki, hogy barmely 7" x B szorzat esetén
van egy, a szorzathalmazon értelmezett, T'-be képez6 p, fiigg-
vény, amelyre tetszbleges (t, b) par esetén fennall p, ((¢,b)) = t,
s hasonléan értelmezhetd a B-be képezd p, fliggvény. Végiil
megtanulta, hogy amennyiben f az A halmazt B-be, g pedig a
B halmazt C-be képezd fiiggvény, akkor létezik a g o f Ossze-
tett fliggvény, amely az A halmaz egy = eleméhez a C' halmaz
g9(f(z)) elemét rendeli.
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Absztrakt halmazok

Tasha hamarosan mar sokkal tobb aritmetikai Osszefliggést
volt képes atlatni, mint amennyit az id6k soran betanult.
Szinte gondolkodas nélkiil ki tudta szamolni, mennyi lesz
az eredmény, ha tizennégyhez 6tot vagy ha negyvenhathoz
négyet adunk, holott egyik sem szerepelt munkafiizetének
,0sszeadd tablain”. Azt is tudta, mennyi kétszer szaz. Az
aritmetika altalanos tételeihez azonban meg kellett ismerked-
nie az Osszes természetes szam halmazaval is. Sziilei nagyon
jol tudtdk, hogy ennyi tehén, kacsa vagy konyv nem léte-
zik, de ennek nem is tulajdonitottak kiilénosebb jelentéséget.
Ugy vélték, a matematika méltésagan aluli lenne, ha ilyen ap-
résagokon fonnakadna. Az igazat megvallva hasonléan vé-
lekedtek az aktualis vagy lehetséges szamjelekrdl, a térido-
pontokrdl és -tartomanyokrol, de mas effélékrol is. Legyenek
barmilyen kivalé dolgok, az aritmetika — err6l hatarozottan
meg voltak gy6zédve — nem fiigghet a létezésiiktol.

De nem is a halmazképzés transzfinit iterdcidjat valasztot-
tak kiindulasi alapul (mint ZF' végtelenségi axiomai). Erre a
konstrukciora nemigen tudtak tigy tekinteni, mint ami az arit-
metika kezdeteinél jelen van. Ugy t{int, nincs is jelen masutt,
csak bizonyos axiomatikus halmazelméletekben. Jobbnak lat-
tak tehdt, ha olyan halmazképz6 miiveletekbdl indulnak ki,
amelyeknek Tasha matematikai tanulmanyai sordn késobb is
hasznat lathatja majd.

Elmagyaraztak tehat Tashanak, hogy azok a halmazok, ame-
lyekkel mindaddig megismerkedett, mind konkrét halmazok,
ami semmi tobbet nem jelent, mint hogy konkrét targyak
Osszességei. Leanyuk persze akkorra mar tudta, hogy a szam-
lalas és a miiveletek eredményei nem fiiggenek attol, hogy
mik is a széban forgé halmazok elemei. Eljott tehat az ideje,
hogy az absztrakt halmazokkal és fliggvényekkel is megismer-
kedjen. Az absztrakt halmazok a konkrét halmazok idealiza-
cidinak, azok reprezentacidinak tekinthet6k. Ha A absztrakt
halmaz, akkor — a konkrét halmazokkal ellentétben — nem
elemeivel adjuk meg, hanem olyan fliggvényekre hivatkozva,
amelyek A4-n értelmezettek, illetve A-ba képeznek. Mostantdl a

202



‘halmaz’ és a ‘fliggvény’ szavakat hasznalva mindig absztrakt
halmazokra, illetve fliggvényekre gondolunk, hacsak nem ép-
pen konkrétakat adunk meg.

Arra, hogy az f fliggvény az A halmazt a B halmazba ké-
pezi, Tasha sziilei a kovetkez6 jelolést hasznaltak: f: A — B.
Azt mondtdk tovabba, hogy minden ¢g: B — C fliggvénynek
létezik az f-fel vett go f: A — C kompozicidja, de a g o f
fliggvényt nem annak alapjan definialtak, hogy mely C-beli
elemeket rendeli az A halmaz elemeihez. Mint latni fogjuk, ké-
sObb mar magukat az elemeket is bizonyos fliggvényekre hi-
vatkozva definialtdk. EI6bb azonban axiémdakban posztulaltak
a fliggvénykompozicié asszociativitasat és az identikus leké-
pezések létezését. Ha tehat f és g mellett adottegy h: C D D
fliggvény is, akkor mindig fenndll (hog)o f = ho(go f),s
tetszéleges A halmaz esetén létezik olyan 14: A — A fligg-
vény, amelyre teljestil, hogy barmely f: A - Bésh: C = A
fliggvényre f o 14 = f és 14 o h = h. Mindezt réviden igy
foglalhatjuk 0ssze: a halmazok és a fliggvények kategoriat al-
kotnak.

A kovetkez6 axiéoma olyan 1 halmaz létezését posztuldlja,
amelybe minden halmazbdl pontosan egy fliggvény képez.
E halmazt az absztrakt eqyelemii halmaznak tekinthetjiik. Ha A
halmaz, akkor A elemei definici szerint az 1-en értelmezett A-
ba érkez6 z: 1 — A fliggvények. Rogton adédik, hogy 1-nek
pontosan egy eleme van. Ha z az A halmaz egy eleme, f pe-
dig tetszoleges A — B fiiggvény, akkor az f o x kompozicidra
az f(z) jelolést alkalmazhatjuk. Eszerint (g o f)(z) = g(f(z)) a
fliggvénykompozicié asszociativitasanak, 14(x) = z pedig az
identitas-axiomanak specidlis esete.

Mindezeken feliil Tasha sziilei a kovetkez6 axiomakat fogal-
maztdk meg:

SZORZAT —Tetszbleges A és B halmazokhoz megadhaté egy
AxBhalmazap;: AxB — Aésaps: Ax B — B fligg-
vényekkel, amelyekre teljesiil, hogy tetsz6leges S halmaz-
hoz és f: S — A, valamint g: S — B fiiggvényekhez 1é-
tezik pontosan egy (f,g): S — A x B fliggvény, amellyel
pro(f,g)=feéspro(f,9) =g

203



KIEGYENLITO - Minden A és B halmazhoz és f,g: A —
B fliggvényparhoz megadhaté egy e: E — A fliggvény
amelyre foe = goe és amelyre teljesiil, hogy tetsz6leges, az
foh = gohkikotésnek eleget tevé h: T — A fliggvényhez
pontosan egy olyan u: T' — I filiggvény létezik, amelyre
eou=h.

K0O-sZORZAT —Tetszbleges A és B halmazokhoz megadhato
egy A+ Bhalmazazi;: A+ A+ Bésaziy: B+ A+ B
fiiggvényekkel, amelyekre teljesiil, hogy tetszdleges S hal-
mazhoz és f: A — S, valamint g: B — S fliggvényekhez
létezik pontosan egy (g) A+ B — S fuggvény, amellyel

(g)oil :féS (£)012:g

,NEM-TRIVIALITAS” — Az el6z6 axiéma alapjan létez6, az
1 halmazbdl az 1 + 1 halmazba képez6 i, és iy fliggvények
kiilonbozoek.

Ezek az axiomak elég egyszeriien absztrahalhatéak voltak
azokbdl a fogalmakbdl, amelyekhez Tasha mar kordbban,
a konkrét véges halmazokbdl kiindulva eljutott. A szorzat-
axiémaban szereplé A x B példaul tokéletesen megfelelt a ha-
gyomanyos szorzat-fogalomnak. A definicié szerint A x B egy
eleme tetsz6leges (z,y) lehet, ha r az A-nak, y pedig a B-nek
eleme. Ha pedig a részhalmazokra vonatkozdan a rogvest is-
mertetend6 értelmezést fogadjuk el, akkor nyilvanvalé lesz az
is, hogy az e: E — A kiegyenlité az A halmaz azon részhal-
maza, amelynek minden z elemére f(z) = g(z). Az A + B ko-
szorzat a két halmaz — absztrakt — diszjunkt uniéja. A ,nem-
trivialitds” axiémaja biztositja, hogy az 1 + 1 halmaznak van
két kiilonb6z6 eleme. Ennek alapjan fogjuk majd belatni, hogy
a 0 egyetlen természetes szamnak sem rakovetkezdje.?

A kovetkezd axiomahoz sziikségilink lesz a részhalmaz,
pontosabban az absztrakt részhalmaz-bedgyazas fogalmara.
Az A halmaz részhalmaz-bedgyazasanak tekintiink barmely

2 Tanulsagos belegondolni, hogy a ,nem-trivialitist” leszamitva a tobbi
axioma, a végtelenség axidomajat is beleértve, kielégithet6 azzal a modellel,
amelyben 1 az egyetlen objektum és ennek identikus leképezése, 11 az egyet-
len fliggvény.
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injektiv i: S — A fliggvényt, amelyre tehat teljesiil, hogy S
barmely z és y elemére, ha i(z) = i(y), akkor z = y. Ha i ilyen,
akkor gyakran haszndljuk azi: S — A jelolést. A kategoriael-
mélet szokasos (kissé pongyola) széhasznalatat kovetve S-re
és i-re egyarant mint az A egy ,részhalmazara” hivatkozunk.?

Ha mosti: S — A az A halmaz egy részhalmaza, z: 1 — A
pedig egy eleme, akkor amennyiben van olyan h: 1 — S,
amellyel z = i o h, Ugy azt mondjuk, hogy = az i részhal-
maz egy eleme. Ezt szokas ugy is fogalmazni, hogy az = elem
atfaktorizal” a részhalmaz-bedgyazason. Tetsz6leges A hal-
mazesetén 1,4: A — A olyanrészhalmaza A-nak, amelyben A
valamennyi eleme benne van. Nem nehéz belatni, hogy az A
halmazon értelmezett tetszbleges f és g fliggvények e: £ —
A kiegyenlitéje mindig A egy részhalmaza, s a kiegyenlité-
axiémaban szerepl6 u egyértelmiisége folytan e részhalmazt
pontosan azok az A-beli z elemek alkotjak, melyekre f(z) =
9(z).

Legyenek i: S »— A és j: T »— A az A halmaz részhalma-
zai; azt mondjuk, hogy i része j-nek, jelolése i C j, ha létezik
olyan h: S — T fliggvény, amelyre i = j o h, mas széval, ha
i atfaktorizal j-n. Példaul i = 14 o i miatt A barmely i rész-
halmaza része 1 4-nak. Azt mondjuk tovabba, hogy i és j az A
halmaz ekvivalens részhalmazai (jelolés: i +» j), ha fennalli C j
és j C 1. Nyilvanval6, hogy amennyiben i C j, tigy A minden
i-beli eleme j-nek is eleme. A megforditas a legtobb katego-
ridban nem igaz, igy alkalmas a halmazok kategéridjanak
specifikalasara. Tasha tehat axiomai sordba felvette a kovetke-
z0t is:

1 GENERAL — Ha az A halmaz i és j részhalmazaira teljesiil,
hogy i minden eleme egytittal j-beli is, akkor ¢ C j is fennall.

Az axiéma kozvetlen kovetkezménye, hogy i < j pontosan
akkor, ha i-ben pontosan ugyanazok az A-beli elemek vannak,

3 A kovetkezd, ,1 generdl” jelzésii axiéma biztositja, hogy egy f fiigg-
vény pontosan akkor injektiv, ha f —a kategoriaclmélet bevett terminolégiajat
hasznalva - monomorfizmus. [f: A — B monomorfizmus, ha tetszGleges
g,h: C — Afiiggvények esetén fog = foh fennallasdbol g = h kovetkezik.
- A ford.]
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mint j-ben. Az alabbi egyszeri tétel szerint egy fliggvényt tel-
jesen meghatarozza az, ahogyan az elemekre hat:

1. TETEL
Tetsz6leges A és B halmazok, valamint f,g9: A — B figg-
vények esetén, amennyiben az A halmaz minden z elemére

teljestil, hogy f(z) = g(z), ugy f = g.

Bizonyitds: Ha Legyen z: 1 — A az A halmaz egy tetsz6leges
eleme. A feltétel szerint f oz = g oz, igy a kiegyenlit6-axioma
szerint van olyan u: 1 — E fliggvény, amellyel e o u = z, ahol
e: E — Aaz f és g kiegyenlit6je. A definicié szerint ez azt
jelenti, hogy = az e-nek is eleme. Belattuk tehat, hogy 1 4: A —
A minden eleme egytttal e-nek is eleme. Az 1 altali generalas
axiomaja szerint igy 14 C e is fennall, van tehat olyan h: 4 —
E,amellyel 14 = eoh. foe = goemiatt fo(eoh) = go(eoh),
azaz foly =goly,amibdl f = ¢g.O

Egy konkrét K halmazt — mondjuk kacsak egy halmazit -
az absztrakt A halmazzal gy reprezentdlunk, hogy K minden
elemét megfeleltetjiik A egy elemének, azaz minden kacsahoz
egy 1 — A fliggvényt rendellink. Ha tgy tartja kedviink, akar
azonosithatjuk is a kacsakat ezekkel a fliggvényekkel (egyet-
len axiémankbdl sem kovetkezik, hogy a kacsak nem lehet-
nek fiiggvények). Ekkor A akdrmelyik S — A részhalmazit
valasszuk is ki, teljestil rd, hogy barmely kacsa vagy S-beli,
vagy nem. Az A halmaz részhalmazait — ekvivalencia erejéig —
a benntik 1év6 kacsak egyértelmiien meghatarozzdk. Ha a B
halmaz elemei strandlabdak (vagy azokhoz rendeljiik Sket),
akkor az A x B halmazt olyan (k,s) parok alkotjak (elemei
olyan parokhoz vannak rendelve), amelyekben k egy kacsa,
s pedig egy strandlabda. Es igy tovabb. Természetesen abban
az esetben, ha kikotjiik, hogy az A halmaz bizonyos kacsak-
bal all, akkor az A halmazt egy nem-strukturdlis jellemzdével
ruhdzzuk fel. A halmazelméletnek csupan a tisztan absztrakt
elemeirdl allithato, hogy tisztan strukturalisak.
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Amiknek a szamoknak lenniiik kell

A természetes szamoknak tenniiik azt kell, hogy lehet6séget
nyujtsanak rekurziv definiciok megfogalmazasara. Azaz egy
N halmaznak, mint a természetes szamok halmazanak kell
hogy legyen egy 0-valjeldlt eleme, tovabba kell lennie rajta egy
s: N = N rakovetkezofiiggvénynek, melyekre teljesiil, hogy
amennyiben adott egy A halmaz, annak egy z eleme és egy
f: A — Afluggvény, ugy egyértelmiien megadhatd egy olyan
u: N — A fliggvény, amelyre u(0) = = és N minden n elemére
u(s(n)) = f(u(n)), azazuo s = f owu. llyenkor azt mondjuk,
hogy u-taz x, f rekurzios feltételekkel definialtuk. Az ilyen tu-
lajdonsagu IV, 0, s harmasokat természetessziam-objektumnak ne-
vezziik. A gondolat Lawvere-t6l ered.

Az aritmetikdhoz valéjaban ennél kicsit tobbre, paraméteres
rekurziv definicidkra is sziikséglink van. Ha P paraméterek
egy tetszbleges halmaza, 2: P — A a (P-vel) paraméterezett
kezdofeltétel, f pedig tetszbleges A x P — A fliggvény, akkor
egyértelmiien léteznie kell egy u: N x P — A fliggvénynek,
amelyre u(0,p) = z(p) és u(s(n),p) = f(u(n,p),p) tetszdle-
ges P-beli p és N-beli n esetén. Az e feltételnek eleget tevd
természetesszam-objektumokat stabilnak mondjuk. Ha vala-
mely természetesszam-objektum stabil, akkor — az adott ka-
tegorian belill — valamennyi az. Ez a 3. tétel alapjan valik
majd nyilvanvaléva, amelynek bizonyitasa a stabilitas fogal-
mat nem haszndlja.

Mindezek alapjan kimondhatjuk az utolsé axiémat, amelyre
Tashdnak az aritmetika megalapozasdhoz sziiksége volt:

VEGTELENSEGI AXIOMA — Létezik stabil természetesszam-
objektum.

Sziilei azt tanitottak neki, hogy a szdmok az N halmaz elemei,
1 = 5(0), 2 = s(s(0)) és igy tovabb. Fontos, hogy az 1 szamot
ne keverjlik 0ssze az 1 absztrakt egyelem{i halmazzal. Tasha
barmely halmaz elemeit meg tudta szamolni oly médon, hogy
parba allitotta ket a szamokkal. Azt is belatta, hogy barmely
n-hez megadhat6 az az [n] — N részhalmaz, amelynek elemei
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éppen az n-nél kisebb szamok.* Tasha tehdt nyugodtan kije-
lenthette: egy A halmaz pontosan akkor n elemfi, ha izomorf
[n]-nel.

Az Osszeadast Tasha a kovetkez6é paraméteres rekurziéval
definidlta: 0 + m = m és s(n) + m = s(n + m). Elégedet-
ten allapitotta meg, hogy az igy kapott Osszefliggések toké-
letes egyezést mutatnak egykori 0sszeadétablajanak eredmé-
nyeivel. A szorzast igy definidlta: 0-m = 0 és s(n)-m = (n-m)
+m. Ameddig ellendrizni lehetett, igy is a régi szorzétabla-
val egybehangzé eredményeket kapott. Mi tébb, a szorzas és
az Osszeadas még mindig megfelelt a halmazok szorzaténak,
illetve diszjunkt unidjanak, csak most mar az dsszes véges hal-
mazon értelmezve.

Tasha azt is megfigyelte, hogy létezik egy f: N — 1+1
fliggvény, amely a kovetkezd osszefliggésekkel definidlhato:
f(0) =1y és f(s(n)) = iy. Mivel i # i,, ebbdl arra kovetkezte-
tett, hogy nincs olyan n, amelyre fennallna 0 = s(n). Kidertilt,
hogy értelmezhet6 olyan injektiv i fliggvény, amely —a 0 ki-
vételével - minden szamhoz annak kozvetlen megel6z6jét ren-
deli: h(0) = 0és h(s(n)) = n, és ebbdl arra kovetkeztetett, hogy
s kolcsonosen egyértelmi. Végiil azt is bebizonyitotta, hogy N
barmely olyan részhalmaza, amelynek 0 eleme, és amely zart
a rakovetkezésre, csak maga az N lehet. Pontosabban:

2. TETEL

Legyen i: I — N az N olyan részhalmaza, amelynek 0
eleme, s amelyre teljesiil, hogy valamely p: I — I fiigg-
vényre i o p = s o i (vagyis az s rakovetkezofiiggvénynek
az I halmazra valo p megszoritasa minden olyan értéket fel-
vesz, amelyet maga s is). Akkor i <+ 1.

Bizonyitds: Nyilvan i C 1y. A masik irdanyt tartalmazas bizo-
nyitasahoz legyen h: N — I olyan fliggvény, amelyre h(0) = 0

4 Tekintsiik a kdvetkezd két fiiggvényt: azta f: N x N — N-t, amely bar-
mely (p, ¢) parhoz a p + ¢q + 1 szamot rendeli, tovdbba azta N x N — N
konstans fliggvényt, amely minden parhoz az n szamot rendeli. Ezek [n] —
N x N kiegyenlitSje azon (p, ¢) parok halmaza, amelyekre p + ¢ + 1 = n.
E részhalmaznak a szorzat elsé komponensére valo [n] — N projekcidja szin-
tén injektiv, tehat részhalmaz, amelynek p pontosan akkor eleme, hap < n.
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és h(s(n)) = p(h(n)). Ezzel i o h(0) = 0, valamint i o h(s(n)) =
s(ioh(n)), azazio h a0, s rekurziés feltételekkel definialhato.
Azt kapjuk tehat, hogyioh = 1y,azaz 1y C .0

Az N,0,s természetesszam-objektumra tehat valamennyi
Peano-axioma teljesiil. Tasha innen mar nekilathatott a rekur-
ziv fliggvények elmélete kidolgozasanak, bar sziilei a vizsga-
l6dasnak ezt az iranyat egyel6re nem erdltették. De amikor
elmult tizenhat éves, elérkezettnek lattak az id6t, hogy a hal-
mazok toposzanak axiomatikus elméletét a hatvanyhalmaz-
axiémaval teljessé tegyék (a ko-szorzatokra vonatkozé axié-
mat pedig foloslegessé). Ez az utolsé 1épés azonban a , meg-
kiillonboztethetetlenségre” vonatkoz6 alapvetd megfigyelése-
ket nem befolyasolta, mint azt hamarosan latni fogjuk.

A ldanyok osszevetik aritmetikai ismereteiket

Brittany aritmetikai képzése a Tashdnal j6l bevalt tanmenetet
kovette — az egyetlen eltérést az jelentette, hogy a fiatalabb n&-
vér, aki a kalligrafikus elemeket kiilonos elészeretettel alkal-
mazta, a sztilei matematikakonyveiben latott képletek minta-
jdra a maga természetesszam-objektumara az N', 0, s’ jelolést
vezette be. A ndvérek dsszevetették aritmetikai ismereteiket, s
ugy talaltak, pontosan ugyanazokat az dsszefiiggéseket tekin-
tik érvényesnek, s6t abban is megegyeznek, hogy — tetszéleges
n esetén — egy adott halmaz elemeinek szama n-e vagy sem.
Mar csak az volt kérdéses, kiilonbozik-e egyaltalan a Tasha-
féle N,0,s Brittany N',0',s' természetesszdm-objektumatol.
Brittany szamara az alabbi tétel bizonyitdsa semmiféle nehéz-
séget nem jelentett:

3. TETEL
N és N' izomorf halmazok.

Bizonyitds: Definialjukav: N' — N fliggvényta0,s,aw: N —
N' fiiggvényt pedig a 0', s’ rekurziés feltételekkel. Akkor v o
w(0) = 0ésvow(s(n)) = s(n),vow tehatolyan N — N fligg-
vény, amelyet a 0, s rekurzids feltételek hataroznak meg. Mi-
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vel azonban az egyetlen ilyen fliggvény 1y, azt kapjuk, hogy
vow = 1y.Hasonléképpenwov = 1y/. O

Ezzel mintha el6reléptek volna, ekkor azonban Tasha felfi-
gyelt arra, hogy — bizonyithatéan — végtelen sok természetes-
szam-objektum létezik. Nyilvanvalé volt, hogy tetszdleges
N, 0, s esetén végtelen sok N — N izomorfizmus definialhato,
igy kapta a kovetkezd,

4. TETEL-t
h: N = M izomorfizmus, akkor M, h(0),h o s o h™! szintén
természetesszam-objektum.

Bizonyitds: Tekintstik az z: 1 -+ A ésaz f: A — A fliggvénye-
ket s az altaluk meghatdrozott u: N — A fliggvényt. Akkor
azuoh™': M — A fiiggvényre u o h=!(h(0)) = z, tovabba
uoh l(hosoh™t(m)) =uosoh™l(m)= fouoh™t(m) =
f(uo h=1(m)) tetszbleges M-beli m esetén. Az egyértelmiiség
igazolasat az Olvasora bizzuk. O

KOVETKEZMENY

Hah,k: N — N kilonb6z6 izomorfizmusok, akkor N, 1(0),
hosoh™ és N,k(0),kosok™! kiillonboz6 természetesszam-
objektumok.

Bizonyitds: Nyilvan a h fliggvény rekurzios feltételei h(0) és
hosoh™!, ak fiiggvényt viszont a k(0) ésakosok™! feltételek
hatdrozzak meg. Kulonboz6 fliggvények rekurzids feltételei-
nek pedig nyilvan kiilonbozniiik kell. O

Ugy is fogalmazhatunk: egy természetesszam-objektum ra-
kovetkezofliggvényének minden izomorf dtrendezése egy j
rakovetkezofliggvényt, kovetkezésképpen egy 1j természetes-
szam-objektumot eredményez. Tasha levonta a levonnival6t:
még ha tudna, hogy N = N’, akkor sem tudna bebizonyi-
tani, hogy 0 = 0’ vagy hogy s = s’. Masrészt viszont a no-
vérek semmi olyasmit nem taldltak, ami NV, 0, s-r6l bizonyit-
haté lett volna, N',0,s'-r6l viszont nem. Ez persze nem is
volt meglepd, elvégre sem N, 0, s-r6l, sem N',0',s'-r6l nem
tudtak semmi kozelebbit azon tul, hogy természetesszam-
objektumok.
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Mi tobb, azt a joval erdsebb éllitast is igazolni tudtik, hogy
N,0,s és N',0', s’ bizonyithatéan nem kiilonboztetheték meg
egymastol. Legyen P(X, f,g) halmazelméletiik egy tetszGle-
ges formuldja, amelyben nem szerepel egyetlen konstans sem,
s csupan hdrom valtoz6 fordul benne elé szabadon: az X
halmaz-, valamint az f és g fliggvényvaltozok. A lanyok bi-
zonyitani tudtak a kévetkezd bikondicionalist:

P(N,0,s) = P(N',0',s").

A két természetesszam-objektum tehat bizonyithatéan ugyan-
azokkal a tulajdonsagokkal rendelkezik. A P(N,0, s) formula
P(N',0', s")-vel val6 ekvivalenciaja még akkor is bizonyithato,
ha az el6bbi eldonthetetlen, azaz sem bizonyitani, sem céafolni
nem lehet.?

A dolog tgy &ll, hogy ténylegesen megadhat6 egy

TSz0(X, f,9)

predikatum, amely azt mondja, hogy X, f, g természetesszam-
objektum; ezt felhasznalva a névérek az alabbi dltalanositott
megkiilonboztethetetlenségi tételt is bebizonyitottak:

[TSz0(X, £, 9) & TSzO(Y, h, k)] D [P(X, f,9) = P(Y, h, k).

Az elmélet természetesszam-objektumai tehat nem kiilonboz-
tethet6k meg egymastol; valamennyi bizonyithatéan ugyan-
azokkal a tulajdonsagokkal rendelkezik.

Az N,0,s-r6laz N',(0', s'-ra valo és a forditott iranyu attérés
soran a lanyok egy tisztdn bizonyitdselméleti gondolatmenetet
alkalmaztak. Halmazelméletiikben formalizaltdk a kovetkez6
F operator definicidjat:

SHa a P(X, f,g) formulat igy definidljuk: 0 = f&s = g vagy igy:
f = z&g = y, ahol z és y (szabad) valtozok, akkor metatételiink allitasa
nem marad érvényben. A széban forgé bikondicionalisbol ugyanis mindkét
esetben az kévetkezne, hogy 0 = 0’ és s = s/, ami viszont nem bizonyithato.
A magyarazat az, hogy a természetesszam-objektumok ténylegesen , kiilon-
bozbek”, de csak ,numerikusan”, annyiban, hogy mindegyik 6nmaga, s nem
valamelyik masik, nem kiilonb6znek viszont az olyan tulajdonsagok tekinte-

tében, amelyek kimondésahoz egyetlen objektumot sem kell kbzelebbr6l meg-
hatarozni.
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Legyenek A és B — N-t6l és N'-t6l kiilonboz6 — halmazok,
f és g tetszbleges fliggvények, v: N' — N pedig a 3. tétel-
ben értelmezett izomorfizmus; legyen FA = A, FN = N' és
FN' = N, tovabba

ha f: A— B akkor Ff = f,

ha f: A—» N akkor Ff=v"lof: 4 - N,

ha f: N— B akkor Ff = fov: N' — B,

ha f: N+ N akkor Ff=v"lofouv: N = N',
ha f: N - N' akkor Ff =vo fov: N' = N,

s ezekhez vegylik még hozza az N és N', valamint egytttal v
és v™! felcserélésével kapott megfeleld kikotéseket.

Koénnyedén belattdk, hogy FO = 0, Fs = s' és vice versa.
A donté azonban a kévetkezd két megfigyelés. Eloszor is, F a
halmazelmélet valamennyi atomi formuldjanak megtartja az
érvényességét, azaz a halmazelméletben bizonyithatd, hogy
ha f: C — D fiiggvény, akkor az F f fiiggvény FC-bol érkezik
FD-be, tovabbd F(go f) = FgoFf és Flc = lpc, tetszbleges
C és D halmazok valamint f és g fliggvények esetén.®. Mdsod-
szor, C = FFC és f = FF f, vagyis azon tul, hogy az F ope-
rator minden halmazra és fliggvényre alkalmazhaté, egytttal
minden halmaz és fliggvény el6all F-nek valamely halmazra,
illetve fliggvényre valé alkalmazasdnak eredményeként.

Ha () a széban forg6 halmazelmélet egy formuldja, akkor je-
16lje Q azt a formulat, amelyet tigy kapunk, hogy Q-ban min-
den konstans és szabad valtozé elé "F’-et irunk. Bizonyithato,
hogy @ = Qr. Ha @-ban nincsenek kvantorok, akkor csu-
pan az F-re vonatkoz6 elsd és masodik kitételre kell hivatkoz-
nunk. A kvantoros formuldkra vonatkozéan pedig elegend?,
ha megjegyezziik: egy formula pontosan akkor igaz valamely
C halmazra, ha igaz FC-re, s ugyanez vonatkozik a fliggvé-
nyekre is.

6 A szorzat-, a kiegyenlits- és a ko-szorzat-axiémat tgy tekintjiik, hogy
ezek a halmazok és a fiiggvények kozotti relaciokat irjak le, nem pedig ope-
ratorok implicit definiciéi. Nem értelmeziink példaul olyan _ x _ operatort,
amely az A és a B halmazokhoz egy , kitiintetett” A x B szorzatot rendel, F
ugyanis nem tartand meg feltétleniil ezeket a , kivalasztott” értékeket.
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El6z6 eredményiink, miszerint P(N,0,s) = P(N',0',s'),
az altaldnos eredmény azon specidlis esete, amelyben a @
formula P(N,0, s). Metatételiink bizonyitasanak mddositasa-
val pedig a fenti dltalanos megkiilonboztethetetlenségi tétel is
megkaphato.

A megkiilonboztethetetlenség nem csupdn a természetes-
szam-objektumok sajatossaga: elméletiinkben az izomorf hal-
mazokat nem tudjuk megkiilonboztetni egymastol. Jelolje
ISOM(X,Y) azt, hogy X és Y izomorf objektumok, azaz meg-
adhaté kozottiikk egy invertdlhaté leképezés. Legyen most
P(X) tetszbleges olyan formula, amelyben nincsenek sem
konstansok, sem X -t6l kiilonb6z szabad valtozék. Akkor egy
hasonlé - s6t egyszer(ibb — gondolatmenet alapjan bizonyit-
haté, hogy

ISOM(X,Y) D (P(X) = P(Y).

Fejtegetéseink szokatlan részletességgel jarjak korbe azt,
amit a kategoriaelmélet miivel6i tobbnyire réviden igy fe-
jeznek ki: barmely kategoéria izomorf objektumai pontosan
ugyanazokkal a tulajdonsdgokkal rendelkeznek

Mds halmazelmeéletek

A ZF elméletben nincsen ilyesféle megkiilonboztethetetlen-
ség. A Peano-axiomak modelljei itt is, a természetesszam-
objektumokhoz hasonléan, N, 0, s hirmasok, éspedig egy hal-
mazbdl, annak egy elemébdl és egy rakovetkezofiiggvény-
bél dllnak. Tegytik fel, hogy ZF-ben bizonyitani tudjuk, hogy
N,0,s és N', (', s' egyarant modelljei az axidémdknak. Akkor
éppugy, mint a kategorialis halmazelméletben, most is belat-
haté, hogy N és N’ izomorf halmazok, tovabba ha valami bi-
zonyithaté NV, 0, s-r6l, akkor ugyanaz N', 0', s'-re is 4ll. A meg-
kiilonboztethetetlenségi tételek azonban nem bizonyithatok.

A ZF-elméletben ugyanis a Peano-axiémak N, 0, s modell-
jeinek P(N, 0, s) tulajdonsagainak tobbségét a Peano-axiomak
nem rogzitik. Legyen példaul P(N, 0, s) az a tulajdonsag, hogy
az N halmaz minden eleme egyelemi(i halmaz. Ha e tulaj-
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donsag a Peano-axiomaknak nem kovetkezménye, tigy az al-
talanositott megkiilonboztethetetlenségi tétel adott esete még
bizonyithatéan hamis is lehet. A Peano-axiémaknak (vagy
barmely mdas axiémarendszernek) egyszeriien nincs ZF-ben
olyan modellje, amely kizarélag azokkal a tulajdonsagokkal
rendelkezne, amelyek valamennyi modellben kozosek. S ép-
pen ezen fordul meg Benacerraf érvelése. A kategorialis hal-
mazelméletben azonban a helyzet teljesen mas. Ezen elmélet
objektumai pontosan olyanok, amilyennek Benacerraf a sza-
mokat szeretné: kizdrélag strukturdlis tulajdonsagokkal ren-
delkeznek.

Az el6z6 részben bemutatott megkiilonboztethetetlenségi
tételhez hasonlé eredmény a masodrendii logika keretei ko-
z6tt mar bizonyithato, lasd példaul Hellman elemi ekvivalen-
cia-tételét ((Hellman 1989], 41. p.). A masodrend{i logika azon-
ban, épptigy, mint az altalunk ismertetett halmazelmélet, még
mindig tul gyenge ahhoz, hogy a matematika altaldnos ke-
retelméletének tekinthesstiik. Hellman bemutatja, miként le-
het — egy kodolas segitségével — a matematika jelentds ré-
szét a masodrendii logika keretei kozé erdszakolni. Kideriil
ugyanakkor az is, hogy mindez tokéletesen alkalmatlan barmi
masra, mint a formalizmus célkit{izéseinek megvalositasara —
mi tobb, konyve 3. fejezetében maga Hellman érvel amellett,
hogy médszere még a modern fizikai elméletekben alkalma-
zott matematikai elméletek formalizdlasahoz sem elég erGs.
([Hellman 1989], 94. skk. p.).

A feladat tehat a kovetkez6: adjunk meg egy elegendéen
er6s halmazelméletet, amely mindazonaltal — ZF-fel ellentét-
ben - a strukturalizmus kivdnalmainak is megfelel.” E célbdl
a fenti axiomakat ki kell béviteniink, hogy a halmazok topo-
szanak teljes elméletéhez jussunk el. E kib&vitéshez mar csak
a hatvanyhalmaz-axiémat kell kimondanunk, ez lényegében
ugyantigy megy, mint kordbbi axiémaink, csak a konstruk-

7 Hellman azt az utat koveti, amelyet [Parsons 1990] eliminativ struktura-
lizmusnak nevez: ZF-et formalis elméletnek, a kvantifikaciés tartomanynak
pedig ezen elmélet modelljeinek Gsszességét tekinti. A kategorialis halmazel-
mélet nem eliminativ. Objektumai maguk a — strukturalisan leirt — halmazok,
nem pedig egy formalis elmélet modelljei.
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ci6 kissé technikaibb jellegii.® Az igy kapott axiémarendszer
deduktiv ereje megegyezik a Zermelo-féle halmazelmélettel
(azaz ZF-fel a helyettesités axiomdja nélkiil), ha a részhalmaz-
axiémaban csak korlatos kvantorokat engediink meg. Ha tet-
szik, megengedhetjiik ugyanitt a korldtozatlan kvantifikdciot
is, vagy akar a kivalasztasi axiomat is felvehetjiik posztulatu-
maink kozé. A részleteket illetéen lasd [McLarty 1992] 22. feje-
zetét. Ha igy tesziink, elméletiinkben a ,,matematika egészét”
formalizdlhatjuk, csaktigy, mint az er6s halmazelméletekben,
am a korabban bizonyitott megkiilonboztethetetlenségi ered-
mények is mind érvényben maradnak.

Nehéz a vdlasztds. . .

Tasha és Brittany csak egyetérteni tudott Benacerraf mar idé-
zett megjegyzésével, mely szerint az aritmetika ,az a tudo-
many, amelynek tirgya a valamennyi progressziéban, kiza-
rélag progresszié-voltuk kovetkeztében megjelend absztrakt
struktira”. E tudomany tehat, ez nyilvanvalé volt szamukra,
a természetesszam-objektumok tudomadnya. Brittany azon-
ban sokat tlin6dott azon a megjegyzésen, mely szerint egy
matematikai struktirara leginkdbb tgy tekinthetiink, mint
,egymashoz kapcsolédo objektumok egy lehetséges rendsze-
rének formdjara, amelyben az objektumok Osszes olyan tu-
lajdonsagat figyelmen kiviil hagyjuk, amelyek kapcsolataik
szempontjabdl irrelevansak” ([Shapiro 1983], 535. p.). Tanul-
manyai alapjan lehetetlennek tiint, hogy a természetesszam-
objektumok elemeinek barmi mas sajitossagai is legyenek az
aritmetikai jelleg(i viszonyokon kiviil. Mitél is kellene tehat el-
tekinteni?

Egyetemi tanulmanyai alatt Tasha sokat hallott egy fitirdl,
Ernie-r6l, aki az aritmetikat szintén annak megalapozdsaval
egylitt tanulta meg. Egy szép napon a kollégium ebédl&jében
Ossze is taldlkoztak. Ernie baratjaval, Johnnyval egytitt mar is-

8 Lasd példaul [Pitts 1992]-t, amely a toposzelmélet remekbe szabott, a lo-

gikus nézépontjat is tiikkroz6 Gsszefoglalasat adja. Erdemes ezzel 6sszevetni
[McLarty 1992] 13.16. feladatat.
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merte ZF-et, s arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a szamok
nem lehetnek halmazok. Igy aztdn amikor Tasha a természe-
tes szamok halmazarol beszélt neki, azonnal megkérdezte, tu-
lajdonképpen mire is gondol. Mikor Tasha a megkiilonboztet-
hetetlenséget kezdte magyarazni, Ernie hamar elveszitette a
fonalat.

—Mondd csak — kérdezte —, szerinted a 0 melyik halmaz?

Tasha persze készen allt a valasszal:

— A 0 nem halmaz, hanem NV egy eleme.

Ernie nem értette:

— De a halmazok elemei maguk is halmazok! — s most Tasha
volt az, aki kissé zavarba jott. Réjottek, hogy egészen eltérd
elképzelésiik van a halmazokrdl.

Tasha megkérte tjdonsiilt baratjat, fejtse ki részletesebben is
allaspontjat. Ernie igy is tett; becsiiletére legyen mondva, rog-
vest ramutatott, hogy a Tashanak oly kedves megkiilonboztet-
hetetlenségi tételek e megkozelitésben érvényiiket vesztik. Le-
szogezte: a halmazokat egyértelm{ien meghatarozzdk az ele-
meik, amelyek maguk is mind halmazok.

Tasha tovéabb faggatézott:

- Ugy érted, hogy a természetes szamokat egy specialis hal-
mazként definidlod? — kérdezte Ernie-t.

—Nan4d, hogy nem — hangzott a valasz —, a természetes sza-
mok nem halmazt, hanem struktirat alkotnak. Nem adhato
tehat egyértelmi definicio.

— Ezek szerint éppen olyanok, mint az én halmazaim?

—Pontosan olyanok.

Tasha afel6l érdekl6dott, ugyanez-e a helyzet a valés sza-
mok vagy az euklideszi sik esetében, s megint csak igenld
valaszt kapott. Ernie dllaspontja szerint ezek mind absztrakt
struktirdk, amelyekre hivatkozva konnyen fogalmazhatunk
meg halmazokra vonatkozé allitasokat — am ¢k maguk nem
halmazok, s6t, igazabdl nem is valédi objektumok.

— A hires halmazelméleted elénye tehat az, hogy az objek-
tumaival a matematikusok sohasem foglalkoznak! — csodalko-
zott Tasha.

Ernie nem tiltakozott:

- Ha gy tetszik, ezt is mondhatod, elvégre a matemati-
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kusok altalaban strukturakkal dolgoznak. Az én halmazaim
azonban Leibniz térvénye szerint legitim objektumok, a te
absztrakt halmazaiddal ellentétben.

Tasha, aki mindig a matematikat tartotta szem el6tt, csupan
egyetlen Leibniz-szabalyt ismert, a szorzatfiiggvény derivalt-
jara vonatkozoét. Ernie elmagyarazta, hogy egy mély metafizi-
kai elvrél van sz6, mely szerint két objektum nem lehet kii-
16nb6z6 anélkiil, hogy valamely tulajdonsagukban el ne tér-
nének egymastol. Tasha ezt sem matematikainak nem talalta,
sem meggydzének. Ugy vélte, halmazelmélete egyértelmiien
megcafolja Leibniz elvét.

- Hogyan mondhatod, hogy a halmazokat az elemeik egyér-
telm{ien meg kell hogy hatdrozzdk, amikor masrészrdl azt allitod,
hogy a benniinket érdekl6 szamok és terek nem is hatdrozhatok
meg egyértelmiien?

Ernie makacsul ragaszkodott ahhoz, hogy alapveté metafi-
zikai elveket nem lehet csak tigy elvetni.

Tasha pedig folytatta logikai tanulmanyait, részletekbe me-
néen megismerkedett ZF-fel és szamos tovabbi halmazelmé-
lettel is. Nem kis tehetségrdl tantibizonysdgot téve, ezekben
az elméletekben és ezekrol az elméletekrol — tisztan formali-
san — sok mindent képes volt bizonyitani. De egyik sem t{int
szamara olyan értelmesnek, mint az, amellyel sziilei els6ként
ismertették meg. '

Forditotta Csaba Ferenc






