GEORGE BOOLOS
ISMET AZ ITERACIOROL*

A halmazokrél alkotott iterativ, avagy kumulativ felfogas
szerint a halmazokat Iépésekben képezziik; éspedig minden hal-
mazt megkaphatunk a kovetkezd ,eljaras” valamely 1épésé-
ben: a 0. lépésben képezziik az individuumok minden lehet-
séges egyiittesét. Az individuumok olyan objektumok, ame-
lyek nem halmazok; a szokasos okok miatt most feltessziik,
hogy nincsenek individuumok. Igy a 0. lépésben egyediil az
tires halmazt kapjuk. Az 1. Iépésben a 0. 1épésben nyert hal-
mazok minden lehetséges egyiittesét képezziik, vagyis az tires
halmazt, és azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme az iires
halmaz. A 2. 1épésben nyert halmazokat a 0. és az 1. 1épés-
ben képzett halmazok Osszes lehetséges egytittesei alkotjak.
Ezek szdma 4(= 22). A 3. lépésben nyert halmazokat pedig
a0.az 1. és a 2. Iépésben képzett halmazok 6sszes lehetséges
egyiittesei, amelyek szama 16(= 2*). A 4. 1épésben nyert hal-
mazokat ... Altalaban tetsz&leges n természetes szamra az n-
edik lépésben nyert halmazokat az n-nél kordbban, vagyis a

0,1,...,n — 1 sorszamu lépésekben képzett halmazok Osszes
lehetséges egylittesei alkotjak.
Kozvetlentil az osszes 0., 1., 2., ... 1épés utan kovetkezik

az w. lépés. Az ebben a lépésben képzett halmazok, hason-
l6éan a korabbiakhoz, az w-ndl korabbi lépések sordn, vagyis
a0., 1., 2, ..., lépésekben képzett halmazok egyiitteseinek
Osszes lehetséges egyiitteseibdl allnak. Az w. 1épés utan az
w + 1. 1épés kovetkezik, amelyben . .. Altalaban minden a-ra,
az «. 1épés soran nyert halmazokat az a-nal korabbi lépések
soran képzett halmazok 0sszes lehetséges egytittesei alkotjak.

*Els6 megjelenése: Philosophical Topics 42 (1989), 5-21. p. A forditast a Phi-
losophical Topics szerkesztéjének szives engedélyével kozoljiik, (©1989.
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Az eljarasnak nincs utolsé 1épése: minden lépést kozvetle-
niil kovet egy masik. Igy léteznek w + 2.,w + 3.... lépések.
Kozvetleniil ezek utan kovetkezik az w + w. 1épés, vagyis az
w-2.1épés. Ezutan az w - 2 + 1., w - 2 4 2. és igy tovabb. Koz-
vetleniil az 0sszes w., w - 2., w - 3., ... lépések utan az w - w.
1épés, vagyis az w?. 1épés kovetkezik. Azutan az w? + 1.,... ,
és az eljaras igy folytatodik.!

Vegyiik észre, hogy a halmazokrdl alkotott iterativ felfogas
e véltozata mellett egyetlen halmazt sem egy és csak egy lé-
pésben képziink: minden halmazt tjraképziink minden egyes
lépés soran, amely egy olyan 1épés utan kovetkezik, amelyben
a kérdéses halmazt mar képeztiik. Nem kell feltételezniink,
hogy minden halmazhoz egyértelmfien van egy olyan lépés,
amely soran a kérdéses halmazt el6szor képeztiik, tehat nem
kell feltenniink, hogy a lépések jélrendezettek.

A halmazelméletrdl, vagyis a Zermelo-Fraenkel-féle axio-
marendszerrdl (ZF), kiegészitve a kivalasztasi axiomaval néha
azt mondjak, hogy az iterativ felfogast ,fejezi ki”, ,testesiti
meg” vagy ,fejti ki”. Ebben az frasban az a célom, hogy tisz-
tazzak néhany osszefliggést a halmazelmélet, az iterativ el-
képzelés, tovabba a halmazelmélet egy masik, Russelltél és
Neumanntdl szarmazo, a ,, méret korlatozasanak” elvén ala-
pulé felfogasa, valamint Frege Grundgesetze der Arithmetikban
megfogalmazott rendszerének egyik helyesbitett valtozata ko-
zOtt, amely az emlitett utébbi felfogdst fejti ki. Az irds vége
felé megprobalom megfogalmazni kételyeimet azzal kapcso-
latban, hogy vajon van-e egyetlen olyan felfogas, amely az
egész halmazelmélet szamara ,alapul szolgal”.

Vizsgalédasainkat azzal a médszertani kérdéssel kezdhet-
jik, hogy miféle igazolast nytjt a halmazelmélet szaimara az
iterativ felfogas?

Nevezziik Z~-nak azt az elméletet, amelynek axiéomai a
Zermelo-féle halmazelmélet axiomai, kivéve az extenzionali-
tasi és a kivalasztasi axiomat. (Z a Zermelo-féle halmazelmé-
let, amelynek egyik axiémdja az extenzionalitasi axioma; a ki-
valasztasi axioma nem teljes érték{i axiomdja sem Z-nek, sem

1 Lasd ehhez szamos mas iras mellett [Boolos 1971a]-t.
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ZF-nek, amely utobbi rendszert tigy kapjuk, hogy Z axiémai-
hoz hozzavessziik a helyettesitési axiomakat is.) Hamarosan
latni fogjuk, hogy Z~ levezethetd az iterativ felfogas egy (els6
latasra figyelemre méltéan gyenge) formalizalt valtozatabol.
Ebb6l nem kovetkezik, hogy az iterativ felfogds megmutatja,
hogy ZF-nek a Z~ részelméletben levezethetd tételei ignzak,
mivel nincs okunk azt gondolni, hogy a lépések (barmik legye-
nek is ezek) és a halmazok megfelelnek az iterativ elképzelés
altal roluk felvazolt képnek, vagyis hogy a felfogas a halma-
zokra és a lépésekre nézve helyes. Ha a dolgok az iterativ felfo-
gasnak megfelel6en allnak, akkor Z~ minden bizonnyal igaz,
mivel kivétel nélkiil levezethetd az iterativ felfogasbél. Azon-
ban semmilyen fiiggetlen érv nem tamasztja ala azt a meg-
gyozddésiinket, hogy a 1épések és a halmazok éppen olyanok,
amilyennek az iterativ felfogas mutatja dket.

(Erdekes kérdés, hogy vajon miért vagyunk hajlamosak el-
utasitani azt a szkeptikus feltevést, hogy a halmazokroél kiala-
kitott iterativ felfogas — legalabbis nagy korvonalaiban — még
akkor is lehet téves, ha a halmazelmélet nem szenved olyanféle
formadlis fogyatékossagokban, amilyen példaul az egyszerii
vagy az w -inkonzisztencia.)

A halmazok iterativ felfogasat szokas , természetesnek” ne-
vezni. A ,természetes” jelzo itt nem esztétikai tetszést fejez ki
(esetleg kapcsolodva ahhoz a Panglossra emlékeztetd nézet-
hez, hogy a ,természetesebb” vagy ,egyszer(ibb” elméletnek
nagyobb esélye lehet arra, hogy igaz legyen), hanem pusztin
annyit jelent, hogy ezt az elképzelést a halmazokrél szerzett
minden el6zetes ismeret és tapasztalat nélkiil elsajatithatjuk,
egy magyarazat alapjan konnyen megérthetjiik és kézenfekvo-
nek vagy legalabbis az igazsagat felfoghatonak tarthatjuk. Ha
egy elmélet ebben az értelemben , természetes”, akkor nem iit-
kozhet olyan mértékben elézetes elképzeléseinkkel, mint pél-
daul az az (6riilt) felfogas, amelyet az iterativ elképzelésbol
kapunk, ha benne felcseréljiik a , korabbi” és a , késébbi” kife-
jezéseket.

Egy masik, ebben az értelemben természetes elképzelés a
halmazok naiv felfogasa, amely kétféleképpen is megfogal-
mazhatd. Egyfelél gondolhatjuk tigy, hogy minden predika-
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tum terjedelme egy halmaz, masfeldl pedig tigy, hogy tetszo-
leges nulla vagy ennél tébb dologhoz van egy meghatéro-
zott halmaz, amelynek ezek elemei.? A naiv elképzeléssel az a
probléma, hogy a Russell-paradoxon tantisaga szerint inkon-
zisztens: annak a predikdtumnak, hogy ,olyan halmaz, amely
nem eleme dnmaganak” egyetlen halmaz sem a terjedelme, és
azokhoz a halmazokhoz, amelyek nem elemeik 6nmaguknak
nincsen egy meghatarozott halmaz, amelynek ezek elemei vol-
nanak.

A fentiektdl eltéré halmazfelfogashoz jutunk a ,,méret korla-
tozasanak” elve alapjan.® Ez az elv legaldbb kétféle formaban
fordulhat el6: erésebb véltozata szerint dolgok akkor és csak ak-
kor alkotnak halmazt, ha nem hozhatéak kolcsénosen egyér-
telm{i megfeleltetésbe minden dologgal. A gyengébb valtozat
szerint nincs olyan halmaz, amely elemei kolcsondsen egyér-
telmlien megfeleltethetéek minden dolognak, azok a dolgok
azonban halmazt alkotnak, amelyek egy adott halmaz elemei-
vel kolcsonosen egyértelmi megfeleltetésbe hozhatéak. (Bizo-
nyos természetes feltevések mellett az utébbi tagmondat al-
tal kifejezett feltétel tovabb gyongithet6 arra, hogy: amelyek-
b6l nincs tobb mint egy adott halmaz elemeibdl.) A két valto-
zat kozott az a kiilonbség, hogy a gyengébbik nem biztositja,
hogy ha dolgok nem hozhatéak kolcsonosen egyértelmii meg-
feleltetésbe minden dologgal, akkor minden esetben halmazt
alkotnak.

A méret korldtozidsa — szemben mind a naiv, mind az iterativ
felfogassal — nem természetes nézet (egyik valtozatdban sem),
mivel csak akkor juthat valakinek az eszébe, ha mar a halmaz-
elméleti antinomiak kelloképpen atformaltak az illet6 eléze-
tes elképzeléseit; itt nemcsak a Russell-paradoxonra, hanem
a Cantor- és a Burali-Forti-féle paradoxonokra is gondolnunk
kell.

Az iterativ felfogas az egyetlen természetes és egyben (lat-
szolag) konzisztens elképzelés a halmazokrél, amely rendel-
kezéstinkre all, és ebbdl a felfogasbdl kovetkezik Z7; ez az

2 Lasd [Mates 1981], 43. p.

3 A méret korlatozasanak elvét tobb valtozatiban is részletesen targyalja:
[Hallett 1984], kiilonosen a 4. és a 8. fejezetekben.
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igazolds az, amelyet az iterativ felfogds Z~ szdmara jelent (ha
egydaltalan helyénval6 ebben az esetben az ,,igazolds” szé.)

Dan Leary egyszer azt a megjegyzést tette, hogy a halma-
zok lépésekben torténd képzésének metafordja a helyes el6-
adasmod egy bizonyos narrativ hagyomanyabél vagy elvébdl
szarmazhat, amely szerint (altalaban és ceteris paribus) egy le-
irdsnak, amely sajatos moédon elrendezett dolgokrél szol, a
dolgok emlitésekor igazodnia kell a dolgok elrendezéséhez.
Ennek megfelelden, amikor a halmazelmélet univerzumanak
szerkezetét irjuk le, akkor els6ként az tires halmazt emlite-
nénk, azutan azt a halmazt, amely csak az iires halmazt tartal-
mazza, aztan mindezeknek a halmazat, azutan mindezeknek a
halmazat, és igy tovabb. A kovetkez6képpen fogalmazhatunk:
adott az iires halmaz, az 6t tartalmazé egyelemii halmaz, az-
utan van két masik halmaz, amelyek elemei csak ezek koziil
kertilnek ki, azutan tizenkét ,4j” (vagyis eddig nem emlitett)
halmaz, amelyben csak az elébbiek fordulnak elemként el6. . .
Az a tény, hogy egy ilyen felsorolas csak idében torténhet, és
hogy bizonyos halmazok masok el6tt keriilnek benne emli-
tésre, konnyen (félre)érthetd tigy, hogy ennek megfelel6en ma-
guknak a halmazoknak van valamiféle kvazi-tempordlis tulaj-
donsaguk, és olyan allitdsokra csdbithat minket, hogy azok a
halmazok, amelyek a leirasban korabban kévetkeznek tényle-
gesen is kordbbiak a tobbinél, hogy halmazok nem létezhetnek,
amig az elemeik nem léteznek, hogy csak azutan jonnek létre,
miutdn az elemeik mar létrejottek, és hogy azutan képezhetdek
csak, miutan mar képeztiik az 6sszes elemiiket.

Akarhogy is van, az elképzelés magyarazatihoz ez a me-
tafora egyaltalan nem sziikséges, hiszen a fentebbiek helyett
mondhatjuk azt is, hogy adott az tires halmaz, a csak ezt tar-
talmazo6 halmaz, ezek halmazai, ezek halmazai, majd Ezek hal-
mazai ... Vannak azutan halmazok, amelyek mindEZEKET
tartalmazzak. Hivatkozzunk mostantél az emlitett a halma-
zokra, mint ,ezek”-re. Ekkor vannak ezek halmazai, ezek
halmazai... Vegytik észre, hogy a’ ... ’kipontozas, az ‘stb.’-
hez hasonléan mutatészé. Mindkett6 azt jelenti, hogy és igy
tovdbb, vagyis, hogy ezen a médon tovabb.
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Most azonban nem a metafora kikiiszobolésével foglalko-
zom, amit mellesleg egyszertien meg lehet tigy tenni, hogy a
‘1épés’, 'képeztiik’ és a ‘megeldzi’ kifejezéseket primitivnek te-
kintjiik,* vagy masképpen tgy, hogy helyettesitjiik ezeket a
‘rendszam’, ‘rangja’ és a ‘kisebb” primitivnek tekintett kife-
jezésekkel. Ehelyett azt szeretném megmutatni, hogy az ite-
rativ felfogasnak milyen csekély része sziikséges ténylegesen
Z~ levezetéséhez, vagyis azt, hogy létezik a halmazok lépé-
sekben valo képzésének egy igen egyszer(i elmélete, amelybdl
Z~ axiémai kovetkeznek (és azt, hogy milyen sziikségtelentil
bonyolult az az axiémarendszer, amely [Boolos 1971a]-ban ol-
vashato).

Legyen L egy kétszorti elsérend(i nyelv, amelyben az
z,y,2,... valtozok halmazokra, az r,s,t,... valtozok pedig
a lépésekre vonatkoznak. Legyen £ ban harom kétargumen-
tumu predikdtum, egy lépések kozott értelmezett r < s predi-
katum, amelyet ,r megel6zi s-t”-ként olvasunk, egy halmazok
és lépések kozott értelmezett z F'r predikatum, amelyet ,az
halmazt az r-edik 1épés soran képeztiik”-nek olvasunk, és egy
halmazok ko6zotti € predikatum, amelyet a szokasos médon
értelmeziink.

Roviditsiik a ‘3t(t < s & yFt)’ formulat y Bs-el, amelyet tigy
olvashatunk, hogy ,y-t egy s-et megel6z6 1épés soran képez-
tik”.

Ekkor az S elmélet axiémai a kovetkezé mondatok lesznek.
A ‘megel6zi’ predikatumra vonatkozé axiomak:

Tra  ViVsVr(t<s&s<rDt<r)

Net  VitVsIr(t<r&s<r)

Inf IrFtt<r)&Vi(t<rDIs(t<s&s<r)))
A halmazokra és a lépésekre vonatkozé axiomak:

All Ve3szF's

When VaVs(zFs =VYy(y € x D yBs))

4 Ahogyan példaul [Boolos 1971a]-ban tettem.
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Az £ nyelv minden olyan A(y) formuldjara vonatkozé spe-
cifikdciés axiomak, amelyekben z véltozénak nincs szabad
el6fordulasa:

Spec  AsVy(A(y) DyBs) D IaVy(y € x = A(y)).

Az axiomak magyarazatai: Tra természetesen azt mondja ki,
hogy a megeldzi relacié tranzitiv. Net egyik kovetkezménye
Vs3r(s < r), vagyis, hogy minden lépéshez van olyan lépés,
amelyet az illet6 1épés megel6z. Net kovetkezik Vs3r(s < r)-
bdl, Trabdl és az £ nyelvnek abbdl a Con formulajabdl, amely a
megeldzi relacié osszefiiggd voltat mondja ki, vagyis a VsVi(s <
rVs=tVt<s)formuldbdl; Con azonban nem axiémaja az S
elméletnek.

Inf azt allitja, hogy van , limesz” 1épés, vagyis olyan lépés,
amelyet megel6z legalabb egy 1épés, de nem el6zi meg kozvet-
lentil egyetlen 1épés sem. Az w. 1épés és vele egyiitt azon lépé-
sek létezése, amelyek Inf szerint léteznek figyelemre méltoé sa-
jatossaga az altalunk leirt elképzelésnek. Inf til gyenge ahhoz,
hogy a teljes tartalmat kimeritse azoknak a kijelentéseknek
amelyeket a megkozelitd leirasban végtelen 1épések létezésé-
rél tettiink; egy tovabbi axiéma kellene példaul az w +w. 1épés
létezésének a biztositasahoz. Az axiéma elegendd azonban ah-
hoz, hogy levezessiik bel6le a halmazelméletnek azt a monda-
tat, amelyet , végtelenségi axiomanak” szoktak nevezni. Meg
kell még jegyezniink, hogy Inf-et csak a végtelenségi axioma
levezetésében hasznaljuk.

All talan az iterativ felfogas legjellemz&bb sajatossagat
mondja ki, nevezetesen azt, hogy minden halmaz a fentebb
leirt iterativ eljaras valamelyik lépése soran képzédik. Allhoz
When annyit tesz még hozza, hogy egy lépésben akkor és csak
akkor képziink egy halmazt, ha minden elemét a korabbi lépé-
sek valamelyikében mar képeztiik. (Ennek megfeleléen — aho-
gyan mar kordbban is megjegyeztiik — a halmazokat folyama-
tosan djraképezziik.)

Mivel £ elsérend{i nyelv, Spec axiémaséma és nem axiéma.
Azt a gondolatot prébaljuk megragadni vele, hogy barmely
lépésben a korabbi Iépésekben képzett halmazok , minden le-
hetséges Osszességét” képezziik. Nem teljesen vildgos, hogy
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milyen szerepet szanhatunk a ‘lehetséges 0sszesség’ kifejezés-
nek. Miért haszndljuk a ‘lehetséges’ modalis terminust, és egy-
altalan miben kiilonbozik egy 6sszesség és egy halmaz? (When
kimondja, hogy egy lépésben akkor és csak akkor képziink
egy halmazt, ha minden elemét a korabbi lépések valamelyi-
kében mar képeztiik. Természetesen, ha egy lépés soran kép-
ziink egy halmazt, akkor azt annak a Iépésnek a soran képez-
tiikk. Mivel jdrul hozzd mindehhez Spec annak kimondasakor,
hogy barmely lépésben a korabbi lépésekben képzett halma-
zok ,minden lehetséges Osszességét” képezziik?) A gondo-
latot jobban visszaadhatjuk, ha a kovetkezoképpen fogalma-
zunk: tetsz6leges s lépéshez valamint tetsz6leges, s-t megel6z6
lépések soran képzett halmazokhoz (vegytik észre a tobbessza-
mot!) van olyan halmaz, amely pontosan ezeket a halmazokat
tartalmazza. Egy masodrend{i nyelven ez a gondolat tokéle-
tesen kifejezhetd: VX [IsVy(Xy D yBs) D JaVy(y € z = Xy)).
Mashol® érveltem amellett, hogy az ilyen forméju kifejezéseket
szerencsére nem kell tigy tekinteniink, mint amelyekben va-
16di osztalyok vagy mas halmazoktdl kiilonb6z6, de halmaz-
szer{i objektumok felett kvantifikdlunk. Amennyiben az itera-
tiv felfogds nem zavaros (vagyis nem vész homalyba, hogy mi-
lyen messze mehetiink el a lépések soran), annyiban az elkép-
zelés teljes egészében kifejezhetd egy L kiterjesztéseként nyert
masodrend(i nyelven, de magdn az elsérend{i £-en nem.
Spec egy hasznos tjrafogalmazdsa a kovetkezé:

VsdzVy(y € x = (A(y) & yBs)).

Annak belatasahoz, hogy a régi valtozatbol kovetkezik az j,
legyen A'(y) = A(y) & yBs, és alkalmazzuk a régi valtozatot
A'(y)-ra; az Gj valtozatbdl kozvetleniil kovetkezik a régi.
Félrevezet6 lenne az extenzionalitasi axiomat S axiomaja-
nak tekinteni. Lehet, hogy ,analitikus” vagy legalabbis ,a-
sz0-barmely-jelentését-véve-analitikus” igazsag az, hogy kii-
16nb6z6 halmazoknak kiilonboz6ek az elemei, de az iterativ
felfogas tulajdonképpeni értelmében véve ezt nem biztositja.
Természetesen lehetséges volna levezetni az extenzionalitasi

5 [Boolos 1984]-ben és [Boolos 1985]-ben.
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axiémat tgy, hogy Spec-ben az x valtozot lekotd ‘3" utan be-
csempésziink egy ‘! jelet; célunk azonban az, hogy a rendelke-
zésiinkre all6 felfogast elemezziik, nem pedig az, hogy forma-
lizaljunk valami tisztdzatlan alapokon all6 felfogdst, amelybdl
sikertil levezetniink az axiémakat.

Ugy tiinhet azonban, hogy az extenzionalitasrél még mas is
elmondhaté azon feliil, hogy a , kvazi-analitikus” vagy valami
ehhez hasonlé jelz6 alkalmazhaté ra. Esszer{inek tiinhet az a
gondolat, hogy egy halmaz és az elemei valéban nem kiilén-
boznek egymastél. Vagyis a halmaz nem mds, mint az elemei,
azonos veliik. (Kétségkiviil ez a gondolat felelés azért a zava-
rodottsdgért, amelyet a kezd6k gyakran éreznek, amikor azzal
szembesitik 6ket, hogy meg kell kiilonboztetni egy objektumot
és a bel6le képzett egyelemii halmazt.) Ha ez igy van, akkor az
extenzionalitas kovetkezik az azonossag tranzitivitasabdl, hi-
szen ha z minden eleme y-nak is eleme és megforditva, akkor
x elemei nem mdsok, mint y elemei, s igy = — vagyis = elemei
— azonos y-al — vagyis y elemeivel — s ennek megfeleléen az
extenzionalitds elve fennall.

Az is bizonyos azonban, hogy van valami gyantis abban a
javaslatban, hogy egy halmaz azonos az elemeivel — hogyan
is lehetne egy halmaz azonos azokkal, ha azok ketténél tobben
vannak - de gy is felfoghatjuk a dolgot, hogy van ebben va-
lami kevésbé gyants is. Nem alkot-e John, Paul, George, és
Ringo egy egytittest, Dolly, Sztyiva, Tanya és Grisa egy csa-
ladot és nem volt-e Bird, McHale, Parish, Ainge és Johnson
egy kezd6otos? Russell egyszer a kovetkezdket irta: ,ebben
a fejezetben az »a«-val fogunk foglalkozni tobbes szamban: a
londoniak, a gazdag emberek fiai, és igy tovabb. Masként fo-
galmazva az osztilyokat fogjuk szemiigyre venni.”® Nehéz be-
latni, hogyan tehette fel Russell, hogy amikor a londoniakkal
foglalkozunk, akkor ezen emberek osztalyaval foglalkozunk,
hacsak nem tételezte fel azt, hogy London lakossaga ugyanaz,
azaz nem mas, mint a lakok osztalya, tehdt hogy azonos az-
zal. Tokéletesen ésszerfitlen lenne azt gondolni, hogy Russell
ezt a szakaszt irva arra gondolt, hogy az osztély kiilonbozik

6 [Russell 1919], 181. p.
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az elemeitdl, de ezekre alapul, és hogy amikor az elemekre
hivatkozunk, akkor valami masra is utalunk, nevezetesen az
osztélyra.

Annak azonban, aki azt a nézetet védelmezi, hogy a Beatle-
sek — a sz6 szigoru értelmében — azonosak egyetlen dologgal,
marmint az egyiittessel, és hogy Oblonszkijék azonosak egy
csaladdal, meg kell néhany fogds kérdést valaszolnia, igy pél-
daul azt, hogy az egyittes és a csalad két dolog-e avagy nyolc?
Hogyan lehet tovdbba benne az egyiittes a sajat maga altal al-
kotott egyelemii halmazban anélkiil, hogy egyben a négy Beat-
les fiti is benne ne lenne ugyanebben az egyelem(i halmazban?
Taldn mégis jobb, ha az extenzionalitasi axiomanak ettél a ma-
gyarazatatol nem varunk tal sokat.

A kovetkezd érvrdl tigy tlinhet, hogy kimutatja: az iterativ
felfogas mellett az extenzionalitasi axioma nyilvanvalo, tehat
jogosult lett volna a VaVy(Vz(z € 2 = z € y) Dz = y) formu-
lat S axiomai kozé felvenni. Figyeljiik meg azokat az egyértel-
miiségre vonatkozé implicit kijelentéseket, amelyeket az els6
bekezdésben az ‘az ilires halmaz’ és az ‘az az egyelemii hal-
maz, amely az iires halmazbdl all” kifejezések hasznalataval
tettiink, tovabba azokat a kijelentéseket, amelyeket az els6 lé-
pések soran képzett halmazok szamara vonatkozoéan tettiink,
példaul amikor azt mondtuk, hogy a 0. lépésben egyediil az
tires halmazt képezziik, vagy amikor azt, hogy a 3. 1épésben
16 halmazt képziink. Ezek a kijelentések feltételezik az exten-
zionalitas igazsagat, tehat annak szerepelnie kellene S axiomai
kozott.

Vilaszként arra hivhatjuk fel a figyelmet, hogy mar a 0. lé-
pésben képzett halmazok szamanak kiszamitasa soran is koz-
vetlentil alkalmaznunk kellett az extenzionalitas elvét, tehat
mar azel6tt, hogy — egy igen kis résztdl eltekintve — felvazol-
tuk volna az iterativ felfogast. Annak az elvnek a fendllasaért
tehat, amely szerint azok a halmazok azonosak, amelyek ele-
mei azonosak, tigy tlinik, hogy az iterativ elképzelés nem fele-
16s, hanem jogosabb tigy fogalmazni, hogy az elv igazsaga mar
az elképzelés megfogalmazasa el6tt is tokéletesen nyilvanvalo
szamunkra (barmi legyen is ennek az oka). Ha mindendron
ragaszkodunk hozza, mondhatjuk ugyan, hogy az elv éppen a
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nyilvdnvaldsaga miatt része az iterativ felfogasnak, de vegytik
észre, hogy milyen kénnyen ,levéalaszthat6” az elmélet tobbi
részérdl: ha VaVy(Vz(z € ¢ = z € y) Dz = y)-t egy Gjabb axié-
manak tekintenénk, akkor Z~ elmélet egyetlen tovabbi axio-
majanak levezetésében sem haszndlnank, és — eltéréen a vég-
telenségi axiomatol — ennek levezetésében sem hasznalnank
Z~ egyetlen tovabbi axiémajat sem.

Miutdn megadtuk és kifejtettiik az S elmélet axiomait, el-
jott az ideje, hogy levezessiik bel6liik a Zermelo-féle halmaz-
elméletet az extenzionalitasi és a kivalasztasi axioma kivé-
telével (a részletek nagy részét a fiiggelékben adom meg).
Figyelemre mélt6, hogy Z~ minden axiémaja levezethetd S
ben, még akkor is, ha ezek kozé szamitjuk a regularitdsi vagy
jolfunddltsigi axiémakat, vagyis a halmazelmélet nyelvének
JzA(z) D Jz(A(z) & Yy(y € = D ~ A(y))) formulait is. Ezek
kozott a formuldk kozott van az is, amit néha a regularitasi
axiéoménak szoktak nevezni, nevezetesen a 3z(z € z) D Jz(z €
2&Vy(y € x Dy ¢ z)) formula. Elséként Dana Scott vette észre
azt a figyelemremélté tényt, hogy S-ben ezek az axiémak le-
vezethetéek még akkor is, ha S axiomdi kozott nem szerepel lépé-
sek feletti indukcids elvet kifejez6 axiomaséma.” Valéban, minden
dsP(s) D Is(P(s) & Vi(t < s D ~ P(t))) formula — nevezziik
azt a sémat, amelynek ilyen formuldk az esetei , 1épések feletti
indukciénak” — bizonyithaté S-ben, és a regularitasi axiomak
ezekbdl levezethet6ek.

Vegytik észre, hogy S axiomai még egytittvéve sem keltik az
emberben egy indukciés elv , benyomasat”. Az a tény, hogy az
S elméletben a lépések feletti indukcié és a regularitasi axio-
maséma levezethetd, leginkdbb annak az altalanos logikai ta-
pasztalatnak a fényében meglepd, amely alapjan hajlamosak
vagyunk egy indukcids elvrél azt feltételezni, hogy nem ve-
zethetd le maganak az indukciés elvnek explicit vagy implicit
feltételezése nélkiil. Ha példaul valaki azt kivanja bizonyitani,
hogy a (valddi) természetes szamokra igaz a matematikai in-
dukci6, akkor jellegzetes médon VAGY olyan objektumokként
hatdrozza meg 6ket, amelyek kielégitenek valamiféle induktiv

7 [Scott 1974].
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feltételt — ahogyan példdul Frege és Russell teszi, amikor ugy
hatarozza meg a természetes szamokat, hogy azok minden
olyan osztalynak elemei, melyeknek eleme a nulla és zartak
a rakovetkezésrelaciéra nézve — és ebben az esetben az illetd-
nek hivatkoznia kell (az elméleten kiviil) az indukciéra annak
megmutatasakor, hogy a valdédi természetes szamok mind-
azokkal az érdekes tulajdonsagokkal birnak, amelyekkel azok
az objektumok, amelyeket tgy definialtunk, hogy kielégitsék
a feltételt; VAGY azon az elméleten beliil kétiink ki egy induk-
cids elvet, amelyben bizonyitani szeretnénk, hogy a szamokra
alkalmazhaté az indukcié. Az utébi médon jarunk el akkor,
amikor a halmazelméletben feltessziik a regularitasi axiomat,
majd a rendszamokat tgy hatarozzuk meg, mint olyan tran-
zitiv halmazokat, amelyeknek minden eleme maga is tranzi-
tiv, a természetes szamokat pedig olyan rendszamokként de-
finidljuk, amelyek vagy a nullaval azonosak vagy olyan rako-
vetkezd rendszamok, amelyeknek minden eleme szintén vagy
a nulldval azonos vagy rakovetkezd rendszam, és ezutin a
regularitdst felhasznalva bizonyitjuk a rendszamok valamint
ezzel egylitt az igy definialt természetes szamok jolfundalt-
sagat. Azt a sejtésiinket, hogy az indukciét mindig fel kell
haszndlnunk, ha az indukciét le akarjuk vezetni, megerd&sithe-
tik Hume-nak a , tapasztalati” indukci6 igazolasara vonatkozé
észrevételei is (és mas olyan szkeptikus filozofiai irasok, ame-
lyek hajlamosak azt a nézetet elfogadni, hogy egyetlen fontos
filozofiai elv — amilyen példaul az anyagi vilag létezése — sem
bizonyithaté maganal az elvnél latszélag gyengébb eldfeltevé-
sekbdl kiindulva), valamint talan Lewis Caroll Akhilleusz és a
teknds cimi irdsa vagy Poincaré, Quine és Wittgenstein irdsai,
tovabba bizonyara az a kozismert tény is, hogy az aritmetika-
nak azok a rendszerei, amelyek nem tartalmaznak indukciét
elképesztéen gyengék. Mindezen jol ismert tények és értel-
mes megfontolasok ellenére éppen azt probaljuk megmutatni,
hogy van egy olyan indukcids elv, amelyet olyan tovébbi el-
vekbdl vezetiink le, amelyek maguk sehogyan sem jellemez-
hetdek indukcids elvként. (A filozofusok el6relathatoan azt
fogjak allitani, hogy Spec ,valéjaban” alcazott indukcios elv.)
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A tanulsag: néha lehetséges anélkiil megkapni egy indukcids
elvet, hogy azt kordbban feltételeztiik volna.®

Most megmutatjuk, hogyan torténik a levezetés. Ennek so-
ran Schoenfield Handbook-beli cikkének gondolatmenetét ko-
vetjiik:’

DEFINICIO
y minimdlis eleme z-nek, hay € v ésVz~(z € z & z € y).

DEFINICIO
y megalapozott, ha minden halmaznak, amelynek y eleme
van minimalis eleme.

Ha y minden eleme megalapozott, akkor y maga is megalapo-
zott. (Logika: Tegyiik fel, hogy y € x. Ha valamely z-re z € z
és z € y, akkor z megalapozott, és z-nek van minimalis eleme.
Kiilonben Vz ~(z € z & z € y); de ekkor y minimalis eleme z
nek.)

DEFINICIO
aRs akkor és csak akkor, ha Yy(y € a = y megalapozott &
yBs).

NEHANY KIEMELT ALLITAS:

1. Spec miatt minden s lépéshez van olyan a, hogy aRs.

2. Ha aRs, akkor — 1évén a minden eleme megalapozott — a
is megalapozott.

3. When kovetkeztében ha aRs akkor aF's.

4. fgy, hat < s, aRs és bRt, akkor 2. miatt b megalapozott, 3.
miatt bF't, s igy bBs, tehat b € a.

LEPESEKRE VONATKOZO INDUKCIO:
AsP(s) D 3s(P(s) & Vi(t < s D~ P(t)))

8 Lasd ehhez [Boolos 1971b].
9 [Schoenfield 1978], kiilondsen 327. p.
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Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy P(r). Ha minden olyan wu-ra,
amelyre v < r, ~P(u), akkor készen vagyunk. Tegyiik te-
hat fel, hogy v < r és P(u). Spec miatt valamely z-re
Va(a € ¢ = 3s(s < r & aRs & P(s) & aBr)). 3. és B definicidja
szerint Va(a € z = 3s(s <r & aRs & P(s))). Mivel u < r és
P(u), z 1. miatt nem {ires. 2. miatt azonban z minden eleme
megalapozott. [gy z-nek van egy a minimalis eleme, és vala-
mely s-re s < r, aRs és P(s). Tegyiik most fel, hogy ¢t < s. 1.
miatt valamely b-re bRt és 4. miatt b € a. Tra-bol kovetkezik
t < r.Ha P(t), akkor b € z, ami ellentmonddas, mivel a és
diszjunktak, igy ~ P(t).0

A regularitds, azaz 3z A(z) D 3z (A(z) &Vy(y € D~ A(y)))
kozvetlentil kovetkezik a lépésekre vonatkozé indukciébol:
Tegyiik fel, hogy A(z). All miatt valamely s-re zF's, igy
ds3z(A(z) & zF's). Lépésekre vonatkozé indukcidval, P(s) =
Jz(A(z) & zF's) helyettesitéssel kapjuk, hogy Js(Fz(A(z) &
zF's) & Vt(t < s D ~3Jz(A(z) & xF't))). Valasszunk egy ilyen
s-et és z-et. Ekkor A(z) és xF's. Tegyiik fel, hogy y € z. When
miatt y Bt, vagyis valamely t-re t < s és yFt. [gy ~ A(y).

Z~ tobbi axiémdjanak — vagyis a paraxiomanak, az tuni6-,
a hatvdanyhalmaz-, a részhalmaz-axiomanak és a végtelenségi
axiémanak — a levezetése rutinmunka, amit a fiiggelékben fo-
gunk elvégezni. A halmazelmélet tovabbi axiomai a kivéalasz-
tasi axiéma és a helyettesitési axiomak. Ezeket réviden most
targyaljuk.

A kovetkezd gondolatmenetrdl azt gondolhatnank, hogy a
kivalasztasi axiomardl kimutatja, hogy kovetkezik az iterativ
felfogasbol: Tegytik fel, hogy = diszjunkt nem tires halmazok
egy halmaza. Azt akarjuk kimutatni, hogy van olyan y halmaz,
amelynek pontosan egy k6zos eleme van z minden elemével.
Legyen s egy olyan lépés, amely soran z-et képeztiik. Ekkor
elemeit s-nél kordbban képeztiik, és a tranzitivitds miatt ezen
elemek elemeit szintén s-nél kordbban képeztiik. Nyilvanvalo,

hogy
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(¥) 1éteznek olyan halmazok, amelyek mindegyike = egy
elemének az eleme, nincsen kozottiik két olyan, amely
z ugyanazon elemének az eleme, és amelyek kozott
minden elemének van legaldbb egy eleme.

Mivel ezeknek a halmazoknak mindegyike z elemeinek egy
eleme, ezért mindegyiket s el6tt képeztiik, és igy létezik egy
olyan y halmaz, amelynek ezek elemei, mas halmazok viszont
nem.

Annak a feltevésnek, hogy ez az érv megmutatja a kivalasz-
tasi axidéma levezethetdségét, egyetlen szépséghibaja, hogy
az elfogadhatésdga nagymértékben fiigg (x)-tél. Barmennyire
nyilvanvalénak t{inik is (x), annak szdmara, aki kételyeket tap-
14l a kivalasztdsi axiémaval szemben, (x) igazsaga is ugyanigy
kétséges lesz; aki hajlamos azt gondolni, hogy nem sziikség-
képpen létezik olyan halmaz, amelynek pontosan egy kozos
eleme van z minden elemével, aligha fogja feltételezni, hogy
lennie kell olyan halmazoknak, amelyek létezését (x) allitja.
Lehetséges, hogy (x) tokéletesen nyilvanvald, de nem az ite-
rativ felfogds az, amely () vagy a kivalasztasi axioma fennal-
lasat biztositja. Akar tekintetbe vessziik az iterativ felfogast,
akar nem, (*) mindenképpen nyilvanvalé. Az érv azonban (x)
nélkiil csak annyit mutat, hogy = tetszbleges y kivalasztasi
halmazat z-nél maganal nem képezziik késébb, de azt mar
nem, hogy van is valamilyen kivalasztasi halmaz. Mindez sza-
momra azt mutatja, hogy az iterativ felfogds semmilyen igazo-
last nem nyujt a kivalasztasi axioma szadmara.

The Iterative Conception of Set cim{i irasomban azt allitottam,
hogy az iterativ felfogds egy formalizaciéja még az els6 nem
rekurziv rendszamnak megfelel6 1épés Iétezését sem biztositja,
és ennek megfeleléen azt mondtam, hogy a helyettesités nem
kovetkezik az iterativ felfogasbol. (Az bizonyos, hogy S nem
vonja maga utan ezt az axiomat, de S a felfogas tartalmanak
csak egy részét formalizalja.) Az irodalomban talalhato érvek,
amelyek szerint a helyettesitési axiomak minden tovabbi elv
segitségiil hivasa nélkiil levezethetdek az iterativ felfogasbdl,
szamomra még mindig nem t{innek meggy6zének, de most
nem vizsgalom meg ezeket.
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Ha S-t ugy akarjuk kiterjeszteni, hogy kovetkezzen bel6le
a helyettesités, akkor megprébalhatjuk azt a kategoriaelmé-
letbol ismerds elvet alkalmazni, amely szerint a bennfoglaltsig
nem mas, mint az injektiv beleképezhetoség egy fajtdja. Tegyiik
fel ennek megfeleléen — S egy masodrendii valtozatat hasz-
nalva —, hogy Spec el6tagjat Vy(Xy D yBs)-rol, amely azt fejezi
ki, hogy az X halmazok bennfoglaltatnak az s lépésnél korab-
ban képzett halmazok kozott, egy olyan formulara cseréljiik,
amely azt fejezi ki, hogy az X halmazok injektive beleképezhe-
t6ek az ily médon képzett halmazokba: IR (VyVy'VzVz'(Ryz &
Ry'ZD>(y=y =2=2")) &Vy(3zRyz = Xy) & Vz(3yRyz D
2Bs)). Nevezziik az eredményiil kapott elméletet S+-nak. Ek-
kor Spec kozvetlentil visszenyerhet6: legyen R az X-en értel-
mezett azonossagrelacié. S elsérend(i véltozataban a 3R eg-
zisztencidlis kvantifikaci6 kiesik és R sémavaltozéva valik. Ek-
kor a ,kolcsondsen egyértelmii helyettesités” halmazelmélet-
ben megfogalmazott sémdja — amelyben a helyettesitésnek azt
a feltételét, hogy a relevans formula egy halmazokon értelme-
zett fliggvényt hatdrozzon meg, annak megkovetelésévé ero-
sitjiik, hogy a formula egy kolcsondsen egyértelmii fliggvényt ha-
tarozzon meg — kozvetlentil kovetkezik S*-ben. Mivel a (ko-
zonséges) helyettesités kovetkezik a kolcsonosen egyértelmi
helyettesitésbdl, valamint a részhalmaz-, a hatvanyhalmaz- és
az extenzionalitasi axiomakbol, a helyettesités levezethet6 az
extenzionalitassal kiegészitett S*-ban.

A legnagyobb mértékben kétségesnek tiinik, vajon helyén-
valé-e az S elmélet ily médon torténd megerdsitésérdl azt gon-
dolni, hogy az — az iterativ felfogason feliil - nem foglal maga-
ban valamilyen egyéb elvet is. Mindenesetre most egy teljesen
mas halmazfelfogast fogunk szemtiigyre venni, amelybdl a he-
lyettesitési axioma kozvetleniil kovetkezik.

Frege elképzelésérdl van sz6, amelyet az antindmidk elkerti-
lése végett megfelel6en modositunk.

Frege szerint minden F fogalomhoz kapcsolodik egy bizo-
nyos 'F' objektum, amely az F' fogalom terjedelme. Ezenfeliil
Frege Az aritmetika alaptorvényei cim( munkdjanak (V) szaba-
lya szerint a fogalmak terjedelme akkor és csak akkor azonos,
ha a fogalmak pontosan ugyanazokra a dolgokra alkalmaz-
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hatéak: 'F = ‘G = Va(Fz = Gu). Russell kimutatta, hogy
az (V) szabaly inkonzisztens. (Frege bizonyitdasa: Legyen F'
afz : 3G(z = 'G & ~Gx)] fogalom. Ekkor ha ~ F'F, ak-
kor VG('F = 'G D G'F), és igy F'F; de ekkor néhany G-re
'F =G és ~G'F. Az (V) szabaly balrdl jobbra azt adja, hogy
Ve(Fz = Gz), és igy azt, hogy G'F, vagyis ellentmonddshoz
jutottunk.) Az objektumok, a fogalmak és a terjedelmek fregei
elképzelését kényelmesen tudjuk szimuldlni a masodrend{i lo-
gika keretei kozott (ahogyan azt mar el is kezdtiik). Tegytik
fel, hogy *, '-h6z hasonléan egy mfivelet jele, amely egy fogal-
mak felett futé (masodrendii) valtozéra alkalmazva objektu-
mok felett futé (elsérendii) valtozot eredményez, és fektessiik
le az (V) szabaly egy megfeleléen moédositott valtozatat, amely
* hasznalatdt fogja szabdlyozni. A valtoztatas a méret korlato-
zasanak azt a gondolatat tiikrozi, amelyet Cantornak, Russell-
nek, Neumann-nak és Bernaysnek koszonhetiink, és amely azt
fogalmazza meg, hogy a tiil sok elemet tartalmazé objektumok
rendellenes modon viselkednek, talan azért, mert nem tartoz-
nak semmihez sem, talan azért mert nem léteznek. Az (V) sza-
baly altalunk médositott véltozata szerint az sszes ilyen til-
népesitett objektum egymassal azonosnak fog bizonyulni.

Legyen F' és G fogalom. Azt fogjuk mondani, hogy F' belefér
G-be, ha az F ala es6 objektumok kolcsondsen egyértelmiien
megfeleltethetéek az 0sszes G ala es6 objektumnak, vagy né-
hanynak azok koziil, vagyis ha 3R(R : F - G).1°

Legyen V az [z : z = z] barmely objektumra alkalmaz-
haté fogalom. Minden fogalom belefér /-be. Akkor és csak
akkor fogjuk azt mondani, hogy egy F' fogalom kicsi, ha V
nem fér bele F-be. Természetesen V' nem kicsi. Ha F' kicsi és
Vo (Gz D Fx), akkor G is kicsi. Habar nem fogjuk a késébbiek-
ben hasznalni, de bebizonyithaté (a Schroder—Bernstein-tétel
bizonyitasanak egy valtozataval) az a tény, hogy ha V' belefér
F-be, akkor az F' ala es6 objektumok kdlcsondsen egyértelmii
megfeleltetésbe hozhatéak az 6sszes objektummal.

Nevezziik az F' és a G fogalmakat azonos terjedelmiinek, ha

WAZR: F - G formula a VyVy'VaVz'(Ryz & Ry'z' D (y = y' =
2z =2")) & Vy(Fy = 32(Gz & Ryz)) formula roviditése.
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ugyanazok az objektumok tartoznak alajuk: Vo (Fz = Gz).
Nevezziik F fogalmat G-hez hasonlénak — jelekkel kifejezve:
F ~ G - akkor és csak akkor, ha vagy sem F, sem G nem
kicsi, vagy pedig F' és G azonos terjedelmtiek; vagyis akkor
és csak akkor, ha (F kicsi V G kicsi D Vz(Fz = Gz)). A ha-
sonlésag nyilvanvaléan szimmetrikus és reflexiv. Tranzitiv is:
tegyiik fel, hogy F' ~ G és G ~ H. Ekkor ha F kicsi, ak-
kor Vz(Fz = Gz), tehat G is kicsi, Vz(Gx = Hz), és igy
Vz(Fr = Hz). Ha H kicsi, akkor hasonléan Vz(Fz = Hz).
Igy a hasonlésag olyan ekvivalenciareldci6, amely megtartja a
kicsiség tulajdonsagat.

Most minden F' fogalomhoz hozzakapcsolunk egy *F' ob-
jektumot, amelyet F' érvényességi korének fogunk nevezni. Fel-
tételezziik, hogy az érvényességi korok hasznalatat Frege (V)
szabalydnak a kovetkezd modositott valtozata (Gj V) szaba-
lyozza:

(4jV)  VFVG(*F = "G akkor és csak akkor, ha F' ~ G).

Nevezziik FN (Frege-Neumann-) elméletnek azt a masod-
rendii elméletet, amelyet tigy kapunk, hogy a szokdsos ma-
sodrendii logika axiémaihoz hozzavessziik (ij V)-t.

Gyorsan oszlassunk el minden kétséget FIN konzisztencia-
jara vonatkozoéan azzal, hogy megadjuk az elmélet egy M mo-
delljét. A modell univerzuma a természetes szamok halmaza,
*-ot a kovetkezdképpen interpretaljuk: ha F' ala véges sok ob-
jektum esik, akkor legyen *F' értéke n + 1, ahol n az a szam,
amelynek a kettes szdmrendszerbeli alakjdban akkor és csak
akkor van 1 a 2* helyiértékii helyen, ha k F ala esik; ha azon-
ban végtelen sok objektum esik F' ala, akkor legyen * I értéke
nulla. Ekkor (Gj V) fennall M-ben; mi tobb, F' akkor és csak
akkor , kicsi” M-ben, ha véges sok dolog esik F' ala.

Legyen () a [z : z # z] fogalom, és legyen 0 = *(). Mivel léte-
zik legalabb egy objektum (példaul *V vagy *(), ezért ) kicsi,
f =V, és0 #£*V. Igy létezik legalabb két objektum. Tetszole-
ges y objektumra, pontosan egy objektum esik az [z : z = y]
ala; igy [z : = = y] kicsi. Legyen sy = *[z : « = y]. Ekkor
barmely y-ra 0 # sy, mivel [z : « # z] kicsi, de ~Vz(z # x =
xz = y); valamint ha sy = sz, akkor y = z, mivel [z : 2 = 3]
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kicsi, és igy Vaz(z = y = = = z). Az aritmetika ennélfogva
FN-ben kivitelezheto, példaul tgy, ahogy a Was sind und was
sollen die Zahlen? cim{i m{iben Dedekind tette. Fregét és Rus-
sellt kovetve, legyen N a [z : VF((FO0 & Yy(F'y D Fsy)) D Fz)]
fogalom.

Ezek utan szeretnénk a halmazelmélet egy részét FN-ben
kidolgozni. El6szor is legyen y € x akkor és csak akkor, ha
dF(z = *F & Fy). Ekkor *V € *V. y € z-et a szokasos médon
olvashatjuk (,,y eleme z nek”, ,x tartalmazza y-t” stb.).

Tegyiik fel, hogy F kicsi. Ebben az esetben, hay € *F, akkor
valamely G-re *F = *G és Gy; am ekkor F ~ G,Vy(Fy = Gy)
és F'y. Megforditva, ha Fy, akkor biztos, hogy y € *F. [gy ha
F kicsi, akkor y € *F' akkor és csak akkor, ha Fy.

Ha F' nem kicsi, akkor mivel sem F sem V nem kicsi, F' ~ V/,
és*F =*V;am ekkor —mivel *V € *V —=*V € *F,*F € *V és
“Fe P,

Kovetkezésképp ha F' az [z : = # *V] fogalom, akkor
~ F*V. De mivel V' belefér F-be (képezziik le *V-t O-ra, és
minden z-et, amelyre Nz, képezziink sz-re, tovabba minden
mas objektumot képezziink 6énmagdra), ezért F' nem Kkicsi, és
igy *V € *F. Altaldban, ha F' nem kicsi és nem azonos ter-
jedelmii V-vel, akkor — bar ~Vz(Fz = Vz) — mégis Vz(z €
*F=ze*V).

Legyen z definici6 szerint akkor és csak akkor halmaz, ha
JF(F kicsi & = *F); a halmazok igy a kicsi fogalmak ér-
vényességi korei. 0 halmaz, de *V' nem. Ha * F" halmaz, akkor
valamely kicsi G-re *F = *G és F kicsi; igy z € *F akkor és
csak akkor ha Fz.

Ha z egy halmaz, mondjuk =z = *F, ahol F' kicsi, ak-
kor F és [z : z € *F] azonos terjedelmfi és kicsi, igy = =
*F = *[z:2 €*F] = *[z: z € z]. Ennek megfelelen ha z és
y olyan halmazok, amelyeknek ugyanazok az elemei, akkor
[z : 2z € 2] és [z : z € y] azonos terjedelmiiek és kicsik, s
igyz = *[z:2z € 2] = *[z: 2z € y] = y, tehat az extenzionalitas
fennall.

Teljesiil a részhalmaz-axioma is: Legyen z egy halmaz,
mondjuk legyen z = *F. Legyen G = [y : y € z & Xy]. Ek-
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kor Yy(Gy D Fy) és G kicsi. Legyen z = *G. Ekkor Vy(y € © =
y € z & Xy).

Fennall tovabba az is, hogy tetsz6leges w objektumhoz és
z halmazhoz, van olyan z + w halmaz, amelynek az elemei
éppen w és x elemei (ezt néha adjunkciés axiomanak nevezik):
tegyiik fel, hogy V belefér [y : F'y Vy = w]-be, vagyis hogy
valamely R-re R : V - [y : Fy Vy = w]. Ekkor V bele-

fér F-be is. Ugyanis azutan, hogy R-nek legfeljebb két értékét
felcseréltiik, feltehetjiik hogy R(0) = w, és ekkor mar lathato,
hogy [y : y # 0] belefér F-be. Mivel azonban [zy : y = sz :
V. — [y : y # 0], V belefér F-be. Igy haz = *F és F kicsi,
akkor [y : F'y Vy = w] szintén kicsi, tehat az adjunkcio teljestil.

Az adjunkcids axiomabol kovetkezik, hogy tetszbleges x
halmazhoz van egy halmaz (z Neumann-kovetdje), amely ép-
pen z-et és z elemeit tartalmazza. A paraxioma, amely szerint
barmely két w és z objektumhoz van egy {w, z} halmaz, ame-
lyik éppen w-t és z-t tartalmazza, szintén az adjunkcios axiéma
kozvetlen kovetkezménye: {w, z} = (0 + w) + z.

Vegyiik észre, hogy bar *V nem halmaz, s*V igen. Igy né-
hany nem tires halmaz nem tartalmaz egyetlen halmazt sem.
Ebbdl kovetkezik, hogy az tinidaxioma, amely azt allitja, hogy
barmely z halmazhoz van egy olyan halmaz, amely éppen azo-
kat a halmazokat tartalmazza, amelyeket z elemei tartalmaz-
nak, nem all fenn: s*V" ellenpéldat ad. Lévynek koszonhet6
az a meglepd eredmény, hogy az Gnidaxioma egy megfele-
16en moédositott valtozata viszont kovetkezik FN-boL!! Ah-
hoz, hogy megkapjuk ezt a médositott valtozatot, valamint
hogy FN-ben le tudjuk vezetni a halmazelmélet egy megfeleld
valtozatat, sziikségiink van a tiszta objektum fogalmara.

Roviditsiik a 3Fz = * F formulat Az-szel (z egy alkalmazasi
kor). fgy Ax esetén z akkor és csak akkor halmaz, ha z # *V.

Mondjuk azt, hogy F zirt,haVy((Az&Vz(z € yDFz))DFy).

Tovabba akkor és csak akkor nevezziik z-et tisztinak, ha
VF(F zart D Fx).

1 [Lévy 1968], 762-763. p.
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1. TETEL
Tegytik fel, hogy Az és Vy(y € x Dy tiszta). Ekkor z tiszta.

Bizonyitas: Legyen F' zart. Mutassuk meg, hogy Fz. Mivel min-
den y € z tiszta, ezért minden y € z-re F'y. Mivel azonban Sz
és I zart, ezért Fz. O

2. TETEL
Tegyiik fel, hogy = tiszta. Ekkor z halmaz (tehat # *V') és «
minden eleme tiszta.

Bizonyitds: Jeloljiik G-vel [ : « halmaz &Vz(z € yDz halmaz &
z tiszta)]-t. Mutassuk meg, hogy G zart. Tegyiik fel, hogy Ay,
tovabbd Vz(z € y D Gz). Ekkor Gy; ugyanis tegytik fel, hogy
y nem halmaz; ekkor, mivel Ay, ezérty = *V,y € y, és igy
Gy, tehat y halmaz. Tehdt y halmaz. Tegytik fel tovabba, hogy
z € y. Ekkor Gz, tehdt z halmaz. Megmutatjuk, hogy z tiszta.
Legyen F' zdrt és mutassuk meg, hogy Fz. Mivel Gz, Va(a €
z D atiszta ). Mivel z halmaz, Az. Az 1. tétel szerint ekkor z
tiszta. fgy Gy és ezért GG zart. Mivel r tiszta, ezért Gz, és igy
halmaz, és minden eleme tiszta. O

Az 1.és a 2. tételbdl kovetkezik, hogy x akkor és csak akkor
tiszta, ha 2 halmaz és £ minden eleme tiszta. *V' nem tiszta és
nem tiszta s*V, ss*V stb. sem.

Ha z és y tiszta és minden tiszta z halmazra akkor és csak
akkor z € z, ha z € y, akkor minden z re z € x akkor és csak
akkor, ha z € y, tehat az extenzionalitas miatt z = y. Vagyis
az extenzionalitds érvényes marad akkor is, ha megszoritjuk
tiszta halmazokra, és ugyanez all a részhalmaz-axiomara és az
adjunkciédra is.

Mivel a tiszta halmazok minden eleme tiszta, belathato,
hogy fenndll egy tiszta halmazok felett értelmezett indukciés
elv:

Jz(z tiszta & Gx) D Jx(z tiszta & Gz & Vy(y € z D ~ Gy)).

Bizonyitas: HaVaVy((y € x D Fy) D Fx), akkor F biztosan zart
és igy Va(z tiszta D Fz). Kovetkezésképp ha valamely z-re z
tiszta és Gz, akkor valamely z-re z tiszta és (z tiszta és G'z), igy
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~(x tiszta és G'z)-et helyettesitve F'z helyére azt kapjuk, hogy
valamely z-re z tiszta, Gx és Vy(y € x D ~(x tiszta & Gy)).
Mivel z minden eleme tiszta, Vy(y € x D ~ Gy). O

A regularitds tehat (még sémaként is) fennall, ha megszo-
ritjuk tiszta halmazokra. s*V' ellenpélda a nem megszoritott
regularitisra, amely azt allitja, hogy tetszdleges nem {ires z
halmaz tartalmaz olyan elemet, amelynek nincs k6zos eleme
z-szel.

A megszoritott regularitasi elvbol kovetkezik, hogy egyet-
len tiszta halmaz sem eleme O6nmaganak; kiilonben lenne
olyan tiszta halmaz, amely eleme énmagdnak, de nincs olyan
eleme, amely eleme 6nmaganak.

Nevezziik z-et tranzitivnak, ha = elemeinek minden eleme
z-nek is eleme: VaVy(z € y € © D z € x). Mondjuk tovabba
azt, hogy = rendszam, ha z tiszta, tranzitiv és minden eleme is
tranzitiv.

3. TETEL
Tegyiik fel, hogy x rendszdm, és hogy y € x. Ekkor y is rendszdm.

Bizonyitds: Mivel z tiszta, y is tiszta. Mivel z minden eleme
tranzitiv, y is tranzitiv. Ha z € y, akkor z tranzitivitisa miatt
z € x és igy z tranzitiv. [gy y minden eleme tranzitiv. O

Mivel a rendszamoknak csak rendszamok az elemei, ezért
a tiszta halmazokon értelmezett indukciés elvb6l kovetkezik
egy rendszamok felett értelmezett indukcios elv:

Jz(z rendszam & Gx) D Jz(z rendszam & Gz & Vy(y € D
~Gy)).

A szokasos kettds indukci6 segitségével megmutathato, hogy
€ a rendszamokon 0sszefliggd; mivel a rendszamok tranziti-
vak, € is tranzitiv a rendszamokon. Mivel € a rendszamokon
irreflexiv is, € szigoru értelemben jolrendezi rendszamokat.
Most felhasznaljuk azt az érvelést, amely a Burali-Forti-
paradoxonhoz vezet.
Legyen Rsz az a fogalom, hogy [y : y rendszam].

4. TETEL
Rsz nem kicsi.

240



Bizonyitds: Tegylik fel a tétel ellenkez&jét. Legyen 2 = *Rsz.
Ekkor z halmaz és igy minden y-ra y € x akkor és csak akkor,
ha y rendszam. Tehat x minden eleme tiszta és Az; az 1. tétel
szerint x tiszta. Ha z € y € z akkor y rendszam, z is rend-
szam és igy z € z, tehat z tranzitiv. Tovabba ha y € z, akkor
y rendszam, és y tranzitiv. [gy = minden eleme tranzitiv. Eb-
bél kovetkezik, hogy « rendszam, és igy « € , ami lehetetlen,
hiszen z tiszta. O

Mivel Rsz nem kicsi, van olyan R, hogy R : V = Rsz.

Es mivel a rendszamokat € jolrendezi, a globalis kivélasztasi
axioma kozvetlentil adodik (Neumann). A szokasos kivalasz-
tasi axioma (lokalis kivalasztasi axiéma) kiilonféle valtozatai
kovetkeznek a globalisbdl és a részhalmaz-axiomabél, éppen
gy, ahogyan a tiszta halmazokra valé megszoritasuk is.

A helyettesitési axioma, valamint a megszoritasa szintén
kozvetleniil adédik. Legyen w halmaz, F' pedig fiiggvény. Te-
gyiik fel, hogy R : V % [z : Jy(y € w&Fyz)]. A (lokalis) kiva-

lasztasi axioma szerint van olyan S, hogy S : V - ly:y€ew),

ami lehetetlen, mivel w halmaz. Igy [z : 3y(y € w& Fyz)] kicsi.
Legyen z = *[z : Jy(y € w & Fyz)]. Ekkor Vz(z € z = Jy(y €
w & Fyz)).

Lévy meglepd bizonyitasa, hogy az tinidaxiéma felesleges a
halmazelmélet Neumann-féle rendszerében most is alkalmaz-
hat6 annak bizonyitasara, hogy az axiomanak a tiszta halma-
zokra valé megszoritasa FN egy tétele. Igy FN szerint tetsz6-
leges tiszta z halmazhoz van olyan tiszta halmaz, amely ép-
pen z elemeinek az elemeit tartalmazza. (A 2. tétel szerint egy
tiszta halmaz elemei is tisztak.) A bizonyitashoz emlékezziink
vissza arra, hogy FNN-ben bizonyitani lehet a Neumann-kovetd
létezését; a bizonyitas hatralevé része ugyantgy megy, mint
Lévy elébb idézett cikkében.

Osszegzésképpen hasonlitsuk ¢ssze az iterativ felfogdst és
FN-t abban a tekintetben, hogy miként viszonyulnak a hal-
mazelmélet axiémaihoz és axiomasémaihoz.

Extenzionalitds: Nyilvanvalo, de érveink szerint nem az iterativ
felfogds teszi azza. FN-nek kozvetlen kbvetkezménye.
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Ures halmaz: Az iterativ felfogés szerint evidens. FN-nek koz-
vetlen kovetkezménye.

Pdraxioma: Az iterativ felfogas szerint evidens. FN-nek kozvet-
len kovetkezménye.

Regularitds: Az iterativ felfogas szerint evidens. (Nem evidens
azonban az, hogy a regularitas levezethetd az iterativ fel-
fogas fent megadott, gyengének tiind S axiomatizalasabdl.)
A regularitas megszoritdsok nélkiil FN-ben cafolhaté (s*V-
vel); a ‘tiszta’ predikatum induktiv jellegének koszonhet6en
azonban FN-ben a regularitds egy megszoritott valtozata le-
vezethetd.

Kivilasztdsi axioma: Evidens, de nem az iterativ felfogas te-
szi azza. Az, hogy a globalis kivalasztasi axioma FN-ben
levezethets, nem meglepd, ha tekintetbe vessziik, hogy az
FN mogott meghtizodé egyik f6 megfontolas az volt, hogy
azoknak a dolgoknak, amelyek nem alkotnak halmazt csak
egyféle ,méretiik” lehet, valamint hogy a rendszamok jol-
rendezettek és az 6sszességiik nem alkot halmazt.

Helyettesités: Nem evidens az iterativ felfogas szerint. FIN-ben
a kivalasztasi axiomabdl konnyen levezethetd.

Részhalmaz-axioma: Az iterativ felfogas szerint evidens.
A helyettesitésnek egyszerti logikai kovetkezménye.

Unidaxiéma: Az iterativ felfogés szerint evidens. Megszorité-
sok nélkiili valtozata cafolhaté FN-ben (s*V-vel); meglepd
és mélyértelmii eredmény, hogy az tinidaxioma megszori-
tott formdja FIN-ben bizonyithato.

Végtelenség: Az iterativ felfogas szerint evidens. Még csak nem
is tétele FN hatvanyhalmaz-axiomaval kiegészitett véaltoza-
tanak (a fentebb megadott A/ modellben a hatvanyhalmaz-
axiéma igaz, de a végtelenségi hamis). Ahhoz, hogy meg-
kapjuk a végtelenségi axiomat, ad hoc médon ki kell egészi-
tentink FN-t egy kicsiségi elvvel: azzal, hogy N kicsi.

Hatvinyhalmaz: Az iterativ felfogas szerint evidens. Még csak
nem is tétele FIN végtelenségi axiomaval kiegészitett valto-
zatanak (ahogyan azt az 6roklédéen megszamlalhat6 hal-
mazok halmazaval tigyeskedve egy keveset meg lehet mu-
tatni.) Megkaphatjuk a hatvanyhalmaz-axiomat gy is, hogy
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az el6bbihez hasonléan egy kicsiségi elvet csatolunk FN-

hez: F kicsi D [*G : Vz(Gz D Fz)] kicsi.
Tehat FN az iterativ felfogastdl teljesen kiilonbozd képet fog-
lal magaban a halmazokrdl. Mindkét nézet képes szamot adni
a halmazelmélet tekintélyes részérél, am ugyanakkor mind-
kettd figyelmen kiviil hagy egy jelentds részt. Az egyik ta-
nulsdg mindebbdl, hogy helytelen azt gondolni, hogy a halmaz-
elmélet egésze, vagyis ZF a kivalasztasi axiomaval egyiitt ko-
vetkezik az iterativ felfogdsbol. Azok az axiomak, amelyek nem
kovetkezményei ennek az elképzelésnek a halmazelmélet bar-
mely ésszer(i tovabbfejlesztésének nélkiilozhetetlen kellékei (a
kivélasztasi axiéma nélkiil a szamossagok elmélete toredékes
lenne), és van egy olyan alternativ elmélet, amelynek ezek az
axiomdk kovetkezményei (amelyekbdl azonban ZF' két fontos
axiémaja nem kovetkezik). Mindebbdl talan azt a kovetkezte-
tést kell levonnunk, hogy a halmazelmélet axiémarendszere
mogott legalabb kétféle elgondolas hizodik meg.

FUGGELEK

Paraxioma: VzVw3zVy(y € z = (y = zV y = w)). All miatt
van olyan s €s t, hogy zF's és wFt. Net szerint valamely r-
res < rést < r.lgy zBr és wBr. Am ekkor Spec miatt
JzVy(y €z = ((y = 2 Vy = w) & yBr)).

Unié: Vz3aVy(y € z = Jw(y € w & w € 2)). All miatt va-
lamely r-re zFr. Ha w € z, akkor When-nel azt kapjuk,
hogy valamely s-re s < r és wFs. Hay € w akkor is-
mét csak When-nel valamely t-re t < s és yF't, és Tra ré-
vén t < r, amibdl yBr adodik. Ekkor azonban Spec miatt
JaVy(y € x = Bw(y € w & w € z) & yBr)).

Hatvinyhalmaz: Vz3zVy(y € z = Yw(w € y Dw € 2)). All
miatt valamely s-re zF's. When-nel Vz(Vw(w € y Dw € 2) D
yFs)-t kapjuk. Net szerint van olyan r, amelyre s < r. Igy ha
Vw(w € y Dw € z), akkor yBr. De Spec-cel JaVy(y € = =
(Vw(w € y Dw € z) & yBr))-t kapjuk.

Részhalmaz-axioma: Vz3zVy(y € z = (y € z & A(y))). All miatt
valamely s-re zF's. Hay € z, akkor When miattyBs. De Spec-
bol FzVy(y € z = ((y € z & A(y)) & yBs)) kovetkezik.
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Ures halmaz: 32Vy(y ¢ x). Ez kovetkezik az részhalmaz-
axiémabdl, ha A(y) szerepébeny # y-t vessziik. (Ugy tekint-
juk, hogy a logikabdl kovetkezben Jz(z = x) és Is(s = s) is
fennall).

y iires halmaz, haVz(z ¢ z).

z kovetdje y-nak, haVw(w € z = (w € y Vw =y)).

Végtelenségi axioma: x(3y(y € x & y lires halmaz ) & Vy(y €
xz D Jz(z € z & z kovetdje )y-nak)). Az lireshalmaz-axioma
miatt az iires halmaz létezik. A paraxioma és az (inié miatt
minden halmaznak van kévet6je. When miatt minden tires
halmazt minden lépésben képeziink. When és Tra miatt ha
yFt, t < s, és z egy kovetdje y-nak, akkor zF's. (Tegyiik fel,
hogy yFtést < s. Haw € y, akkor When miatt van olyan u,
hogy u < t és wFu. Tra révén u < s. Ha pedig w = y, akkor
t < s és wFt. Ekkor When miatt zF's.) Inf szerint valamely
r-hez Jt(t < r) ésVi(t < r D 3Is(t < s& s < r)). Spec miatt
JzVy(y € z = yBr) és ezzel készen vagyunk.

Forditotta Komorjai Ldszlo
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