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1. Bevezeb kérdések

1. Miaval6szinlisége, hogy éjszaka almombdl felriadva a nagymutat6 az 6ralap képzeletididieiggzépvo-
nalahoz képest jobbra van? Es annak a valésziniisége, hogy a kériv 5-0s és 6-0s szémjeq&; kégén van?

Megoldas: Az elst kérdésre a valasz trividlisarA masodikra sem nehéz meggondolni, hagy

2. A mozigép egy film kézepén elromlott, és szerencsétlen mddon a szalagtovabbité elszakitotta a filmszalagot (a
szakadas méteges lett a szalag haladasi iranyara). Egy képka@6kam hosszu és a képkockak kdzdthm-
es felhasznalatlan csik van. Mi a valoszinlisége, hogy a masina egy képkockaba szakitott bele?
Megoldas: "j6 eset/6sszes esefs

3. Legyen X egy egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozeé, &z intervallumon.

a) P(X <uz)="

Megoldas:

0 haz < a
F(z)=4 =% haxca,b]
hax > b

—_

b) P(X€(z1,22)) _9

T2—T1

Megoldas: Haz1, x> € [a, b], akkor ez a slirlisségfiiggvénnyel egyezik meg, igy az éptéke:

2. Folytonos egyenletes eloszlas

Ha egy véges intervallumra ugy dobunk egy pontot, hogy a pont az intervallum barmely részintervallumara annak
hosszéaval ardnyos val6szinuséggel essen, akkor a pont koordinataja egyenletes eloszlasu az adott intervallumon. Ha
ésb ennek a véges intervallumunk két végpontja, akkor az elosz(ash)-vel jeldljik. Annak a valészinlisage, hogy

egy E(a.b) eloszlasu véletlen szam egyhosszisagu szakaszba essen (a fentiek ala@j@p.):

az eseménynek megfebehalmaz hossza
az egész eseménytér hossza

val6szinliség=

Hasonlo elgondolas alapjan ha egy pont egy véges teriilet(i siktartomany barmely részére a kivalasztott rész teri-
letével aranyos valdszinliséggel esik, akkor a pont helyének eloszlasa egyeneletes eloszlasi az adott siktartomanyon.

az eseménynek megfebehalmaz teriilete
az egész eseménytér terilete

valoszinliség-



Véges térfogatl térrészen értelmezett egyenletes eloszlas esetén:

az eseménynek megfebehalmaz térfogata

valoszinlisé ~ ———
g az egész eseménytér térfogata

Feladatok:

4. Egy szabalyos haromszdgbe kort rajzolunk, mely érinti a haromszdg oldalait. A haromszdg belsejében egyene-
letes eloszlas szerint valasztunk egy pontot. Mi a valészinlisége, hogy a pont a kdr belsejébe esik?

Megoldas: Legyen a haromszdg oldala egységnyi, ekkor a terilgte: @. A haromszdg magassage:. =
@, a beirhat6é kor sugara pedig ennek az egyharmada,rigy %. Ebbdl a kor teriletedy, = r’m =

N sszintisele — 12 —
(*F)*m = 5. Igy a keresett val6szinliség = 12 = 7.

{5k

5. Egy korbe szabalyos hatszdget rajzolunk. Mi a valészinlisége, hogy a kérben egyenletesen valasztott pont a
hatszégben is benne van?

Megoldas: Legyen a hatszdg oldala egységnyi, ekkor a teriilete(6 szabalyos haromszoghpl-ally: - %.

A Kkorulirt kor sugara szintén egységnyi, azaz= 1. Ebbdl a kor terlleteT, = r2r = . Igy a keresett
6v3
valészinliségrt = —— = 3v3,

™ 27

6. Miavalbdszinlisége, hogy a (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) pontok altal meghatarozott négyzetben egyenletesen valasz-
tott pont koordinatai kozl

a) az el koordinata legfeljebb kétszerese a masiknak?

Megoldas: A feltételek szerint < 2y. igy a j0 terilet a négyzey = % egyenes feletti része. Ennek
terlileteT = 2. Mivel a négyzet tertilete egységnyi, Ry= 7 = 3.

b) az el koordinata négyzete kisebb a masodik koordinatatol?
Megoldas: A feltételek szerink? < 4. igy a j6 teriilet a négyzej = =2 parabola feletti része. En-
1
nek teriilete integralszamitassal kaphdté- 1 — [ t?dt = 1— % = % Mivel a négyzet teriilete egységnyi,
0
igyP =T = 2.

7. Egy véletlen téglalapot gy szerkesztiink, hogy mindkét oldalanak hosszat egymastdl fuggetlentl 0 és 1 kozott
egyenletes eloszlas szerint valasztjuk. Mi a valoszinlisége annak, hogy a téglalap kerulete nagyobb 2 hosszegy-
ségnél, és a teriilete kiseBtteriiletegységnél?

Megoldas: A feltételek szerink = 2z + 2y > 2 ésT = zy < 1. Azazy > 1 —z ésy < L, tehat a

keresett terlilet az egyenes feletti és a hiperbola alatti rész. Ennek komplementerének tertletét szamolom ki: Az

1
egyenes alatti rés#; = 1 teriileti haromszog. A hiperbola feletti ré§s:= [1— Ldz =3 — 1 -In4.igya
1

4
keresett valészinlisé =1 —-T; —To =1—4 — (3 — 1 -In4) = 7 -Ind — 1.

8. Mi aval6szinlisége, hogy hg@ 1) intervallumon kivalasztunk

a) 2 pontot egyenletes eloszlassal, akkor az elhelyezkedésiik szerint a kisebbik pont-Hig&bb

Megoldas: "Komplementer-médszerrel": Ennek az eseménynek a komplementere az, hogy mindkét pont
nagyobb x-nél, azaz 4z, 1] intervallumba esik. Ennek hossza 1-x, iy= 1 — (1 — z)?.

b) 3 pontot egyenletes eloszlassal, akkor az elhelyezkedésiik szerint a kisebbik pontkigdbb

Megoldas: Hasonloképp? = 1 — (1 — z)3.
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10.

11.

12.

c) 3 pontot egyenletes eloszlassal, akkor az elhelyezkedésiik szerint a nagyobb pont-kiékbb

Megoldas: Ha a legnagyobb kisebb x-nél, ez ekvivalens azzal, hogy az 6sszes kisebb x#ét, idy:
d) 3 pontot egyenletes eloszlassal, akkor az elhelyezkedésiik szerint a masodik legkisebb pontridésebb

Megoldas: Alapvetfen két eset lehetséges: mindhdrom pont kisebb x-nél, vagy kettd kisebb és egy na-
gyobb(ebben az esetben szamit, hogy melyik a nagyobb). Ennek megfeleléen a valosziniiség:
P=2*+3 2%(1-x).

Buffon-féle tliproblémaEgy nagy papirlapra 4 cm-enként parhuzamos vonalakat hiizunk, majd egy 2 cm hosszU
tt magasrol a papirra ejtiink. Mi a valészinlisége, hogy a t(i vonalra esik?
Megoldas: A paraméterezés torténjen a tli kzéppontjanak tavolsdga az egyik egyenestbl(y), illetve az egyenessel
bezart szdg(). Kinnyen atgondohatd, hogy akkor metszi a tli az egyenegtshdn(«), vagyy > 4 — sin(a).
(It0 <y <4és0 <o <) AjoteriletT) =2 [sin(z)de = 2-2 = 4. Az egész eseménytér teriilete

0

Ty =dm igyP =1 = & =

A=

Mi a valésziniisége, hogy 3 fiiggetlgh 1)-en valasztott pont kozil pontosan 1-1 essei0.d), (3, 2), és
(2,1) intervallumba?

Megoldas: Annak valészinlisége, hogy a megfelel6 intervallumokba essenek a @ﬁt(ﬂ'&zt meg kell szoroz-
ni a lehetséggel sorrendekkel(permutacio), igy= 3! - (3)° = 2 = £
0 és 1 kozott két szamot valasztunk egymastol foggetlendl, egyenletes eloszlas szerint.

a) Miavalészinlisége annak, hogy a két szam kilénbségének abszolut értéke kisebb, mint a kisebbik szam?

Megoldas: Tegyuk fel, hogy y>x. Ekkpr — y| = y — 2 < min{z,y} = =z, ebbbly < 2z. Hasonl6-
képp(szimmetriaokokbdl), ha x>y, akkpr> 1z adédik. igy a keresett valdszinliség= 3.

b) A két szam harom darabra vagjalal] intervallumot. Mi valészinlisége annak, hogy a harom részinter-
vallumbél haromszoget lehet 6sszerakni?

Megoldas: Nyilvan akkor alkot haromszdget, ha teljeseliinek a haromszégegyenlétlenségek. Legyen a két
véletlenszam x és y Ggy, hogy x<y. Ekkor az alabbiaknak kell teljesiilaid — 2,y > 1,y —z < 1.

Azazx < % y>iy<a+t % Ez egy 1/8 teriletli haromszdget alkot. Szimmetriaokok miatt x>y-ra is
ugyanez adodik, gy = 1.

Egy egységnyi oldali négyzet két atellenes oldalan egy-egy pontot valasztunk egymastdl fiiggetlenil, egyenle-
tes eloszlas szerint. Mi a val6szinisége annak, hogy a két pont tavolsaga kisebb(imint: < /2)?

Megoldas: Legyen a két atellenes oldalon felvett véletlen eloszlas érték@ x,yx(y < 1). Vegyik a szo-
kasos négyzetes abrazolasi médot. Pitagorasz tételébdl=héb — a|, akkord? + 1 < z2-nek kell teljestilnie,
azazd < v/z? — 1. Azaz a megfelel6 terlilet az y>x-d és az y<x+d altal kimetszett teriilete a négyzetnek. Ez
pediggP=T=1-(1-d)?=1-1+2d—d*=2d—d*> =2v22 —1+1— 2%
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Vélasszunk db pontot a (0,1) intervallumon egymastél figgetlenil, egyenként egyenletes eloszlas szerint. Mi
a valoszinlisége, hogy az elhelyezkedésiik szerihedik kisebhr-nél?

Egy kérbe szabalyos haromszdget rajzolunk. A kdrlapon egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy pontot. Mi
a valoszinlisége annak, hogy a pont a haromszdg belsejébe esik?

A (0,1) intervallumban egyeneletes eloszlas szerint valasztunk egy szamot. Mi a valdsziniisége, hogy olyan
szamot valasztunk, amelynek végtelen decimalis kifejtése nem tartalmaz egyes szamjegyet?

Egy hossz(, magas kerités egymasttiavolsagra leszirt) atménji figgdleges rudakbdl all. Egy atménji

labdat elég mess4l, csukott szemmel a kerités felé dobunk. A labda vagy né#ikitvalamelyik radnak, vagy

érintés nélkil atrepul kdzottik. Mi a valdészinlisége annak, hogy a labda a rudak érintése nélkiil atrepil a rudak
kozott?

Egy ropit két egymastdl fliggetlenil, egyenletes eloszlas szerint valasztott helyen eltériink. Mi a valészinlisége,
hogy a kézéps darab hosszabb a ropi felénél?

Altalanos Buffon-féle tliproblém&gy nagy papirlaprd cm-enként parhuzamos vonalakat hiizunk, maj&gy
cm hossz( tit magasrél a papirra ejtiink. Mi a valészinlisége, hogy a tii vonalra esik?

Egy papirra 4 cm-enkét fugkeges és vizszintes vonalakat huzunk, akkor mennyi a valészinilisége, hogy a 2 cm
hosszu ti

a) legalabb 1 vonalra esik?
b) pontosan 1 vonalra esik?

Egy piros, egy fehér és egy zdld pontot tesziftk & intervallumra egymastal fliggetlenl, kilén-kildn egyen-
letes eloszlas szerint. Mi a valészinlisége annak, hogy a piros és a z6ld pont koz6étti tAvolsag Ieg,féljae@b
fehér pont a piros és a zold kdzé kerul?

Bertrand-paradoxonEgyezziink meg abban, hogy a kor egy hurjat "hosszinak" nevezziik, ha a hirhoz tartozé
kdzépponti szog 120 foknal nagyobb, vagyis a har hosszabb, mint a kérbe rajzolhat®elgis@alharomszog
oldalanak a hossza. Egységsugari kor esetén ez annyit jelent, hogy a hir hosszakly eggség. Mi a
valoszinlisége annak, hogy a koér harjai kéziil véletlenszer(ien valasztva hosszu hdr adédik, ha a véletlenszer(
vélasztas az alabbi modszerek egyikét jelenti?

a) A kor egyik atmébjét véletlenszeriien kivalasztjuk gy, hogy az afiriéinyat kijelob sz6g egyenletes
eloszlasu legyef és2m kdzott, majd pedig a kivalasztott atndéregyenletes eloszlas szerint valasztunk
egy pontot. Azt a hart tekintjik, mely &tmegy ezen a ponton, é$leges az atmére.

b) A kor keriletén egymastol fliggetlenul két pontot valasztunk egyenletes eloszlas szerint, és tekintjik a két
pont altal meghatarozott hart.

c) A korlapon egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy pontot, és tekintjiik azt a hirt, aminek ez a pont a
felezbpontja.



