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1. Altalanos regresszié

Adott (X,Y") kétdimenziés valdsziniiségi véltozo az egyiittes eloszldsdval (példdul folytonos esetben siirtiségfiiggvé-
nyével). X -et megfigyelve Y-t szeretnénk kozeliteni egy k(X) alaku tippeld fiiggvénnyel. A kozelités azt jelenti, hogy
az elkovetett (Y — k(X))? négyzetes hiba dtlagét szeretnénk minimalizalni. Pontosabban azt a k fiiggvényt keressiik,
amire

E((Y = k(X))?)
minimadlis. Az 6ran tanult tétel kimondja, hogy ebben az esetben a megoldas a feltételes varhat6 érték:
k(z)=E(Y | X = x).

Ha pedig az elkdvetett abszolit hibét, azaz F(|Y — k(X)|) -t szeretnénk minimalizélni, akkor a lehets legjobb tippelés

v

az 'Y feltételes medidnja. A feltételes sfirliségfiiggvény

fx,y)
)= T o
f2‘1(y| ) f_oo f(l','l})dv
amelynek az els6 esetben a vérhat6 értékét kell kiszdmolni, a masodik esetben a feltételes eloszlasfiiggvényt (Fy (y|z) =
ﬁ’oo f211(v]z)dv) kell 1-del egyenl§vé tenni és beldle y-t mint z fiiggvényét kifejezni.

Feladatok:

1. A Duna holnaputdni budapesti vizallasat akarjuk becsiilni a mai bécsi vizallasbol. Bar a két vizallas kozt szoros
kapcsolat van, azért pontosan nem lehet megmondani a vizallast, mindkettSt egy-egy valdszintiségi valtozo irja
le. Tegyiik fel, hogy mindkét vizallast egy 0 és 1 kozti szdmmal tudunk jellemezni, melynek legyen az egyiittes
eloszlasfiiggvénye
f@,y)=2(x+(y—1)?)ahol0 <z <1és0<y<L.

a) Hatdrozzuk meg a budapesti vizallds eloszldsat a bécsi ismeretében, azaz mi a feltételes stirliségfiiggvény?

b) Mi annak a valészintisége, hogy budapesten alacsonynak nevezhet$ (azaz 0 és 1/2 koz¢€ esik) a vizéllds,
ha Bécsben x volt? (Mennyi ez = 1/3-ra?)

¢) ha mar ismerjiik a bécsi vizallast, mire tippeliink a budapestire, ha a lehet6 legkisebb négyzetes hibat
akarjuk elkdvetni?

d) és ha az abszolut hibat akarjuk minimalizalni?
2. X = RND1,Y = RND1 x RN D2 eloszis esetén lttuk, hogy az egyiittes stirtiségfiiggvény f(x,y) = 1/z,

ha 0 < y < z < 1 hdromszogon vagyunk. Mi a regresszids gorbe, ha az abszoliit hibat, illetve ha a négyzetes
hibét szeretnénk minimaliz4lni?

3. Azegységkoron vilasztunk egyenletes eloszlés szerint egy (X, Y") pontot. Az X koordinata ismeretében hogyan
kozelitené |Y'|-t, feltéve, hogy a hiba abszoliitértéknégyzetét szertné minimalizdlni?




4. Tobbpartrendszer eseten az egyes partokra leadott szavazatok szdzalékos ardnya valészindségi valtoz6. A Zoldek
az Osszes szavazatok X, a Demokratdk az 9sszes szavazatok Y hdnyadat kapjék, egyiittes eloszlasuk h(z,y) =
24xy,hal0 <z, 0 <y, x +y < 1.

Ha a Demokratdk az dsszes szavazatok 40%-at kaptak, mire tippeliink, mennyit kaptak a zoldek?

2. Linearis regresszio

A gyakorlatban gyakran nem tudjuk az egyiittes siiriségfiiggvényt meghatdrozni. Ilyenkor konnyebb lehet a varhaté
értéket, a szordst, a kovariancidt kiszdmolni. Ezek segitségével mar meg tudjuk mondani, hogy melyik az a linedris
fliggvény, amivel tippelve a hiba négyzetének a varhat6 éréke a legkisebb.

- B) = 5 - BX))
Ez egy kicsit masképp:
y—EY) _ z — B(X)
sy - REY)—

ahol R(X,Y) = % az X és a'Y korreldci6s egyiitthat6. Ha |R(X,Y")| = 1, akkor a két valésziniiségi viltozé
kozt linedris fliggés van, ha 0, akkor nincs fiiggés (azaz a két val6szintiségi valtozé fiiggetlen, errdl még lesz sz6).

A kovariancia definiciéja:

cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))
Kibontva a zardjeleket:
cov(X,Y)=E(XY)-EX)EY)

A kovariancia métrixban az 7. oszlop j. sordban az i. és a j. valdszintiségi valtoz6 kovariancidja 4ll, vagyis ez egy szim-
metrikus matrix, melynek féatléjaban pedig épp a szérasnégyzetek helyezkednek el, azaz két valdszintiségi valtozora
ez igy néz ki:

o2(X) cov(X,Y)
(cov(X,Y) UZ(Y))

Feladatok:

5. Egy kétdimenzids valészinfiségi véltozé stiriségfiiggvénye tzy (0 < z < 2,z < y < 2x). Milyen k(y)

fiiggvénnyel érdemes a masodik koordindtabdl az elsét tippelni, ha az a célunk, hogy a tippelésnél elkovetett
hiba négyzetének adtlagos értéke sok kisérlet esetén minél kisebb legyen,

a) ha feltessziik, hogy k(y) linedris,
b) ha k(y) tetsz8leges valds lehet?
6.* Ugyanaz a probléma, mint az el6z6 feladatban, de most a tippeld fiiggvényiink csak c,/y alaku lehet?
Segitseg: itt a

2
m(e) = E((X —ev/Y)?) = B(X2) + @E(Y) - 2cE(XVY) = B(X?) + B(Y)(? - Zo/7)2 B
figgvényt kell minimalizélni, ahol ¢ valtozhat.

7. X és Y egyiittes siiriségfiiggvénye h(z,y) = 60xy%, ha0 < 2 < 1,0 < y < 1 — z. Hatdrozzuk meg a
kovariancidjukat!
Tegyiik fel, hogy a masodik koordinatat tudjuk megfigyelni és az els6t ezen megfigyelt adattdl fiiggben becsiiljiik
azx = %(1 — y) képlet alapjan. Van-e ennél jobb médszer, ha négyzetes eltérés hibdjat akarjuk minimalizdlni?



10.

11.

12.%

13.

Az (X,Y) kovarianciamdtrixa (§ 3) Van-e linearis kapcsolat X és Y kozott?

Statisztikai adatok alapjdn annak a valészindsége, hogy ikersziiletéskor mindkét gyerek fid, 0.32, annak a val6-
szinfissge, hogy mindkét gyermek lany, 0.28. Annak a valdszintisége, hogy az els6 iker fid és a masodik lany
ugyanannyi, mint forditva. Jelolje X illetve Y az elsd, illetve a masodik gyerek nemét, legyen a felvett ertékiik
fid esten 1, lany esetén 0. Szdmitsuk ki az X és a Y korreldcids egyiitthatdjat! Hogyan tippelnénk Y ismeretében
X -re linedris fiiggvénnyel, ha a tippeles atlagos hibajat akarjuk minimalizalni?

Legyen (X,Y) egyenletes eloszlast a (0,0), (1,0), (0, 2) pontok altal meghatdrozott haromszogon. Szamitsuk
ki Y-nak X -ra vonatkoz6 regresszids fiiggvényét!

Statisztikai adatok alapjan annak a val6szintisége, hogy ikersziiletéskor mindkét gyerek fid, 0.32, annak a valé-
szinfissge, hogy mindkét gyermek lany, 0.28. Annak a valdszinfisége, hogy az els6 iker fid és a masodik lany
ugyanannyi, mint forditva. Jelolje X illetve Y az elsd, illetve a masodik gyerek nemét, legyen a felvett ertékiik
fid esten 1, lany esetén 0. Szamitsuk ki az X és a Y korreldcids egyiitthatéjat! Hogyan tippelnénk Y ismeretében
X -re linedris fiiggvénnyel, ha a tippeles atlagos hibajat akarjuk minimalizalni?

Legyenek X és Y két véges szorasu valdszintiségi vdltozd. Legyen A = X + Y, B = X — Y Bizonyitsa be,
hogyha tudjuk, hogy B-nek A-ra vonatkozd regressziés egyenese konstans, akkor a X és Y szdrasa egyenl§!

Magyarorszagon a 18 év feletti férfiak testmagassdganak atlagos érteke 178 cm, szérdsa 10 cm. nSknel ugyan-
ezek az adatok:166 cm, és 8 cm. Focimeccseken a drukkerek 10%-a nd, a tobbiek férfiak. Mindkét nem testma-
gassaganak eloszlasat normalis eloszlastunak véve:

a) Mi annak a val6szinfisége, hogy egy 170 cm-nel alacsonyabb szurkolé n6?

b) Adja meg x fiiggvényében annak a valdsziniliségét, hogy egy x cm magas drukker férfi!

¢) Hogyan tippeljunk a szurkoldk testmagassdgdbdl a nemiikre, ha a celunk az, hogy a lehet legnagyobb
valdszinliséggel helyesen tippeljiink?



