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Bevezetés

Ebben a miiben a BME mérnokoktatasaban frissen bevezetett ,Matematika A1l Ana-
lizis” nevid targy részletes gyakorlati tematikdjara teszek javaslatot. Kzt a javaslatot
elsGsorban vitaanyagnak szdnom, mivel agy gondolom, a mérnokhallgatok matematika-
oktatasa megérett egy alapos, 6ssznépi atgondolésra.

A matematika targyak tényleges tartalma hagyomanyosan nagyon erdsen tanszék-
fiiggs. Az elmilt évtizedeket a megvaltozott koriilmények dacara dontSen tuléltek a
régi tematikak. A megvaltozott kortilményeket — elsGsorban a hallgatoi 1étszam dramai
emelkedését, és az ezzel jard elkeriilhetetlen szinvonalcstkkenést — leginkadbb csak a sza-
monkérések szintje kiovette, az is csak részben. Az u.n. Egységes Matematikaoktatas
bevezetése ugyan papiron atjarhatéova tette sok mérnok szak kurzusait, a gyakorlatban
viszont a targyak logikai egymasra épiilése csak tanszéken beliil valosul meg (jo esetben).

A hallgatosag Osszetételének megvaltozasat az igények megvéltozéasa is kovette. Ma,
ugy érzem, a hallgatosag sokkal kisebb részének van igénye (és sziiksége) magas (vagy akar
kozepes) szintl absztrakciora. Cserébe nagy az igény a mar meglévs ismeretek rendszeres
hivatkozéasara és frissitésére, rendzserbe foglalasara: sok fejben nem all 6ssze magatol a
rendszer.

Az elmult évben az 0j ,A1” targy meghirdetése egyrészt nagyon késén tortént, masrészt
nagyon koran. Késén, mert az utols6 utani pillanatban egy 1j tematika és szabalyrendszer
bevezetésének nincs realitdsa. Masrészt nagyon koran, mert a hivatalos tananyagnak
kinevezett ,,Thomas’ Calculus” konyv (Addison Wesley 2004) nem csak hogy nem létezett
magyar forditasban, de nem is olvasta szinte senki. Az konyv tartalmaval kapcsolatos
problémék megoldasat megel6zte a dontés.

Igy az ,A1” targy sziiletését gyakorlatilag valtozas nélkiil élték tul a régi ,B1” temati-
kak. Sajnos egyel6re kimaradt a nagy lehetGség a sziikséges véltozasokban vald megegye-
zésre és ezek megvalositasara. Ennek ellenére ugy vélem, hogy az dtgondolt valtoztatasra
sziikség van: tobbet ki lehetne hozni a helyzet adta lehet&ségekbdl, mint amit ma kiho-
zunk.

A tematika OsszeallitAsanak szempontjai

Az 4j tematika Osszeallitdasanal legalabb harom f6 szempontot figyelembe kell venni:
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e a targy akkreditacidjaban lévé hivatalos tematikat
e a hivatalos tananyagként definialt Thomas konyv anyagat
e a rendszerben 1év6 igen nagy tehetetlenséget (vagy: lendiiletet).

Sajnos méar ez a harom szempont is paronként Osszeegyeztethetetlen, pedig j6 lenne figye-
lembe venni tovabbi szempontokat is:

e a mérnok oktatok elvarasait

e a hallgatok felkésziiltségét

e az idgkorlatot.
Az alabbiakban ezen hat szempont kozotti néhény ellentmondést emelek ki, és javaslatot
teszek a megkotendd kompromisszumra. A javaslat hangstlyozottan a gyakorlatok

tematikajara vonatkozik. Hogy az el6adasokba mi egyéb férhet még bele, arra nincs
ralatasom.

Referencia képpen alljon itt a targy hivatalos leirasa:

Sik- és térvektorok algebradja. Komplex szamok. Szamsorozatok.
Figgvényhatarérték, nevezetes hatarértékek. Folytonossag.
Differencidlszamitas: Derivalt, differencidlédsi szabalyok.
Elemi fiiggvények derivaltjai. Kozépértéktételek, L’Hospital
szabaly. Taylor-tétel. Fiiggvényvizsgalat: 1lokalis és
globalis szélsdértékek. Integralszamitds: Riemann integral
és tulajdonséagai, Newton-Leibniz formula, primitiv filiggvény
meghatarozasa, parcidlis és helyettesitéses integréalés.
Specialis integralok kiszamitdsa. Improprius integral. Az
integralszamitas alkalmazasai.

Néhany kiemelt probléma

els6 probléma: sorozatok hatarértéke

A hivatalos tematikaban — csaktgy, mint az oktatas hagyomanyaiban — el6keld helyen
szerepelnek a szamsorozatok és hatarértékiik. Ezzel szemben a Thomas konyv sorozatok-
kal sokaig nem foglalkozik. Rogton az elején fliggvény-hatarértéket targyal. A sorozat
hatarértéke a fiiggvény végtelenbeli hatarértékének specidlis esete, és csak joval késGbb
keriil els, amikor a fliggvénysorokhoz kell.

Ebben a kérdésben tidvosnek tartom a Thomas féle megkozelitést. A differencial és
integrélszamitéast fel lehet épiteni sorozatok nélkiil, a legtobb triikkkos hatéarértéket pedig
majd a L’Hospital szabély lelovi. Gyakorlati szempontbdl egyaltalan nem baj, ha néhany
fliggvény derivaltjanak mibenlétét elhinni kényszeriiliink — ez amigy is elkeriilhetetlen,
hiszen pl. a cos és sin fliggvényrsl a kovetkezs félév elejéig (hatvanysorok) nem fogjuk
pontosan tudni, hogy micsoda.

Ennek megfelelen a javasolt gyakorlati tematikaban sorozatok nem szerepelnek.
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masodik probléma: transzcendens fiiggvények

A Thomas koényv ugy csinalja végig a differencial- és integralszamitas felépitését, hogy
kozben exponencialis fiiggvényrdl és logaritmusrél nem esik sz6. Az In fiiggvényt mint az
% integraljat definidlja, az e®-et pedig mint ennek inverzét.

Mondanom sem kell, hogy ez teljesen Osszeegyeztethetetlen a magyar oktatas hagyo-
méanyaival. Maésfelsl ezt a mérndkoktatasban teljesen felesleges absztrakcionak tartom,
amikor rettentd indirekt modon vezetiink be valamit (a hatvanyozést), ami nagyon szem-
léletes. Véleményem szerint az e® definiciojaul egy félévre tokéletesen megfelel, hogy ,,A
27-r6l mindenki tudja, hogy micsoda (vagy azt hiszi, hogy tudja), az e meg ugyanolyan,
csak az e egy masik szam”. Ezen feliil az e” elhalasztésa a legfontosabb példatol fosztja
meg a differencialszamitast: az ehhez valé hozzészokast nem lehet elég koran kezdeni.

oriasi hibanak tartom, hogy magyarra forditasra nem a Thomas’ Calculus ,Early
Transcendentals” véltozata keriilt, ami éppen a fenti felismerés nyomén kezdettél beépiti
a targyaldsba a transzcendens fliggvényeket. Csak bizakodni tudok abban, hogy ez nem
azért tortént, mert a dontéshozok nem tudtak a masik valtozat 1étezésérdl.

Mindezek alapjan az e” és tarsai az elejétdl szerepelnek a javasolt gyakorlati temati-
kaban.

harmadik probléma: szekans és koszekans

A Thomas konyv az angolszdsz hagyoméanyoknak megfelelGen intenziven hasznélja
onall6 fiiggvényként a secx = —— és cscx = Siix fiiggvényeket, ezeket ugyanolyan ter-
meészetességgel (s6t, elGszeretettel) szerepelteti a képletekben, derivélja, integralja, mint a
szinuszt és koszinuszt. Ennek a szokasnak a megteremtését hazai palyan teljesen irreélis-
nak tartom: én magam egyéltalan nem tudok ezekkel a fiiggvényekkel banni, és ebbdl azt
gondolom, hogy sok mas oktatd sem :) — a hozzank keriils hallgatokrol nem is beszélve.
Nem hiszem, hogy a dolog megérné a faradsidgot — és féleg a gyakorlatbdl eltels értékes

perceket, igy a javasolt gyakorlati tematikaban szekans és koszekans nem szerepel.

negyedik probléma: komplex szamok és térgeometria

Ez a két témakor teljesen kilog a tematikdbol. Nem tudom, miért keriiltek bele.
Taldn mert annyira siirget6 a targyaldsuk a mérnoki alkalmazasok miatt, talan mert nem
sikeriilt nekik mas targyakban helyet talalni. Mindenesetre itt a levegében l6gnak: mind
komplexbdl, mind vektorokbol csak algebrat van esély csinalni, analizist nincs. A Thomas
kényvben ugyan mindketts szerepel, de a térgeometria csak a tobbvaltozos analizis el6tt,
a komplex szamok pedig csak fliggelékben.

Azt gondolom, hogy mindkettének a mésodik félévben lenne a helye: a komplex szé-
moknak a hatvanysorok és a Fourier-sorok kozott félaton, a térgeometrianak pedig a
linearis algebra elején. (A vektoriélis szorzat, ugye, determinans ...) Cserébe a hatvany-
sorokat hoznam el6re az els§ félévbe. Ekkora eltérést a hivatalos tematikatol azonban
javasolni se merek :(

Ennek megfelelGen a javasolt gyakorlati tematikiban mindkét témakorrel mostohén
banok: az utolsé két gyakorlatot kapték, aminek az anyaga alig szamonkérhets. (Pon-
tosabban: az anyag tobbi része kapta az el6kels helyeket.) Masfelsl ez a két anyagrész
barmikor barhové attehets, amikor az idé engedi.
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otodik probléma: paraméteres gorbék

A hagyoményok szerint a derivalas és integralas alkalmazasainal venni szokas para-
méteresen adott gorbék merdekségét, ivhosszat, s6t a helyvektor altal surolt teriiletet,
stb. Véleményem szerint ezek az alkalmazasok — bar kétségkiviil egyvaltozos fiiggvények
derivalasat és integralasat igénylik — nem az egyvaltozos analizis témakorébe tartoznak.
A Thomas konyv sem itt targyalja Gket, hanem kozvetleniil a tobbvaltozos analizis el6tt,
a lineéris algebrai bevezets utan. Tapasztalatom szerint ezek az alkalmazasok a hallgatok
tilnyomo részénél a (meg nem értett) kész képletbe vald behelyettesités begyakorlasat
jelentik, és szamonkérni is csak ezt tudjuk. Ezért azt javaslom: varjanak a paraméteres
gorbék akar a harmadik félévig is (a differencidlgeometriaig). Ha id6 kézben egy mérnok
oktatonak mégis sziiksége lenne ilyen alkalmazasra, hat 6 is felirhatja a képletet bizonyitéas
nélkiil.

Ennek szellemében a javasolt gyakorlati tematikdban paraméteres gorbék nem szere-
pelnek.

hatodik probléma: algebra, halmazelmélet, logika, stb

A hagyomany szerint az egyetemi matematika villamgyors ismétléssel kezdddik. Sze-
repelni szokott (tanszéktdl fliggden) halmazalgebra, allitasok tagadasa, teljes indukcio,
polinomok osztasa, szdmtani, mértani és harmonikus koézép, binomiélis egyiitthatok és
binomialis tétel, rekurzivan definialt sorozatok monotonitasa, és még sok minden érdekes
dolog. Tapasztalatom szerint ezeknek az anyagrészeknek a hasznosulasa rendkiviil kicsi,
rdadésul ezek donts része az anyag felépitéséhez nélkiilozhets. Természetesen egyikrdl sem
allitom (szinte), hogy nem hasznos és nem érdekes. Azt viszont allitom, hogy a gyakorla-
tokon ezeknél sokkal fontosabb dolgokra kell az id6. Igy a javasolt gyakorlati tematikabol
a felsoroltak mindegyike kimaradt. Véleményem szerint, ha az el6adénak ezen ismeretek
valamelyikére a logikus felépitéshez sziiksége van, akkor beszéljen rola elGadason.

hetedik probléma: a hallgaték felkésziiltsége és az idGkorlat

Az analizis nagyon sok, a kozépiskoldban szerzett elGismeretre épit. Sok hallgato-
nak ezek az elSismeretei (enyhén szolva) hidnyosak, igy elkeriilhetetlen néha az ismétlés.
Teljesen reménytelen azonban minden sziikséges ismeret atismétlése, ezért sokkal haszno-
sabbnak tartom a hallgatoknak nagyon vildgosan tudtara adni, hogy mire lesz sziikség.
Ehhez a tematikdban egy nulladik gyakorlat helyetti ,sziikséges elGismeretek” bekezdés
szerepel. Ezen feliil az els§ gyakorlat az altalam egyediili legfontosabbnak tartott fiigg-
vényfogalomrol, valamint fontos fiiggvények tulajdonsagairol szol. Ez mar csak azért is
kell, mert az els6 gyakorlatot sokszor nem el6zi meg el6adas, igy az analizishez nem lehet
hozzakezdeni.

A masodik gyakorlat viszont mar hatarérték, és az idébeosztasnal az volt a cél, hogy
az els6 ZH-n (kb. a hetedik héten) a derivilas az Gsszes alkalmazéséval szamonkeérhetd
legyen.

Az anyag 12 alkalomra van tervezve, tapasztalatom szerint max. ennyi gyakorlaton
van realitasa 1j anyagot venni.
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Hangstlyok

A javasolt tematika egyértelmien a derivalas és az integral fogalméra, technikdjara
és alkalmazésara teszi a hangsilyt, bevallottan minden més ismeret rovasara. Ezt jol
tiikrozi az idGbeosztés: a derivalasra és integralasra 4-4 gyakorlat jut, minden mésra
Osszesen 4.

A cél elsGsorban a matematika és csak mésodsorban az alkalmazas megtanitiasa, nem
pedig forditva. Mindez abbdl a meggy6z6désbdl kiindulva, hogy a mérndkhallgaté agya-
ban egyik sem lehet meg a masik nélkiil, de alkalmazast mashol is sokat 14t majd, a
matematikit pedig itt kell megtanulnia.

A feladatsorok

A tematikdhoz irt minden kommentéarnal beszédesebbek maguk a javasolt feladatso-
rok. Ezekben megprobaltam az anyagnak azt a részét kiemelni, amirdl szerintem a révid
gyakorlatoknak szolni kell. Természetesen erds szelekcié mellett is sokkal tobb feladat
keriilt be, mint ami gyakorlaton realisan targyalhato — kiilondsen a technikarol szolo gya-
korlatoknal. Ezért a feladatsorokkal nem is azt akarom mutatni, hogy mi minden van
benniik, hanem hogy mi minden nincs.

Egyelére nem teszek javaslatot arra, hogy a felsorolt feladatokbol melyik legyen az
az alkalmanként legfeljebb 10, néhany témakdrnél esetleg 15 részfeladat, ami gyakorlaton
elhangozzék. Am ha targyfelel6s lennék, bizonyara megtenném.

Végiil: a kisértésnek csak nem lehet ellenallni, igy sok feladatsor végére bekeriilt né-
hany nehezebb, vagy az anyagon tilmutaté feladat — csillaggal megjelélve — a jo hallgatok
szamara, abban a reményben, hogy tovabbra is lesznek ilyenek.
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Részletes tematika, gyakorlatok idébeosztasa

0.

sziikséges elGismeretek

Figgvény fogalma, abrazolasa. Trigonometrikus fiiggvények, hatvanyozas és logarit-
mus azonossagai. Nevezetes fiiggvények grafikonjai, fiiggvénytranszforméciok. Egy-
szeri algebrai, trigonometrikus, logaritmusos és hatvanyozasos egyenletek megoldasa.
Abszolut érték. Osszegek Y -s jelolése. Faktorialis.

. gyakorlat: fiiggvénytani alapok

Fiiggvény fogalma, értelmezési tartomény, értékkészlet, fliggvény abrézolasa, kiértéke-
lése. Osszetett fiiggvény, inverz fliggvény. Nevezetes fliggvények grafikonjai. Exponen-
cialis és hiperbolikus fiiggvények.

. gyakorlat: fiiggvények hatarértéke

Pontbeli és végtelenbeli hatarértékek intuitiv fogalma, leolvasasa grafikonrol, megha-
tarozasa behelyettesitéssel. Hatarérték keresése definicidé alapjan. Egyszerd hatarér-
tékszamitasi szabélyok; racionélis tortfiiggvény hatarértékei, gyoktelenités modszere.
Rendér-elv. e-hatvanyokra vezetd hatarértékek nem.

. gyakorlat: folytonossag, differencialhanyados

Folytonossag fogalma, folytonossa tétel. A folytonossag, mint a hatardtmenet és a
fiiggvény-kiértékelés felcserélhetGsége. Differencidlhanyados intuitiv fogalma és defini-
civja, derivalt keresése definici6 alapjan.

. gyakorlat: a derivalas technikaja

Elemi fiiggvények derivaltjai. Derivalasi szabélyok: Gsszeg, szorzat, hanyados, 6sszetett
fiiggvény, inverz fiiggvény derivalasa. f(x)9®) alakt hatvanyok derivalasa. Implicit
fiiggvény derivaltja. Magasabb derivaltak. Paraméteresen adott gorbe derivaltja
nem.

. gyakorlat: a derivalas alkalmazasai 1.

Fiiggvénygorbe érintGje. Monotonitas, konvexitas. Filiggvény szélsGértéke, szoveges
szélsGérték-feladatok. L’Hospital szabély, e-hatvanyra vezets hatarértékek. Newton
modszer. Taylor polinom. Sebesség, gyorsulas, dramerdsség, teljesitmény.

. gyakorlat: a derivalas alkalmazasai 2.: fiiggvényvizsgalat

Szakadasi helyek és hatarértékek keresése, monotonitas és szélsGértékek, konvexitéas és
inflexiok. Végeél a fiiggvény dbrazolasa és az értékkeészlet leolvasasa. Ferde aszimp-
totak nem.

. gyakorlat: hatarozatlan integral 1.

Elemi integralok. Fiiggvények 6sszegének, szamszorosanak integralja. ff’, e/ f' tipusu
integralok. Parcialis integralas. Parcialis tortekre bontés legegyszeribb esetei, racio-
nalis tortfliggvények integrélasa. Trigonometrikus polinomok integralasa linearizalés
utan.

. gyakorlat: hatarozatlan integral 2 (helyettesitéses), hatarozott integral

Helyettesitéses integralok. Hatarozott integral geometriai jelentése. Newton-Leibniz
formula. Parcialis és helyettesitéses integralas a hatarozott integrélokra (hatarok ke-
zelése).
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9. gyakorlat: integral alkalmazasai
Gorbe alatti tertilet, fiiggvénygorbe ivhossza, stulypontja. Forgésfeliilet felszine, suly-
pontja, masodik momentuma (tehetetlenségi nyomaték). Forgéstest térfogata, sily-
pontja. Forgatényomaték. Munka. Atlagsebesség. Paraméteres gorbék nem.

10. gyakorlat: kozelits integral, improprius integral
Téglalap és trapéz modszer. Integral kozelitése a Taylor-polinom integralasaval. Monte
Carlo modszer. Nevezetes improprius integralok, 1étezés és nemlétezés. Diszkrét Gsszeg
kozelitése integrallal.

11. gyakorlat: komplex szamok
Algebrai és trigonometrikus alak. Osszeadas, szorzés, osztas, hatvanyozas, gyokvonas.

12. gyakorlat: koordinatageometria
Skalaris szorzas, hosszisag, vektorok szoge. Egyenes paraméteres egyenlete és egyen-
letrendszere. Sik egyenlete, norméalvektora. Vektorialis szorzas. Pontok, egyenesek,
sikok tavolsaga.
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1. fiiggvénytani alapok

—_

. Legyen f(z) = (2> +1)? —z, g(x) = 1 — x. Mennyi

[\]

. Legyen f(z) = /1 -z + 1.
Mi f értelemzési tartomanya és értékkészlete?
Mennyi z, ha f(z) = 27
Mennyi y, ha f(y) =17
Adjuk meg az f fiiggvény inverzét, f—!-t!

Mi f~! értelmezési tartomanya és értékkészlete?

w

. Invertalhatok-e az alabbi fiiggvények? Ha igen, mi az inverziik, illetve mi az inverz
értelmezési tartomanya és értékkészlete?

(@) f:[-2,2 =R, flx) =2 +1 (d) f:[-o00, 0] = R, f(z) =sinzx
2

M) f:[-2,2 =R, flz)=2°+1
(c) f:[0, 2] =R, f(z) =2?+1 () f:[-3, 5] =R, fx) =sinx

-

Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket!

(a> €, x? xg’ i? 9612§ xls§ \/E
(b) sinz; cosx; tanx
(c) 2%; 277, (%)m, log,

5. Legyen e =~ 2, 7182818285 az Euler-féle szam. Legyen tovabba
n e’ +e " . et —e " tonh sinh
coshyx = ——— sinhy = ——— anhx =
2 e 2 7 Y= Coshz

a szinusz-hiperbolikus, koszinusz-hiperbolikus és tangens-hiperbolikus fiiggvény.

Ellenérizziik, hogy

e cosh’z —sinh?z = 1
e cosh(z + y) = cosh x cosh y 4 sinh z sinh y
e sinh(z + y) = sinh x cosh y 4 cosh z sinh y
o cosh( x) = coshzx

(—

x) = —sinhz.

Vajon miért viselik ezek a fiiggvények a ,szinusz” és ,koszinusz” nevet? !

Abrazoljuk sinh z-et, cosh z-et és tanh z-et!

1Kés6bb tovabbi rokonsagra is fény fog deriilni, és megtudjuk, honnan kaptak a ,hiperbolikus” jelzét.
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2. fliggvények hatarértéke

1. Az aldbbi hatarértékeket olvassuk le a fiiggvény grafikonjarol!

(a) lim f(a)
(b) lim g(a)

(¢) lim h(x)

z—0t

(@) tim h()
(e) lim h(z)

rz—0~

(f) lim i(x)

z—0t

() Tim i(x)
(h) lim i(x)

z—0~

(i) lim j(z)

T—00

2. Keressiik meg az alabbi hatarértékeket behelyettesitéssel!

(a) lim 2

r—1

(b) limze™™

r—2

11
(i) lim k(z)
(k) lim i(x)
()
1
0 P
-1
22 —4x +3

=332 +x — 12

3. Az alabbi hatarértékeket sejtsiik meg egy ,kozeli” szam behelyettesitésével!

24 3
(a) lim & "

=312+ — 12

(b) lim

z—0

1—cosz
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22 + 100z — 1000 (d) lim VZ® +2 -V —z

T—00

(C) zh—>r20 3r2 —«x

4. (a) Legyen f(x) = 2® + 2z + 3, és legyen A = lin% flx)y =11, ¢ = ﬁ. Adjunk meg

olyan ¢ > 0 szamot, amire igaz, hogy ha |x — 2| < ¢, akkor |f(z) — A| < e.

z—2

(b) Legyen f(x) = és legyen A = lim f(z) =1, ¢ =

1000
Al <e.

Py Adjunk meg olyan K

szamot, amire igaz, hogy ha = > K, akkor |f(x
(c) Legyen f(z) = =25, ekkor liI{llf(:c) = —oo. Legyen N = 1000000. Adjunk

 (z+1)%
meg olyan 0 > 0 szamot, amire igaz, hogy ha |x — (—1)| < J, akkor f(z) < —N.
xsin (l) ,hax #0
d) L = z
(@) Legyen f(z) = 407" 07
hoz adjunk meg olyan § = §(g) > 0 szamot, amire igaz, hogy ha |x — 0| < ¢, akkor
f(z) — Al <e.

, 6s legyen A = lin% f(x). Minden £ > 0-

5. Keressiik meg az alabbi hatéarértékeket (vagy téagabb értelemben vett hatarértékeket),
ha léteznek!

2 _ 3 _ 10022
(a) lim =70 1) tim 10T
e—2  x —2 r—oo 12 — 99z
2+ x—6 204 — 322 49
b) 1 . T T+
()ml_’rg 235 (i) xh—>nc}<>3:c4—|—2:c2—2
6
(c) lim R . Vr+l—yx—1
e=2x—2 wx—2 x-—2 (n) lim
4322 4 1=00 \/x + 34 Va + 2
i P () lim YEFL=VE 1
() lim 2 + 6z + 9 100 \/T +3 — Va +2
1 e —
e==3 12 =9 (p) lm vz(vVz —1— vz +1)
(f) lim €” T=00
(g) lim e” (q) Tlim Vo —1—Va24+1
(h) :}i_{gloe ’ (r) lim c
r—o00 €
(i) lim coshzx sin =
e (s) lim
(j) lim sinhz z—oo I
T——00 1
(k) lim tanhz (t) lim sin® T z +cos*z(e™" — 1)

(a) Hasonlitsuk 0ssze az abran lathato OCD haromszog, az OAD korcikk és az OAB
"MT _ 1. Ezutan

haromszog teriiletét! Ez alapjan bizonyitsuk be, hogy lim+
z—0 X
sin

bizonyitsuk be, hogy lin% =1

T
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o C A

-1
(b) Mennyi ilir(l] % ?
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3. folytonossag, differencialhanyados

1. Folytonosak-e az alabbi fliggvények az adott pontban?

(a) f(x) az xy = 1-ben (b) g(z) az xy = 2-ben (c) h(z) az xy = 0-ban

2. Legyen f(x) = % Keressiink olyan ¢ fiiggvényt, amire

e f(x) = g(x) mindeniitt, ahol f(x) létezik
e g minden valds szdmra értelmezve van
e ¢ folytonos.

Mas szoval keressiik f folytonos kiterjesztését a valos szamok halmazéra.

3. Hogyan valasszuk az a paraméter értékét, hogy az adott fiiggvény folytonos legyen?

22+9 Lhaz#1
(2) f(2) = { R
a+cosz haz <0
b _ )
(b) g(x) {Sinx ,hax >0

a’e® ,hax <0
(c) hz) =
a(x+1) ,haz>0

4. Mennyi
1 1
lim = 0): 1 il
@ Jm g esl0r i cos ()
1 1
b) lim —; ign(0); lim si -
b im0 i s ()
(¢) lim sma:; lim cos (SIHZE); lim sign (smx)
T—00 €T T—00 €T T—00 €T

Itt sign(x) az elGjelfiggvényt jeloli (az 1. feladat beli h fliiggvény). Mi a lényeges

kiilénbség a cos és a sign fliggvény kozott?



16 Javaslat Al gyakorlati tematikara

5. Vonalz6 segitségével olvassuk le az abrarol a fliggvény xg-beli differencialhanyadosat!

g9(z)

-

T T T xT
m=1 2 3 zo =1 2

I
|
—

To|=— 0 xr

6. (a) A definici6 alapjan szamoljuk ki az adott fliggvény zo-beli differencidlhanyadosat,
f’(l‘o)—t!
i f(z) =mz,20=1
i, f(x) =23 29 =2
. f(z) =1
(b) Ugyanezen fiiggvények differencialhanyadosat szamoljuk ki minden xo-ra, és ez
alapjan adjuk meg a fiiggvény derivaltjat!

xax(]:?)

7. * Keressiik meg a definici6 alapjan sinx és cosx derivaltjat!

8. * Pozitiv a szamokra teljesiil az a® = 208297 azonossag. Ez alapjan rajzoljuk fel az a*
grafikonjat, mint a 2% grafikonjanak transzformaltjat néhany 1-nél nagyobb a esetén!

e Hogyan filigg a grafikon zy = 0-beli meredeksége az a-t61?

e Lassuk be, hogy van egy olyan a érték, amire ez a meredekség pontosan 1, vagyis

h—0 h

e Erre az a-ra a definici6 alapjan keressiik meg az f(x) = a® fiiggvény derivaltjat!
2

2Megjegyzés: ez a nevezetes a érték éppen az Euler féle szam, & = e ~ 2, 7182818285
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4. a derivalas technikaja

1. Derivaljuk az alabbi fiiggvényeket!

17

(k) cos(cosh(cosz))

2

1) sz ™

(m) zsin(va?+ 1352 +5)
(n) In /%2

(0) +(n(1+2) —In(1 —z))
(p) log, 2

(q) =

2. Az inverz fiiggvény derivalési szabéalyat hasznélva derivaljuk:

(a) Inx

(b) arcsinzx

(c) arctanx

3. (a) Az y = y(z) fiiggvényrdl azt tudjuk, hogy y* +y = x. Mennyi y'(0) ?

(b) Az y = y(x) fiiggvényrdl azt tudjuk, hogy v3 +y = 23 + 22. Mennyi y/'(0) ?

W

. Szamoljuk ki az f(x) = V1 — 2?2 fiiggvény mésodik derivaltjat!

5. Szamoljuk ki a g(x) = ﬁ fliggvény Osszes derivaltjat!

D

. * Ha az f(2)9%) fiiggvény derivalasakor g(z)-et konstansnak tekintenénk, akkor az

(2%)" = az*! szabaly és az Osszetett fiiggvény derivélasi szabélya alapjan

9(@) f(2)? D7 f' ()

-et kapnank, ami persze hibas.

Ha pedig f(x)-et tekintenénk konstansnak, akkor (a®)" = a” In a-bol kiindulva

f(@)?@ In f(2)g(x)

-et kapnank, persze ez is hibés.

Meégis: lassuk be, hogy a két hibas megoldés dsszege helyes:
(F(2)") = g(@) f(@)? 7 f'(2) + f(2)7) In f(2)g (x)

7. * Szamoljuk ki az

I+ r+1
Iny/ T In 4/ — artanh(x), arcoth(z)

fiiggvények derivaltjat. (Az utolso ketts az area tangens hiperbolikus és az area kotan-
gens hiperbolikus.) Mit kapunk, és hogy lehet ez?
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5. a derivalas alkalmazasai 1.

—_

. Irjuk fel az f(z) = sinz+cos x fiiggvény grafikonja zo = 2T-beli érintGjének egyenletét!
2. Keressiik meg az y = x? parabolanak azt az érint6jét, amelyik 4tmegy a (0; —2) ponton!

3. (a) Keressiik meg az f: RT — R, f(z) = 2* — x fiiggvény minimumét!

(b) Keressiik meg az f(x) = §+sinx fliggvény szélséértékeit a [—; 27| intervallumon!

4. Mennyi az 1 sugart gombbe beleférg legnagyobb térfogatii henger sugara, magassaga

és térfogata?

5. (a) Bizonyitsuk be, hogy az f(r) = 2® — 32 + 3z — 1 fiiggvény szigortian monoton
nd!

(b) Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = xInz fliggvény konvex!

6. Szamoljuk ki az alabbi hatarértékeket!

. sin x . ;(;2—|-4 1 22
RS e ) Jim (1+7)
li |
o2+ 4x—21 (©) e (i) lir%cosxﬁ
(b) LY e p—T (f) lim <1+9>$ L
2200 T () lim ¢z
x 1 z
- i _ . cosx —1
(© Jim = © i (1+33) 0 iy ——

7. Irjuk fel az f(x) = sin(z) fiiggvény negyedfokt Taylor-polinomjat!

(a) Szamoljuk ki f(0,01) kozelits értékét a Taylor-polinom segitségével!
(b) A Taylor tétel segitségével becsiiljiik meg a kozelités hibajat!
(c) Mennyi a tényleges hiba? Szamoljuk ki szamologéppel!

8. Keressiik meg az xe™ = i egyenlet megoldasat 8 tizedesjegy pontossaggal! Ehhez az

f(z) = xe™ —  fiiggvény zérushelyeit keressiik Newton-modszerrel.
Inditsuk el az algoritmust o = 0-bol, ¢ = 1-bdl, xy = 2-bdl is! Mi torténik?
Hany lépés kell a 8 tizedesjegy pontossag eléréséhez?
Hany 1épésben lehetne ugyanezt a pontossagot az intervallumfelezd modszerrel elérni?
(annak, aki raér: Mi torténik xy = 5-bdl indulva?)
9. Az z(t) = t+e " — 1 fiiggvény egy egyenes vonalti mozgast végzG részecske helyét adja
meg az id6 fiiggvényében, ¢ > 0-ra. 3
Mennyi a részecske sebessége a t = 1 pillanatban?
Mennyi a részecske kezdeti gyorsulasa?

Hosszt id§ elteltével mennyi a részecske sebessége és gyorsulasa?

3Ez a fiiggvény pl. egy levegdben zuhano kicsi olajcsepp mozgasat irja le jo kozelitéssel.
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10. Egy valtakozo aramu dramkorbe kapcsolt kondenzator toltése az id§ fliggvényében
Q(t) = Qo sin(wt + ¢o).

Mennyi a korben folyé maximalis d&ramerGsség?

11. Egy aut6 egyenletesen gyorsul: sebessége az idé fiiggvényében v(t) = 2t. 4 Az auto

tomege m = 2000k¢g, a mindenkori mozgasi energia Fyi, = %vz.

Mennyi az auté gyorsitasara forditott teljesitmény a ¢ = 10 pillanatban?

12. * Két ember egy [ = 10 méter hosszu létrat visz a vallan vizszintes helyzetben, amikor
a folyosonak az abréan lathatd derékszortd kanyarulatahoz érkeznek.

3m

Legalabb mennyi legyen y, hogy be tudjék venni a kanyart?

0 ,haz <0
e~ s ,haz >0

13. * Legyen f(x) = {

(a) Bizonyitsuk be, hogy f differencidlhaté a 0-ban!
(b) Bizonyitsuk be, hogy f akarhanyszor differencialhaté a 0-ban!

4az id6t masodpercben, a sebességet “-ban meérjiik
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6. a derivalas alkalmazasai 2.: fiiggvényvizsgalat
Az alabbi fiiggvényekre a kiovetkez§ vizsgalatokat végezziik el:

1.) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt: Dy
2.) Keressiik meg a fiiggvény hatarértékét az értelmezési tartomany szélein!

3.) Szamoljuk ki f'(x)-et. Keressiik meg a zérushelyeit. Vizsgaljuk meg f’ el6jelét Ds-en.
Adjuk meg, hogy f hol névekvs, hol csokkend, hol van minimuma/maximuma vagy
egyéb stacionarius helye!

4.) Szamoljuk ki f”(x)-et. Keressitk meg a zérushelyeit, és vizsgaljuk meg f” elGjelét
D-en. Adjuk meg, hogy f hol konvex, hol konkav, és hol van inflexiés pontja!

5.) Abréazoljuk a fiiggvényt!
6.) Az abrarol olvassuk le az értékkészletet!

Jo tanacs: A fliggvény grafikonjabol célszert az 1.) - 4.) lépések soran mindig megrajzolni
annyit, amennyit mar tudunk. Igy nagyon sok hiba kisztirhetd.

L f(z) = 5%
2 fla)=e %
3. f(x) = re %

4. f(z) = =51
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7.

1.

hatarozatlan integral 1.

Keressiik meg az alabbi hatarozatlan integréalokat!

polinom;-é!

(a) fwdx (b) fwdx

z—1 x3+3x+2

fiiggvények dsszegévé alakitjuk!

a) [sinzcos(2x)dx (b) [cos® zdx

23

(a) [2* 4622 +5x—1de (j) [av1—22dx (s) [ %sin(2z)dx
(b) [4cosz—=E+27dx (k) fm (t) [2?cos(2z)dx
x 2

(c) [—e"—4va+ Hdx (1 [ stz da (w) [Inzdz

(d) [~Va2+2de (m) [ze™ do (v) farcsm:cd:c
(¢) [ sy +tan*zda (n) [ cossinze®’®dx 2

(w) f orls > do
T2 0 anx dz

) [ + e de (0) [tanzd

(g) [cos(2z)dx (p) [A+2)(1—2)dz (x) [sinhze® dz
(h) [ 2z sinh(2?)dx (@) [(2z+22)*de (v) [cosh’zda
(1) [(sinz)'% coszdx (r) [ae"dx () [ =
Bontsuk az integrandust parciélis tortekre, majd végezziik el az integrélast!
(2) [ s de (c) fmd‘”

. Irjuk az integrandust polinom, + gZ}iEZEQ alakba, ahol polinom, fokszama kisebb, mint

. Végezziik el az alabbi integralokat tgy, hogy elGszor az integrandust trigonometrikus

Megjegyzés: Erdekes megfigyelni, hogy a cos?x fiiggvény grafikonja hasonlé a cos

grafikonjéhoz a sz6 geometriai értelmében: a felére kicsinyitettjének eltoltja.

. Keressiik meg az aldbbi hatarozatlan integralokat!

a) [sinze”dx (b) [sinzcosz(e” 4+ e*)dx

* Végezziik el az alabbi integralast!

16
/x4+4da7
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8. hatarozatlan integral 2 (helyettesitéses), hatarozott
integral

1. Hajtsuk végre az alabbi integralokban az el6irt helyettesitéseket!

(a) f2+1\/5 de; z =1y (c) %Smxdx; Y = CoST
(b) fﬁdﬂﬁ r =3y (d) [=dz; y=sinz

2. Alkalmas (esetleg tobbszori) helyettesitéssel szamitsuk ki az integralokat!

(@) [ de (d) [VI+a2de
(b) [V1—2a?dz (e) [ == dx
(¢) [V2—2a?dx

3. Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat!

1 2
(a)/ol—x+3x2—x3+x4+x6dx (b) /_12f$2dx

4. Szamoljuk ki a geometriai jelentése alapjan:
T 1
(a) / V1—t2dt (c) / " dx
0 _

1 COST
2m
(b) / sin® z dz
0

A sin®z egész periddusra vett integralasahoz vegyiik észre, hogy egyrészt sin®x és
cos® x egymas eltoltjai, masrészt cos® x + sin®z = 1.

5. Szamoljuk a hatarozott integralt igy, hogy a parciélis integralast, illetve a helyettesitést
kozvetleniil a hatdrozott integralon csinaljuk (integralasi hatarok kévetése)

! : sin? 1
(a) / z’e” dx (b) / L dx
0 1

12

6. * Szamoljuk ki az [ S2GD—0CT) gy integralt!

sin? z—4 cosx
Ehhez az

t X
= tan —
Y 2

dx

helyettesitést javaslom. Elészor lassuk be 5 |, hogy ekkor cosz, sinx és y is raciondlis
tortfiigguénye y-nak, konkrétan

1-— y2_
14 y?

29/ 2

Y e=—% 4
1492 e

CoST = sinx =
Vegyiik észre, hogy emiatt ezzel a helyettesitéssel tetszdleges trigonometrikus tortfiigg-

vény integralja visszavezethetd racionalis tortfiiggvény integrélaséara.

Shasznaljuk, hogy cos? x = m
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9.

1.

10.

11.

12.

integral alkalmazasai
Szamoljuk ki az y = 2 és y = 2® gorbék grafikonjai kozé es6 teriiletet!
Szémoljuk ki az y = cosh x lancgérbe © = —1 és © = 1 kozé es6 darabjanak

(a) ivhosszat (b) stlypontjat

. Szamoljuk ki az y = 2 parabola [—1; 1] f6lé es6 darabjanak y tengely koriili megfor-

gatasaval keletkezd edény térfogatét és felszinét!

Szémoljuk ki a gomb térfogatat és felszinét!

. Keressiik meg a homogén tomor félgémb silypontjat!

. Keressiik meg a homogén félgémbhéj sulypontjat!

Forgassuk meg az f(zr) = %x fiiggvény grafikonjanak [—1;1] f6lé es6 darabjat az «
tengely koriil! Ha a kapott kuppalastot vékony lemezbdl elkészitjiik, aminek a feliileti
stirtisége mindeniitt p (ha x méterben van, akkor p %—ben), mennyi lesz a palast x
forgastengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka?

A tehetetlenségi nyomaték egy lehetséges definicioja:

0, = Z (atom témege)(z tengelytsl val tavolsag)?

Osszes atomra

A Toldi Miklés kezében 1év6 szalfa vizszintes helyzetd és kerek. Hossza 5 méter, vas-
tagsaga az egyik végén (Miklos hona alatt) 15cm, a mésik végén csak 10cm, és kézben
egyenletesen vékonyodik. Strtisége 0, 7%.

(a) Mekkora a fa sulyanak Miklos vallanak tengelyére kifejtett forgatonyomatéka?

(b) Miklos keze 70cm hossza. A csuklojaval mekkora erdvel kell tartania a fat?

Vo = 1 liter, kezdetben py = 10°Pa nyomést idealis gazt izotermikus folyamat soran
felére 6sszenyomunk. Mennyi munkat végziink ez alatt?
(Kozépiskolaban azt tanultuk, hogy AWy = —pAV, illetve p = po%.) 6

Egy egyenes vonalt mozgést végzo testre egy helytdl fiiggs F(z) = % er6 hat 7 (a
mozgas iranyaval parhuzamosan). Mekkora az er§ altal a testen végzett munka, mialatt
a test 1 = 1-b6l x5 = 10-be jut?

Egy aut6 ugy gyorsit, hogy a mozgési energiaja a mozgas soran egyenletesen né (vagyis
a teljesitmény allando): Zv* = Pt. (Legyen m = 2000kg, P = 40kW.) Mennyi az els6
10 mésodperc soran az atlagsebessége?

Egy valtakozo aramu aramkorben folyd aram erGssége az id6 fiiggvényében I(t) =
Iy sin(wt).

5Ez utobbi egyenlet jellemzi az izotermikus allapotvaltozast. Ennél érdekesebb lenne az adiabatikus

allapotvaltozast targyalni, de nehezebb is.

"Ilyen a Coulomb erd és a gravitacio.
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(a) Mennyi egy periodus soran az dram abszolit értékének atlaga (effektiv aramerds-
ség)? (az aram elGjeles atlaga nyilvan nulla)
Vagy, ami majdnem ugyanez: mennyi az egy periédus alatt a keresztmetszeten
(oda-vissza) ataramlo toltés?

(b) bonusz, csak ha valakit érdekel: Legyen Iy = 10A és w = 2nf, f = 50Hz. Ha az
egy periddus alatt ataramlo toltést Ossze lehetne szedni, és két példanyt beldle
elhelyezni egyméstol 1m-re, mekkora erével taszitandk egymast?

13. * Szamoljuk ki a homogén egységnyi (feliileti) stirtiségii korlemez tehetetlenségi nyo-
matékat (a kozéppontjara nézve ®) tgy, hogy keskeny korgytirtikre bontjuk, és ezek
tehetetlenségi nyomatékat (ami konnyt) Gsszeadjuk.

14. * Az y = 3 + £ cosx gorbe [0; 47] 6l¢ es6 darabjénak « tengely koriili megforgatataval
keletkezs (tomor) esztergalt széklab homogén 0, 7 stirtiségl anyagbol késziilt.
Mennyi a tomege?
Mennyi a forgastengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka?

(Ehhez a feladathoz sziikséges el6zmény a 13. feladat, vagy egy készre gyartott képlet.)

8pontosabban: a kézéppontjan dtmend, a sikjara merdleges tengelyre nézve
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10. kozelit6 integral, improprius integral

1. Keressiik az y? — 22 = 1 hiperbola y > 0 4ganak = 0 és z = 0,5 kozotti darabjanak
fvhosszat.

(a) Irjuk fel ezt az ivhosszt mint az f(z) = /1 + 22 fiiggvény grafikonjanak ivhosszat
integralként!

(b) Rovid probalkozassal gy6zddjiink meg rola, hogy a kapott integralt nem tudjuk
elvégezni (nehéz).

(c) Szamoljunk kozelits értéket téglalap modszerrel, az intervallumot 5 egyenls da-
rabra osztval

(d) Szamoljunk kozelits értéket trapéz modszerrel, az intervallumot 5 egyenld darabra
osztval

(e) Hajtsuk végre az x = sinh & helyettesitést. (Ett6l persze az integral nem lesz
kénnyebb.) A kapott integralban az integrandust kozelitsiik a masodfoku Taylor
polinomjaval, és szamoljunk igy kozelité integralt!

(f) Az ivhossz tényleges értéke 0,517648. Nézziik meg, melyik modszerrel mennyit
hibaztunk!

0,1
T sing
2. Keressiik / dx értéket.
0 x
(a) Becstiljiink téglalap, illetve trapéz modszerrel, az intervallumot 5 egyforma da-
rabra osztva

(b) Bacsiiljiink ugy, hogy az integrandust negyedfoku Taylor-polinaomjaval kozelitjiik!

(c) Az integral tényleges értéke 8 jegy pontossaggal 0,09994446. Melyik modszer volt
a legjobb?

10 gin 2

(d) Mi lenne a helyzet, ha dx értékét keresnénk? Hanyad foka Taylor-
x

0
polinomot kellene hasznalni, hogy a becslés elfogadhato legyen?

(e) Mi a helyzet /
0 x

10 | .
sin
! dx becslésével?

10| sin |

3. Szamoljunk becslést / dz értékére Monte Carlo modszerrel: a csoportban

o T
mindenki szamolja ki 522 értekét harom véletleniil valasztott [0;10]-beli z-re. A
becslésiink legyen a kapott értékek atlaganak 10-szerese. (Miért?)

Megjegyzés: a feladat harminc f6s csoporthoz van méretezve. Kis csoportban nagy
valoszintiséggel rossz a becslés. A tényleges érték kb. 2, 55.

4. Léteznek-e az alabbi improprius integralok? Ha igen, ki tudjuk-e ¢ket szdmolni?

1 1 e’}
(a) / s1n:17dx (©) / cosxdx (e) / oz de
0 T 0 xXr 1

(b) /Oletldg; (d) /Olln:)sd:)s (f) /Oooe_xd:):
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[e'e) [e'e) 1 1
100 ,—a
1
z 1 —dz | sin z|
0 [ /
) [ .+ w [
/ Fdx /200 :c101 ) / sz o
1 i 1 i
/2 SL’lIlSL’ oo
/—d:c 0 (W)/ e 7 dx
Inz / dx —c0
9 xlnxlnlnx

o0 o x2
(k) / o dx / (x) / re” 7 dx
2 DT 9 :)sln :17 0

(1) /_ de (s) /0 e v) /_ : P05 dy

. Kozelitsiik integrallal az alabbi 6sszegeket! Becsiiljiikk meg az elkovetett hibat!

1000 100

1
) > b) >
n= 10 n=10
. * Szamoljuk ki az In z dz integrél also és fels6 integralkozelité Osszegét ugy, hogy

1
az [1;n] intervallumot n — 1 egyenld (1 hosszii) részre osztjuk fel. Ez alapjan adjunk
kozelits képletet In(n!) értékére!® (Az integralt egzaktul ki tudjuk szamolni.)

. Becsiiljik meg az %2 + y? = 1 ellipszis keriiletét az 1. feladat modszereivell Cél-

szeri egyszerre csak a keriilet negyedét szamolni. Az le.) lépésben az x = v/2cost
helyettesitést javaslom.

9 Amit kapunk az t.n. Stirling-formula alsé néhany tagja.
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11. komplex szamok

1. Adjuk meg az alabbi komplex szdmok valos és képzetes részét, és abrazoljuk Gket a
komplex sikon!

(a) 1+1 (c) —1 (e) 2i
(b) 1—1 (d) 0 (f) =7+

2. Adjuk meg az alabbi komplex szamok komplex konjugaltjat, illetve abszolut értékét!

(a) 14 2i (d) —1—2i (g) 1+
(b) 2+ 4i (e) 3+4i
(c) 3+6i (f) 6+ 8 (h) Y2 - 2

3. Végezziik el az alabbi miiveleteket! (adjuk meg az eredményt algebrai alakban)

(a) (3+4i)+ (54 51) (f) [(14+20)(1+3)](2+7) (k) (2—-14)/(3—1)
(b) (2+414) = (=2 —-2i) (g) A+2)[(1+3)2+0)] (1) (2—-140)/(2+1)
(©) 2—=9)(3—1) (h) (2—=9)(2+1) (m) i/(1+1)
(d) () (i) o1+ z) (n) 1/i
(€) 0-(4+1) () (5 + %) (0) 1/(=9)
4. Az alabbi komplex szamokat irjuk algebrai alakbal
(a) O(cos1+isinl) (e) 1(cos =~ + isin <) (i) 2v/3(cos Z +isin %)
(b) 1(cos0+ isin0) (f) 3(cos I +isin IF) () 3(cos I +isin )
(c) 1(cosF +isin 7)) (g) 3(cos 5" +isin )
(d) 1(cosm + isinm) (h) 2(cos 2 + isin 27)

5. Az alabbi komplex szamokat irjuk trigonometrikus alakba! (Egyesek maris abban
vannak.)

(a) 1 (g) 1—1 (1) 3(cos§ +isin %)
(b) ._1 (h) 3+ i (m) 3(cos§ —isin )
((3 Z_Z (i) $— % (n) —cos§ +isin 5"
(e) —6i (G) —vV3—i (0) cos§ + isin 5*

(f) 144 (k) —2+4v/12i (p) —(cos§ +isin%)

6. Legyen z; = 1(cos =% 4 isin %), 2o = 3(cos ¥ 4 isin ), z3 = 2(cos 2 + isin )

=)
Szamoljuk ki a £, 2 ¢és 2 hanyadosokat!
227 z3 21

7. Végezziik el az alabbi hatvanyozasokat!
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r e a2 - . 201y 100 4
(a) (L(cos=5E+isin=r))”  (d) (2(cos % +isin ) (g) (% _ ?z)
(b) (3(cos T +isin ) (e) (—6i)*
(c) (3(cos == +isin=x))"" (F) (1+4)7 (h) (—v3—i)"
8. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket! (Méas szoval: végezziik el a gyokvonast!)
(a) 28 =1 (c) 28 =1+
(b) 25 =1 (d) 22=-1
9. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket!

(a) 22—22+2=0 (b) 224+2+1=0

10. Bontsuk fel az 2% + 1 valos egyiitthatos polinomot legfeljebb masodfokt, valos egyiitt-
hatos polinomok szorzatava! (Az Algebra Alaptétele kimondja, hogy ez lehetséges.)

11. Oldjuk meg az iz? + (3i — 3)z — 5 = 0 egyenletet!
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12. koordinatageometria

1.

10.

Legyen a = (1;2;3), b = (4;5;6) a 3-dimenziés euklideszi tér két vektora! Szamoljuk
ki |al-t, |b|-t, a - b-t és <t(a, b)-t!

. Legyen A = (1;0;2) és B = (1;2;0) két pont egy 3-dimenzids Descartes-koordinatarendszerben.

Irjuk fel a rajuk illeszkeds egyenes paraméteres egyenletét, és (egy lehetséges) egyen-
letrendszerét!

. Adott egy egyenes egyenletrendszere. Olvassuk le az iranyvektorat!

(a) Z2=y+1=2(z+3) (c)x=2, y=0
(b)xT*:y+1, z=—3) (d) x4+2y+2=2, 2x—y+32=5

. Irjuk fel az A = (1;0;2) pontra illeszkeds, n = (2; —3; 4) normélvektort sik egyenletét!

. Adott egy sik egyenlete. Olvassuk le a normalvektorat!

(a) x4+2y+2z=2 (b) 20 —%=5

Szémoljuk ki az alabbi vektorialis szorzatokat!

(a) (1;2;1) x (2;—-1;3) (b) (1;0;0) x (0;1;0) (c) (a;b;0) x (¢;d;0)

Ha a 3. feladat 3d.) része nehéz volt, probaljuk meg ujra!

. Irjuk fel az (1;1;1), (1;2;3) és (4;5;6) pontokra illeszkedd sik egyenletét!

. Legyenek A = (1;0;2) és B = (1;2;0) pontok. e és az f legyenek egyenesek, melyek

paraméteres egyenlete

e: cy=1—t f:Qy=-—t
z =2t z =0t

Legyen tovabba az s; sik egyenlete x+2y+2z = 2, az s, sik egyenlete pedig 2z —3y+3z =
5.

Szamoljuk ki a kévetkezs tavolsagokat:

(a) d(A, B) (c) d(A,sy) (e) dfe, ss)
(b) d(A, f) (d) d(e, f) (f) d(s1,s2)

Irjuk fel az (1;2;3), (4;5;6) és (7;8;9) pontokra illeszkeds sik egyenletét!



