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9. feladatsor
Egyiittes eloszlasok, valdsziniiségi valtozok fiiggvényei II.

Memo: Két (vagy tobb) valosziniségi valtozo egyiittes eloszlasa, jellemzdi.
Az (X,Y) valoszintiségi valtozo par egyiittes eloszlasfiiggvénye: F : R x R — [0, 1]

F(z,y) =P(X <z,Y <y).
Az egyiittes eloszlasfliggvény primér tulajdonsagai:
(a) erss monotonség: tetszéleges a < b és ¢ < d-re

F(b,d) — F(b,c) — F(d,a) + F(a,c) > 0;

(b) F(z,y) mindkét valtozojaban balrol folytonos.
(c) limy—, oo Fx,y) = limy—, o F(x,y) =0 és lim, y oo F(z,y) = 1.

Ha F(x,y) elsall F(xz,y) = ffoo fi’oo f(s,t)dsdt alakban, akkor az F(z,y) egyiittes eloszlasfiiggvény abszoliit folytonos és
stiriségtiiggvénye f(s,t).
A strdségfiiggvény primér tulajdonsigai:

(a) mérhetd;

(b) nemnegativ;

(¢) 22 22 f(s,t)dsdt = 1.
Marginéalis (vagy perem-) eloszldsok:

Fi(z) :=P(X <z) = lim F(z,y), By =PY <y) = Lh_)nolc F(z,y).

Yy—oo

9.1 Altalanositsuk a fentieket (kiilonds tekintettel a monotonségra és a limeszekre) n > 2 valosziniiségi valtozo egyiittes
eloszlaséra.

9.2 Mutassunk peéldat olyan kétvaltozos F(x,y) fliggvényre, amely rendelkezik az eloszlasfiiggvények (b) és (c) tulajdonsaga-
val, mindkét valtozojaban kiilon-kiilén monoton nem-csékkend, de nem (erdsen) monoton a fenti (a) értelemben. Miért
nem lehet egy ilyen fliggvény egyiittes eloszlasfiiggvény?

9.3 Egyiittes eloszlasfiiggvény-e a kivetkezd két fiiggvény?

F(z,y) = exp(—e~ "), G(z,y) = exp(—e™" —e7Y).

9.4 Legyenek F(x) és G(y) egydimenzios valoszintségi eloszlasfiiggvények és a € [—1, 1] rogzitett. Bizonyitsuk be, hogy

H(z,y) = F(2)G(y) (1 + a(l — F(2))(1 - G(y)))
egylittes eloszlasfiiggveny, amelynek marginalisai F(z), illetve G(y).

9.5 Legyen (X,Y) az {(z,y) : 22 +y? < 1} egységkdrben véletlenszertien (egyenletes eloszlassal) vélasztott pont koordinata-
parja. Hatarozzuk meg a peremeloszlasok strtiségfiiggvényét.

9.6 Legyen az X és Y valoszintiségi valtozok egyilittes eloszldsanak stirtiségfiiggvénye:

(x+ 2y +vy), ha0<z<1, 0<y<l1
egyébként

(@)1

) =

Hatarozzuk meg a peremeloszlasokat.

9.7 Az X és Y valosziniiségi véaltozok egyiittes eloszlasanak strtségfiiggvénye legyen h(z,y) = f(z)f(y) alaka, ahol f(x)
egydimenzios stirtségfiiggvény. Legyen U = max{X,Y} és V = min{X,Y}. Hatarozzuk meg U és V egyiittes eloszlas-
fliggvényét és ennek stirtségfiggvényét.



9.8 Legyenek X, Y és Z fliggetlen valoszintségi valtozok. Legyen X ill. YV eloszlasfiiggvénye F(z), ill. G(x), és legyen
P(Z=1)=p=1-P(Z =0). Hatarozzuk meg a kovetkezs valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényeit:

T=2X+(1-2)Y, U=2X+(1-2)max{X,Y}, V:i=2ZX+(1—Z)min{X,V}.

9.9 Legyen X és Y két fiiggetlen egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozé a [0, 1] intervallumon. Hatarozza meg az XY
szorzatként el6allo 0j valtozo strtségfiiggvényét.

9.10 Legyenek X, Y és Z fiiggetlenek és egyenletes eloszlasuak a [0, 1] intervallumon. Legyen U = X +Y és V =Y + Z.
Szamitsa ki U és V egylittes strdségfiggvényének értékét az (u = 0.9,v = 1.2) pontban.

©9.11 Legyenek X ésY fiiggetlen, abszolut folytonos eloszlasa valoszintiségi valtozok, stirtiségfiiggvényeiket jelolje f és g. Legyen
7 :=X/Y, és jelolje Z stirtiségliiggvényét h.

(a) Mutassuk meg, hogy
h(z) =/_ f(zy)lylg(y)dy.

(b) Milyen eloszlast lesz Z, ha X és Y standard normalis eloszlastak?
9.12 Legyen X egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo a [0, 1] intervallumon, Y pedig egyenletes eloszlasa a [0, X] interval-
lumon. Szamitsuk ki az E(Y|X = z) és E(X|Y = y) feltételes varhato értékeket.

©9.13 Jeldlje D az origd kozéppontu egységkorlap és a (2,1) kozéppontta % sugaru korlap uniéjat. Legyen (X,Y) a D-ben

egyenletes eloszlas szerint valasztott véletlen pont koordinataparja. Hatarozzuk meg a peremeloszlasok stirtiségfiiggvényét,
tovabb4a X és Y varhaté értékét.

©9.14 Dobok egy dobokockaval. Ha az eredmény i, akkor folytonos egyenletes eloszlas szerint valasztok egy szamot a (0,14)
intervallumon.
(a) Mi lesz a kapott szam eloszlasfiiggv?nye, elsé és masodik momentuma?

(b) Ha a kisérletet tizszer megismétlem, mi lesz a kapott szamok maximumanak eloszlasfiiggvénye?
9.15 Legyenek X, Y és Z fliggetlen, A paramétert exponenciélis eloszlasa valoszintiségi valtozok.

(a) Hatarozzuk meg az S :=Y — X és T := Z — Y valoszindségi valtozok egyiittes sdriiségliiggveényét.
(b) Hatarozzuk meg az U := [X] és V := X — [X] valoszintiségi valtozok egylittes eloszlasat.
9.16 Legyenek X és Y fiiggetlen, CAU(0, 1) eloszlasi valdszintiségi valtozok. Bizonyitsuk be, hogy Z := (X +Y)/(1 — XY)

is CAU(0, 1) eloszlast.
Utmutatas: Hasznaljuk a tg(a + 8) = (tga + tgB)/(1 — tgatg) azonossagot.
9.17 (a) A0, 1] intervallumban egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal kijeloliink két véletlen pontot. Meghatarozando
tavolsadguk eloszlas- és strdségfiiggvénye.
(b) Egységnyi oldalhosszi négyzet belsejében egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal kijeloliink két véletlen

pontot. Meghatarozandé tavolsaguk eloszlas- és siriségfiiggvénye.

9.18 Meghatarozandé az X és Y véletlen vektorok &ltal definiélt parallelogramma teriiletének varhaté értéke a kovetkezo
harom esetben:

(a) X = O?l, Y = OB, ahol A és B a sik egységkorének keriiletén egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal
kijelolt véletlen pontok.

(b) X és Y egymastol fiiggetlen standard Gauss eloszlast kétdimenzios vektorvaltozo. (Azaz az X1, Xa, Y1 és Y
fiiggetlenek és N(0, 1) eloszlastak.)

(c) X = OTA, Y = OP, ahol A és B a tér egységgémbjének felszinén egyméstol fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal
kijelolt véletlen pontok.

9.19 Legyen X = (X1, X2, X3) haromdimenzios véletlen vektor, amelynek komponensei fiiggetlen N (0, 1) eloszlastiak. Defini-

aljuk a kovetkezs véltozokat:
0:=/X?+ X3+ X3, & =X;/o, i=1,2,3.

(a) Hatarozzuk meg p stirdségfiiggvényét.

(b) Bizonyitsuk be, hogy o és a £ = (&1, &2,&3) vektorvaltozo egymastol fiiggetlenek, tovabba azt, hogy a € véletlen
vektor egyenletes eloszlasi az egységgomb felszinén.



