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8. feladatsor
Eloszlasok (folyt.): valészintiségi valtozok fiiggvényei

e8.1 X Poisson eloszlast valészintiségi valtozo, A paraméterrel. Irjuk fel az Y := 2X + 1 valoszintiségi valtozo eloszlasat és
szamitsuk ki az E(Y) varhato értéket és a D?(Y) szordsnégyzetet.

8.2 Legyen X a [0,1] intervallumban egyenletes eloszlast valoszintiségi véltoz6. Hatarozzuk meg az YV := X! és a Z =
X (14 X)~! valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényét és stirtiségfiigvényét.

8.3 Legyen X standard normalis eloszlast valoszintségi véltozd. (Azaz X normadlis eloszlast, amelynek varhato értéke 0,
szorasnégyzete 1.) Hatarozzuk meg az Y := 2 + | X| valoszintiségi valtozo eloszlasfliggvenyét és stirtisegfiiggvényét.

e8.4 Legyen X ~ N(m;o) normélis eloszldst valoszintségi valtozo (E(X) =m, D*(X) = o?).
(a) Hatarozzuk meg az Y := a - X + b stirtiségfliggvényét, varhatod értékét, szorasat.
(b) Hatarozzuk meg az Z := X? valoszintiségi valtozo eloszlasanak stirtségfiiggvényét m = 0 esetén.

8.5 Legyen X N(m,o) normélis eloszlast valészintiségi valtozd (E(X) = m, D?(X) = o02). Hatdrozzuk meg az Y := eX
log-normadlis eloszlast valoszintdségi valtozo eloszlasfliiggvényét és stiriségfliggvényét.

0 8.6 Legyen X folytonos eloszlast valoszintségi valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye F(x).

e (a) Hatarozzuk meg az Y := F(X) és a Z := —log(F (X)) valosziniiségi valtozok eloszlasfiiggvényét.

(b) Batraknak: Bizonyitsuk be, hogy ha G : R — [0,1] eloszlasfiiggvény és G~ : [0,1] — R-et a kdvetkezd képpen
értelmezziik: G~1(u) := sup{z € R: G(z) < u}, akkor az Y := G~ 1(F(X)) valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
pontosan G.

8.7 Legyen X egy valészintiségi valtozd amelyre P(X = 0) = 0, és Y := X 1. Mi a feltétele annak, hogy X és Y azonos
eloszlasiak legyenek?

8.8 Legyen X LN (m, o) log-normalis eloszlast valosziniiségi valtozo, melynek siirtiségfiiggvénye
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(a) Bizonyitsuk be (lehetsleg szamolas nélkiil), hogy ha C > 0 és a # 0 rogzitett konstansok, akkor a ¥V := CX*®
valoszintiségi valtozo szintén log-normalis eloszlasi, melynek papraméterei m’ = am + log C és ¢/ = ao.

(b) Valamely homokfajta részecskéi gémb alakiak, melyeknek atmérdje (milliméterben mérve) log-normalis eloszlasu,
m = —0.5 és 0 := 0.3 paraméterekkel. Az egész homokmennyiség hany siilyszazaléka all 0.5 mm-nél kisebb atmérsji
szemcsékbdl?

8.9 Legyen az X valoszintségi valtozo siriségfliggvénye
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(Ez azt jelenti, hogy X =Y + Z, ahol Y és Z fliggetlen valoszintiségi valtozok, P(Y = +m) = 1/2 és Z standard normalis
eloszlast.) Vizsgaljuk meg, hogy m mely értékeire lesz a fenti strtségfiiggvény unimodalis (azaz: egy maximum pontu.)

08.10 A kovetkezs feladatokban adott a & valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye, ill. strtdségfiiggvénye. Meg kell hatarozni az
¢ fiiggvényeként értelmezett X, Y, Z valdszintiségi valtozok strtségfiiggvényét

(a) € egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumban; X := &2, Y := /¢
(b) ¢ egyenletes eloszlast a [—1,1] intervallumban; X := £2) Y := arcsin().
e (c) £ egyenletes eloszlasa a [—1,1] intervallumban; X := |£], Y := /1 — €2.
e (d) ¢ exponencilis eloszlast A paraméterrel; X :=1—¢, Y 1= &3, Z := In(€).
)

e (e) ¢ standard Cauchy eloszlasi; X := &2, Y := ¢ 2,

8.11 Bizonyitsuk be, hogy ha & Cauchy eloszlast valészintiségi valtozo, melynek siirtiségfiiggvénye f(x) = %ﬁ, és X :=1/¢,
Y :=2¢/(1—€2), Z := (3¢ — €3) /(1 — 3£2), akkor X, Y és Z szintén Cauchy eloszlasa.
Utmutatas: Hasznaljuk a kivetkezd trigonometriai azonossagokat: ha & = tg(a), akkor 1/§ = tg(5 —a), = 26/(1 —&2) =
tg(2a) és (3¢ — £°)/(1 — 3¢?) = tg(3a)
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Egy N-értékd X valoszintségi valtozo k-adik faktoridlis momentuma E(X(X —1)(X —2)...(X —k+1)). Sok esetben a
faktorialis momentumokat konnyebb kiszdmolni, mint a momentumokat. De nyilvinval6, hogy minden k € N-re a k-adik
momentum kifejezhets az els6 k faktoridlis momentum segitségével. Szamoljuk ki a binomiélis-, Poisson- és geometriai
eloszlasok faktorialis momentumait. (Adjunk zart kifejezést tetszéleges k € N-re.)

Szamoljuk ki az E(—1,1), N(0,0), EXP(\) eloszlasok momentumait. (Szorgalmasabbaknak ajanljuk az LN (m, o) elosz-
last is.) Adjunk zart formulat k € N-re. Kommentaljuk a momentumok aszimptotikus viselkedését mikor k£ — oo.

Legyen X standard Cauchy eloszlasti, melynek striségfiiggvénye f(z) = %ﬁ Nyilvénvalo, hogy E(|X|) = oo, de

barmely ¢ > 0-ra E(|X|'7¢) < co. Szamoljuk ki a lim._o {5E(|X|1’5)} hatarértéket (ha egyaltalan létezik ... ).

Legyen X, Poisson eloszlast valdsziniiségi valtozd, melynek varhato értéke E(X)) = A. Szamoljuk ki az Y) := /X,
valészintiségi valtozo szorasanak hatarértékét, amint A — oo.

Egy N-értékti X valoszintiségi véltoz6 generdtor fiigguvénye gx : [—1,1] — R, gx(2) := E(z%) = Y72 2"P(X = k).
(A generatrofiiggvény analitikusan kiterjeszthetd a komplex sik {z € C : |z| < 1} nyilt egységkorére.) Szamoljuk ki a
binomidlis, Poisson- és geometriai eloszlasok generétor fliggvényét.

Egy tetszdleges X valoszintiségi valtozo karakterisztikus figguénye ox : R — C, px (t) := E(e"X) = [T dFx(z). (Az
integral abszolut konvergens — ergo: a karakterisztikus fiiggvény jol értelmezett — barmely valoszintségi valtozora!) Sza-
moljuk ki a BIN(p,n), POI(X), GEO(p), E(a,b), N(m,o), EXP()X), CAU(m, b) eloszlasok karakterisztikus fliggvényét.



