Egy (0, 1)-en folytonos, de nem egyenletesen folytonos
fuggvény

2012. november 9.

Tekintsiik az f(x) = 1 figgvényt (0,1)-en. El8szor is megmutatjuk, hogy ez folytonos
minden xy € (0, 1) esetén. Legyen 0 < zo < 1 tehat fix, ¢ > 0 kicsi, elére adott. Az zq-beli
folytonossdg definici6jdhoz az kell, hogy létezik olyan § > 0, hogy ha |xr — x¢| < J, akkor
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Vegyiik hat az w—lo egy € sugaru kornyezetét: (ﬁ — €, m—lo + 8). Ezen intervallum f—!

altali képe (a, b):( g g ),1an 1. &bra.

14exg’ 1—exo

VN
a1
g v
1 _|_ o -
Ty
AL
Ty
1 _ Jol S N
0
|
1
1. abra.



. . 1 1 .
Ez azt jelenti, hogy ha = € (a,b), akkor ‘5 — %’ < €. Mivel
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ezért legyen § < % Ekkor az xg ¢ sugari kornyezete, vagyis az (xg — 9,x¢ + )
intervallum része az (a,b) intervallumnak, vagyis ha |z — x¢| < d, akkor z¢,z € (a,b),

vagyis a fentiek szerint ‘l — i‘ < €.
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Osszefoglalva: Adott zo € (0,1) esetén, adott fix € > 0-ra létezik 0, hogy ha |x —z¢| <

0, akkor % — I—lo‘ < g, vagyis f minden z € (0,1) pontban folytonos. A kapott d-ra azt
kaptuk, hogy
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Ezt a feltételt tehat adott xg, e esetén a definicidt teljesitd d-nak tudnia kell.

f éppen emiatt viszont nem lesz egyenletesen folytonos (0, 1)-en: ha indirekt egyen-

letesen folytonos lenne, akkor adott € > 0-hoz létezne § =: §(¢) > 0, hogy minden

(1)

xo € (0,1) esetén, ha |x —xg| < 9, akkor ‘% — m—lo‘ < ¢ teljesiilne. Egy ilyen d-val viszont a
folytonossdg definicidja is teljestil, vagyis ezen univerzalis, az adott xy pont valasztasatol

fiiggetlen -nak tudnia kell minden egyes xy € (0, 1) pontban az (1) feltételt.
Ha (1) minden zy € (0, 1) esetén teljesiil, akkor
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Ez viszont ellentmondas, mert 6 > 0, igy nem lehet < 0, vagyis f nem lehet egyenletesen
folytonos (0, 1)-en.

1Ttt tulajdonképpen azt hasznaltuk ki, hogy (1) bal és jobb oldala is g fiiggvénye, a bal oldal konstans
J (az egyenletes folytonossdg definiciéjdban szerepld 0 univerzalitdsa éppen azt jelenti, hogy ez a ¢ minden
xo-ra ugyanaz a szam, tehat konstans). Konnyen lathaté, hogy ha f(z) < g(x) két 2-t61 fiiggd fiiggvényre,
és f, g hatérértéke 1étezik xp-ban, akkor lim, ., f(z) < limg_,, g(z).



