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1. Példa. Számı́tsuk ki az n dimenziós gömb térfogatát!

Megoldás: Feladatunk egy n-es integrál meghatározása. Tekintsük a következő paramétere-
zést:

x1 = r cosϕ1

x2 = r sinϕ1 cosϕ2

x3 = r sinϕ1 sinϕ2 cosϕ3

...

xn−1 = r sinϕ1 · · · sinϕn−2 cosϕn−1

xn = r sinϕ1 · · · sinϕn−1

ahol 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ ϕn−1 ≤ 2π, és 0 ≤ ϕk ≤ π minden k = 1, . . . , n − 2 esetén. A
Jacobi-determináns:

J =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosϕ1 −r sinϕ1 0 · · · 0

sinϕ1 cosϕ2 r cosϕ1 cosϕ2 −r sinϕ1 sinϕ2
. . .

...

sinϕ1 sinϕ2 cosϕ3 r cosϕ1 sinϕ2 cosϕ3 r sinϕ1 cosϕ2 cosϕ3
. . . 0

...
...

...
. . . −r sinϕ1 · · · sinϕn−1

sinϕ1 · · · sinϕn−1 r cosϕ1 · · · sinϕn−1 r sinϕ1 cosϕ2 · · · sinϕn−1 · · · r sinϕ1 · · · cosϕn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= rn−1 sinn−2 ϕ1 sinn−3 ϕ2 · · · sinϕn−2·∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosϕ1 − sinϕ1 0 · · · 0

sinϕ1 cosϕ2 cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ2
. . .

...

sinϕ1 sinϕ2 cosϕ3 cosϕ1 sinϕ2 cosϕ3 cosϕ2 cosϕ3
. . . 0

...
...

...
. . . − sinϕn−1

sinϕ1 · · · sinϕn−1 cosϕ1 · · · sinϕn−1 cosϕ2 · · · sinϕn−1 · · · cosϕn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Dn

.
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Belátható, hogy Dn = cos2 ϕ1Dn−1 + sin2 ϕ1Dn−1 = Dn−1 = . . . = D0 = 1. Így tehát

|J | = rn−1 sinn−2 ϕ1 sinn−3 ϕ2 · · · sinϕn−2 = rn−1

n−2∏
k=1

sink ϕn−k−1.

Ha n− k − 1 =: j, akkor az n-dimenziós gömb térfogatát megadó integrál:

V =

2π∫
0

R∫
0

π∫
0

rn−1

n−2∏
k=1

sink ϕj dϕj dr dϕn−1 =

2π∫
0

1 dϕn−1︸ ︷︷ ︸
2π

R∫
0

rn−1 dr

︸ ︷︷ ︸
Rn

n

n−2∏
k=1

π∫
0

sink ϕj dϕj =

2π
Rn

n

n−2∏
k=1

π∫
0

sink ϕj dϕj.

Mivel

• ha 2 | k, akkor

π∫
0

sink ϕ dϕ =
(k − 1)!!

k!!
· π,

• ha 2 - k, akkor

π∫
0

sink ϕ dϕ =
(k − 1)!!

k!!
· 2.

Így a térfogat függ a dimenziószám paritásától: ha n páros, akkor

V1 = 2π
Rn

n
· 0!!

1!!
· 2 · 1!!

2!!
· π · 2!!

3!!
· 2 · · · (n− 3)!!

(n− 2)!!
· π =

Rn

n!!
(2π)

n−2
2

+1 =
Rn

n!!
(2π)

n
2 .

Ha pedig n páratlan, akkor

V2 = 2π
Rn

n
· 0!!

1!!
· 2 · 1!!

2!!
· π · 2!!

3!!
· 2 · · · (n− 3)!!

(n− 2)!!
· 2 =

Rn

n!!
· 2π · 2

n−1
2 π

n−3
2 =

Rn

n!!
2

n+1
2 π

n−1
2 .

Speciálisan, n = 2-re: V =
R2

2
· 2π = R2π, a kör területe, illetve n = 3-ra:

R3

1 · 3
· 22 · π =

4R3π

3
, a három dimenziós gömb térfogata.
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