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1. Tétel. En valós euklideszi tér tetszőleges a1, . . . , ar lineárisan független vektorrend-
szeréhez megadható olyan b1, . . . ,br vektorrendszer, amely ortogonális.

Bizonýıtás: Legyen {a1, a2, . . . , ar} lineárisan független rendszer, tegyük fel, hogy r ≥ 2
és a1 6= 0. Mutatunk egy eljárást az ortogonális vektorrendszer előálĺıtására, ez az ún.
Gram-Schmidt-féle ortogonalizáció.

Legyen b1 = a1.
Ezután legyen b2 = α1b1+a2, de úgy, hogy b1 és b2 ortogonális legyen, azaz (b1,b2) =

0 legyen:
0 = (b1,b2) = (b1, α1b1 + a2) = α1 (b1,b1)︸ ︷︷ ︸

>0

+(b1, a2),

azaz α1 = − (b1,a2)
(b1,b1)

. Ekkor

b2 = a2 −
(b1, a2)

(b1,b1)
b1.

Az eljárást hasonlóan folytatva tegyük fel, hogy b1,b2, . . . ,bl-t (l < r) már megkaptuk.
Ekkor

bl+1 := α1b1 + α2b2 + . . .+ αlbl + al+1.

αi =?, hogy (bl+1,bi) = 0, i = 1, . . . , l. Feĺırva ismét a skaláris szorzatot:

0 = (bl+1,bi) = (α1b1 + . . .+ αlbl + al+1,bi) = αi (bi,bi)︸ ︷︷ ︸
>0

+(al+1,bi),

a többi tag értéke a vektorok ortogonalitása miatt 0. Így αi = − (al+1,bi)

(bi,bi)
. Folytatva az

eljárást, a

bk+1 = ak+1 −
(ak+1,b1)

(b1,b1)
b1 −

(ak+1,b2)

(b2,b2)
b2 − . . .−

(ak+1,bk)

(bk,bk)
bk,

k = 1, 2, . . . , r − 1 vektorrendszer ortogonális, és b1 = a1 kiegésźıtéssel ortogonális vek-
torrendszert kapunk. �

Az előző tétel következménye a következő tétel.

2. Tétel. Minden valós euklideszi térnek van ortogonális bázisa. Minden nem nullvektor
benne van egy ortogonális bázisban.
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3. Defińıció (ortonormált rendszer). Egy e1, e2, . . . , en vektorrendszert ortonormált
rendszernek nevezünk, ha ortogonális egységvektorokból áll, azaz

(ei, ej) =

{
1, ha i = j;
0, ha i 6= j.

4. Tétel. Valós euklideszi térnek van ortonormált bázisa.

Bizonýıtás: En-nek van b1,b2, . . . ,bn ortogonális bázisa (2. tétel), ahol bi 6= 0, i =
1, 2, . . . , n. Ekkor ei = bi

‖bi‖ választással {e1, . . . , en} ortonormált bázis. �
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