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1. Defińıció (transzcendens szám). Egy a számot transzcendensnek nevezünk, ha nincs
olyan egész együtthatós polinom, melynek a gyöke.

Az e a matematika egyik legnevezetesebb állandója, irracionális, és emellett transz-
cendens. Ennek bizonýıtásához először a faktoriálisfogalmat általánośıtjuk a következő
defińıció seǵıtségével:

2. Defińıció (Γ-függvény). A Γ(a) =

∞∫
0

e−tta−1 dt függvényt Γ-függvénynek nevez-zük.

Ha a > 0, akkor parciálisan integrálva:

aΓ(a) =

∞∫
0

ata−1︸ ︷︷ ︸
u′

e−t︸︷︷︸
v

dt =
[
tae−t

]∞
0︸ ︷︷ ︸

0

+

∞∫
0

tae−t dt = Γ(a + 1).

Így ha a ∈ N, akkor

Γ(n + 1) = nΓ(n) = n(n− 1)Γ(n− 1),

és mivel Γ(1) =

∞∫
0

e−t dt =
[
e−t
]∞
0

= 1, ezért Γ(n) = (n− 1)! adódik.

Nézzük ezek után hogyan is igazolható e transzcendens léte.

3. Álĺıtás. Az e transzcendens szám.

Bizonýıtás: Legyen egy Pn n-edfokú polinom: Pn(x) =
n∑

k=0

akx
k, ak ∈ Z, n ∈ N.

Megmutatjuk, hogy minden Pn-hez létezik olyan S 6= 0 szám, melyre Pn(e) · S 6= 0,
ebből következik, hogy Pn(e) 6= 0, azaz e transzcendens.

Legyen S =
1

(p− 1)!

∞∫
0

e−ttp−1(1− t)p(2− t)p · · · (n− t)p dt.
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Megmutatjuk, hogy p ∈ N-t lehet úgy választani, hogy S számunkra megfelelő legyen.

Pn(e)·S =
n∑

k=0

ake
k 1

(p− 1)!

∞∫
0

ettp−1

n∏
l=1

(l−t)p dt =
n∑

k=0

ak

(p− 1)!

∞∫
0

ek−ttp−1

n∏
l=1

(l−t)p dt =

a0

(p− 1)!

∞∫
0

e−ttp−1

n∏
l=1

(l − t)p dt +
n∑

k=1

ak

(p− 1)!

∞∫
0

ek−ttp−1

n∏
l=1

(l − t)p dt =

a0

(p− 1)!

∞∫
0

e−ttp−1

(
n! +

n∑
i=1

cit
i

)p

dt

︸ ︷︷ ︸
∗∗

+
n∑

k=1

ak

(p− 1)!

∞∫
0

ek−ttp−1

n∏
l=1

(l − t)p dt = ∗

Mivel

(
n! +

n∑
i=1

cit
i

)p

= n!p +

np∑
i=1

dit
i alakban ı́rható, ezért

∗∗ =

∞∫
0

e−ttp−1n!p dt +

∞∫
a

e−ttp−1

np∑
i=1

dit
i dt.

Mivel p egész, ezért a Γ-függvényre vonatkozó meggondolások miatt

∞∫
0

e−ttp−1n!p dt =

(p− 1)!n!p.

Hasonlóan a második tagra:

∞∫
0

e−ttp−1

np∑
i=1

dit
i =

np∑
i=1

di

∞∫
0

e−ttp+i−1 = K(p + i − 1)!,

K ∈ Z.
Akkor ∗∗ = (p− 1)!n!p + K(p + i− 1)!, ı́gy

∗ = a0 · n!p + Ap +
n∑

k=1

ak

(p− 1)!

∞∫
0

ek−ttp−1

n∏
l=1

(l − t)p dt = ∗ ∗ ∗,

ahol A ∈ Z.
Legyen t = k + y, akkor dt = dy és az integrációs határok: 0→ −k, ∞→∞. Ezzel a

helyetteśıtéssel:

∗ ∗∗ = a0 · n!p + Ap +
n∑

k=1

ak

(p− 1)!

∞∫
−k

e−y(k + y)p−1

n∏
l=1

(l − k − y)p dy =

a0·n!p+Ap+
n∑

k=1

ak

(p− 1)!
·

 0∫
−k

e−y(k + y)p−1

n∏
l=1

(l − k − y)p dy +

∞∫
0

e−y(k + y)p−1

n∏
l=1

(l − k − y)p dy

 =

a0 · n!p + Ap +
n∑

k=1

ak

(p− 1)!
Ik,1 +

n∑
k=1

ak

(p− 1)!
Ik,2.
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Legyen p > max{a0, n} pŕımszám. Akkor

Ik,2 =

∞∫
0

e−y(k + y)p−1

n∏
l=1

(l − k − y)p dy =

∞∫
0

e−y (k + y)p−1

n∏
l=1
l 6=k

(l − k − y)p(−1)p

︸ ︷︷ ︸
Q(y)

yp dy,

ahol Q(y) egész együtthatós polinom, ı́gy Q(y) =
r∑

i=0

biy
i alakban ı́rható. Akkor

Ik,2 =

∞∫
0

e−y

r∑
i=1

biy
iyp dy =

r∑
i=1

bi

∞∫
0

e−yyp+i dy =
r∑

i=0

bi(p + i)! = Bk · p!.

Így tehát
n∑

k=1

ak

(p− 1)!
· Ik,2 =

n∑
k=1

akBkp = pB, ahol B ∈ Z.

Becsüljük most
n∑

k=1

ak

(p− 1)!
Ik,1-et:

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ak

(p− 1)!
Ik,1

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|ak|
(p− 1)!

∣∣∣∣∣∣
0∫

−k

e−y(k + y)p−1

n∏
l=1

(l − k − y)p dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|ak| · en · np−1nnpn · 1

(p− 1)!
≤

(
n∑

k=1

|ak| · en

)
︸ ︷︷ ︸

C(P (n))

· (n
n+1)p

(p− 1)!
→ 0,

ha p→∞, ugyanis C(P (n)) Pn-től függő konstans.
Ekkor tehát

Pn(e) · S = a0 · n!p + Ap + Bp + M(p) = a0 · n!p + (A + B)p︸ ︷︷ ︸
∈Z

+M(p),

ahol ha p > a0, n, p0, akkor |M(p)| < 1

2
.

A ford́ıtott háromszög-egyenlőtlenség szerint ekkor

|Pn(e) · S| = |a0 · n!p + (A + B)p + M(p)| ≥ |a0 · n!p + (A + B)p| − |M(p)| > 1− 1

2
=

1

2
,

vagyis Pn(e) · S 6= 0, amiből a bizonýıtás elején tett meggondolások miatt következik,
hogy Pn(e) 6= 0. Mivel Pn tetszőleges polinom volt, ezért e transzcendens. �
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