8. STATISZTIKA GYAKORLAT: Bayes-becslés és konfidenciaintervallum

1. Bayes-becslés

1. Példatar 4.1/2. példa: Xi,...,X, fae. minta 6 paraméteri Exp eo.-bol
(n > 3). Adjon Bayes-becslst a ¥() = =2 par. fv-re, ha az apriori eo. 2
paramétertd Exp.

Megoldds: a konyv jeloléseivel, 6 a posteriori eo.-a X = x feltétel mellett
0 és X egyiittes sfv-e:

F(t.%) = Ly(x)q(t) = [ [ te 7" - 2e72 = 2t"e~ (i)t
i=1

Ezért 0 feltételes sfv-e az X = x feltétellel:

Q(t|x) — f(t)X) _ C(X) . tne_(zi g;i+2)t.

fx)

Innen felismerjiik, hogy 6 a posteriori eo-a az X = x feltétel mellett
L1 (X0, 26 +2). Ezért egy ilyen Gamma-eo. —3-adik momentuma kell.

Ha Y ~ T, ()), akkor ennek m-edik momentuma (m egész):

e e] )\a a—1 F e e] )\era m+a—1 F
]E(Ym) _ / M L ef)\zdx — (m + a) / z 67/\1 (m + a)
0 0

I'(a) T(a)\™ T'(m + )
Innen m = -3, a =n+1, A=, x; + 2 esetre aktualizalva:
(- 1
(03X =x) = -3 tntl)

Fn+1), xi+2)73
ahonnan egyszertsités utan ¢ (0) Bayes-becslése:

(Zz Xi + 2)3

B (O)X) = BEX) = et G =

FONTOS: nem kell integrélni, hanem felismerve az eloszlast, a konstansok
atpakolasaval dolgozunk. A normélé konstans igy végiil kijon, beleépiil x.
Megjegyzziik, hogy m =1, a =n+1, A = >, x; + 2 esetre aktualizalva:

I(1+n+1)
Pin+ 1),z +2)Y

E@X =x) =
ahonnan egyszertisités utan 6 Bayes-becslése:

A n+1
6 = E(0]X) =13



2. Peéldatar 4.1/2. példa ragozva: Egy doboz desszertben 18, kiilsére egyfor-
ma édesség van, de kétféle toltéssel: van koztiik nugatos és van marcipanos.
Nem tudjuk, hdny marcipanos van a dobozban. 8 darabot megettiink, eb-
bsl 5 volt marcipanos. Adjunk Bayes-becslést a dobozban eredetileg levd
marcipanos desszertek szamara, ha az a priori eloszlas Big (%) binomialis!

Megoldds:
e Megjegyezziik, hogy a prior (kostolas) nélkiil, Bis (3) eloszlassal sza-

molva, a marcipanosok varhat6 értéke 18 - % = 9 lenne, azonban a
kostolas ennél tobb marcipanos meglétére ad reményt.

e Ha M jeldli a marcipanosok szamat, akkor ennek a priori eloszlasa
Bis (%) A mintavételezés soran 8-bol X = 5 marcipanost tapasztal-
tunk. Igy a,b, ¢, d konstansokkal:

P(M=m,X =5)=P(X =5|M =m)-P(M =m) =
- () 6) -

B @ (18 5 m) (ij) =V ST =

Ezért M aposteriori eloszlasa:

B __PM=mX=5  PM=mX=5 _ 1
P(M =m|X =5) = P(X =5) 72;25?;(]\4':1'7)(:5)7C(m—5)!(15—m)!,

ahol 5 <m < 15. A k =m — 5 jeloléssel (0 < k < 10):

om0 =o(2) - () (1)

ahol d nem lehet més, mint (%) 10 ahhoz, hogy eloszlast kapjunk, ahol
0 < k <10 egész. Kovetkezésképpen

1
M—5‘X:5N810 (2>,
ahonnan E(M —5|X =5) =103 =5 & E(M|X =5) =545 = 10.
Tehat 10 marcipanosra tippeliink.

Egyszertibben: a prior csak a maradék ismeretlen 10-re vonatkozik,
melyek kozt Byg (%) a marcipanosok szama (fiiggetlen Bernoulli min-
tavételezés). Ennek varhato értéke 5 + van 5 determinisztikus (meg-
evett), igy 54+5=10 a Bayes-becslés.

e Prior nélkiil ML-becslést is végezhetnénk, ahol a ,hany hal van a
vizben” vagy ,hany madér él az erd6ben” gondolatmenetet kovetjiik.

m\ (18—m
(5)(°5™)
L (5) = W,
8
ahonnan a hipergeometriai eo. unimodularitdsa miatt:
Lin(5)

———— > 1 pontosan akkor, ha m < 11,25....
Lon_1(5)



Innen m = 11. J6zan ésszel extrapolalva is ezt kapnank: ha 8-ban 5
a marcipanos, akkor 18-ban 18 - % = 11,25, aminek als6 egész része
11.

2. Konfidenciaintervallum

Adjunk meg 90%-os konfidenciaintervallumot az exp. eo. paraméterére, ha n
nagy’ (n > 30).

A Rao-Blackwell-Kolmogorov tétel miatt % hatéasos becslés A\-ra. A CHT
értelmében nagy’ n-re X ~ N (%, 7). Ezért

1

X by
Py —Za/2 < 1 < Zq/2 =1-oa.
NN

Leosztva az egyenlétlenségben /nX-al:

1 < %

P)\<\/EX< I \/EX

Ekvivalens modon

—Ra/2 1 Ra )2
P <A =< "~ =1—aq,
A ( /X X ﬁX) “

—Ra/2 17% Za/2>_1_a

ahonnan

1 Zza 1 Za /2
Pyx|{=— — <A< = = | =1-q,
A (X JnX X" \/ﬁX) “

L _ Za/% L ZQ/% . . . _ L o e
ahonnan ( X % X \/EX) szimmetrikus konf. interrvallum A-ra % koriil.

Pl. arhullamok (4m feletti) tullépéseire: n = 41, £ = 0.84, a 90%-os konf.
int. (0.93,1.57), ahol o = 0.1 és 2,5 = 1.645.
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